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马尔可夫跳变系统的有限时间保性能控制

摘要
本文主要研究具有时变时滞的脉冲

随机马尔可夫跳变系统的有限时间保性
能控制问题．通过选取模态相关的李雅
普诺 夫 泛 函， 使 用 线 性 矩 阵 不 等 式
（ＬＭＩ）、平均驻留时间方法等技术，得到
一些新的充分条件来确保系统有限时间
稳定，并给出了系统的上界性能指标．基
于该充分条件设计了系统的状态反馈保
性能控制器．最后，利用 Ｍａｔｌａｂ 的 ＬＭＩ 工
具箱进行数据仿真，得到相应的均方轨
迹图．数值例子结果表明，得到的仿真结
果和理论结果一致，验证了文中理论的
有效性．
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０　 引言

　 　 作为一类特殊的混杂系统，马尔可夫跳变系统常用于描述系统
结构或参数因扰动而突变的动态系统，受到学者们的广泛关注［１⁃４］，
如 Ｙａｎ 等［１］研究了具有马尔可夫跳变的随机系统的有限时间稳定性

和镇定问题．传统的李雅普诺夫稳定性很难达到预期的效果，特别是

对于关注快速响应和工作时间的系统，如机器人控制、通信系统、航
天等领域［５⁃７］ ．人们更关注系统短时间内的特性，即暂态性能，这就要
求系统的状态在有限时间内不超过某一界限．张维海等［８］研究了转移

概率部分信息未知的随机马尔可夫跳变系统的有限时间控制问题；
Ｙａｎ 等［９］研究了具有马尔可夫切换的伊藤型随机系统的有限时间稳

定和镇定问题，利用模态相关参数法给出了有限时间稳定的充分条

件；Ａｍａｔｏ 等［１０］研究了线性系统的有限时间有界性，得到了保守性较

小的有限时间有界性条件，但未考虑随机干扰对系统的影响．
在实际工程中，控制的目标不仅要保证系统的稳定性，而且要满

足优异的性能，保证性能函数不超过一个界限．周红艳等［１１］ 给出了广

义网络控制系统满足二次型性能指标的状态反馈控制器设计方法；
Ｄｕ 等［１２］ 利用模态相关驻留时间方法研究了具有不确定项的线性切
换离散系统的保性能控制问题；Ｌｉｕ 等［１３］研究了伊藤型马尔可夫跳变

系统的有限时间保性能控制问题，得到了状态反馈保性能控制器的

设计方法，但没有考虑脉冲扰动对系统的影响．脉冲扰动现象在许多

工程系统中无法避免，是导致系统不稳定的主要原因之一［１４⁃１９］ ．高丽
君等［１６］研究了具有马尔可夫切换的随机脉冲时滞系统的均方指数稳
定，得到依赖脉冲上界的稳定性条件；姚凤麒等［１７］建立了一类脉冲随
机系统有限时间有界性定理；鲁成甜等［１８］ 研究了脉冲随机神经网络
的有限时间稳定性问题，考虑了反镇定型脉冲；崔瑶等［１９］研究了镇定

型脉冲和反镇定型脉冲对具有时滞脉冲的线性随机时滞系统的影响．
到目前为止，对于带马尔可夫跳变的脉冲随机系统的保性能控制研

究成果还较少．
针对具有时变时滞的脉冲随机马尔可夫跳变系统，本文通过选

取适宜的李雅普诺夫泛函，使用平均驻留时间等方法，设计保性能控

制器，并用一个例子来验证其有效性．

１　 系统描述

Ｍ ＞ ０（Ｍ≥０） 表示矩阵Ｍ是正定的（半正定的）；ＭＴ 表示矩阵



　 　 　 　Ｍ 的转置；λｍａｘ（Ｍ） 和 λｍｉｎ（Ｍ） 分别表示矩阵 Ｍ的

最大特征值和最小特征值；符号 ∗ 表示对称矩阵中

的对称项；ｄｉａｇ｛…｝ 表示块对角矩阵；（Ω，Ｆ，Ｐ） 为

完备概率空间，其中，Ω，Ｆ，Ｐ 分别代表样本空间、事
件代数和定义在 Ｆ 上的概率测度；Ｅ［·］ 是［·］ 的数

学期望．
考虑一类具有时变时滞的脉冲随机马尔可夫跳

变系统：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ［Ａσ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｂσ（ ｔ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋
　 　 Ｃσ（ ｔ）ｕ（ ｔ）］ｄｔ ＋
　 　 ［Ｄσ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｅσ（ ｔ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））］ｄｗ（ ｔ），
　 　 ｔ ≠ ｔｋ，ｔ ≥ ｔ０，

ｘ（ ｔｋ） ＝ Ｆσ（ ｔ）ｘ（ ｔ
－
ｋ ），ｋ ∈ Ｎ，

ｘ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ），ｔ ∈ ［ ｔ０ － τ，ｔ０］ ．
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ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１）

其中： ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ，ｕ（ ｔ） ∈ Ｒｍ 分别是系统的状态和

控制输入；Ａσ（ ｔ），Ｂσ（ ｔ），Ｃσ（ ｔ），Ｄσ（ ｔ），Ｅσ（ ｔ），Ｆσ（ ｔ），是已

知的适维矩阵； 时滞 τ（ ｔ） 满足 ０ ≤ τ（ ｔ） ≤ τ 且

τ̇（ ｔ） ≤ｈ ＜ １，其中，τ，ｈ是给定常数；初始值ϕ（ ｔ） 是

定义在［ ｔ０ － τ，ｔ０］ 的连续函数；ｗ（ ｔ） 是定义在概率

空间（Ω，Ｆ，Ｐ） 上的一维维纳过程， 假定其满足：
Ｅ［ｄｗ（ ｔ）］ ＝ ０，Ｅ［ｄ２ｗ（ ｔ）］ ＝ ｄｔ；σ（ ｔ） 是有限状态空

间 Ｓ ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝ 上取值的右连马尔可夫链，其转

移概率为

Ｐ｛σ（ ｔ ＋ Δ） ＝ ｊ ｜ σ（ ｔ） ＝ ｉ｝ ＝

　 　
ｒｉｊΔ ＋ ｏ（Δ），　 　 　 ｉ ≠ ｊ；
１ ＋ ｒｉｊΔ ＋ ｏ（Δ）， ｉ ＝ ｊ．{

式中：Δ ＞ ０，ｒｉｊ ≥０（ ｉ ≠ ｊ），ｒｉｉ ＝ － ∑
ｉ≠ｊ

ｒｉｊ ．假设马尔可

夫链 σ（ ｔ） 和维纳过程 ｗ（ ｔ） 是相互独立的．设计反

馈控制器

ｕ（ ｔ） ＝ Ｋσ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ． （２）
其中，Ｋσ（ ｔ） 是控制器增益．将（２） 代入系统（１） 中，得
到如下闭环系统：
ｄｘ（ ｔ） ＝ ［（Ａσ（ ｔ） ＋ Ｃσ（ ｔ）Ｋσ（ ｔ））ｘ（ ｔ） ＋
　 　 Ｂσ（ ｔ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））］ｄｔ ＋
　 　 ［Ｄσ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｅσ（ ｔ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））］ｄｗ（ ｔ），
　 　 ｔ ≠ ｔｋ，ｔ ≥ ｔ０，

ｘ（ ｔｋ） ＝ Ｆσ（ ｔ）ｘ（ ｔ
－
ｋ ），ｋ ∈ Ｎ，

ｘ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ），ｔ ∈ ［ ｔ０ － τ，ｔ０］ ．
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（３）

定义性能函数如下：

Γ（ｘ（·），Ｋσ（·）） ＝ Ｅ∫Ｔ
０
ｘＴ（ ｔ）［Ｍ１σ（ ｔ） ＋

　 　 ＫＴ
σ（ ｔ）Ｍ２σ（ ｔ）Ｋσ（ ｔ）］ｘ（ ｔ）ｄｔ． （４）

式中， Ｍ１σ（ ｔ） 和 Ｍ２σ（ ｔ） 是适维的正定矩阵．
为了 方 便， 将 Ａσ（ ｔ），Ｂσ（ ｔ），Ｃσ（ ｔ），Ｄσ（ ｔ），Ｅσ（ ｔ），

Ｆσ（ ｔ），Ｋσ（ ｔ），Ｍ１σ（ ｔ），Ｍ２σ（ ｔ） 分别表示为 Ａｉ，Ｂｉ，Ｃｉ，Ｄｉ，
Ｅｉ，Ｆｉ，Ｋｉ，Ｍ１ｉ，Ｍ２ｉ ．证明系统有限时间稳定前，将会

用到下列定义和引理．
定义 １［１８］ 　 给定正数 ｃ１，ｃ２，Ｔ 且 ｃ１ ＜ ｃ２，若
Ｅ［ ｓｕｐ

ｔ０－τ≤θ≤ｔ０
｜ ϕ（θ） ｜ ２］ ≤ ｃ１⇒

　 　 Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＜ ｃ２，ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］， （５）
则称系统（１） （ｕ（ ｔ） ≡ ０） 是关于（ｃ１，ｃ２，Ｔ） 有限时

间均方稳定的．
定义 ２［１３］ 　 若存在一个正数Γ∗ 和控制器（２），

使得：
１） 闭环系统（３） 是有限时间稳定的，
２）Γ（ｘ（·），Ｋｉ（·）） ≤ Γ∗，

则称控制器（２） 是系统（３） 的有限时间保性能控制

器，Γ∗ 为系统（３） 的一个性能上界．
定义 ３［１７］ 　 对于脉冲序列｛ ｔｋ｝ ｋ∈Ｎ，若存在正整

数 Ｎ０ 和正数 τ ａ，使得：

Ｎ（ ｔ，ｓ） ≤ ｔ － ｓ
τ ａ

＋ Ｎ０，ｔ ＞ ｓ ≥ ｔ０， （６）

则该脉冲序列的平均脉冲区间为 τ ａ ．Ｎ（ ｔ，ｓ） 表示脉

冲序列在区间（ ｓ，ｔ］ 内的发生次数．
引理 １［１７］ 　 对实数矩阵 Ｎ，Ｍ ＝ ＭＴ，Ｒ ＝ ＲＴ，以

下条件等价：

１）
Ｍ Ｎ
ＮＴ Ｒ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＜ ０；

２）Ｒ ＜ ０，Ｍ － ＮＲ －１ＮＴ ＜ ０；
３）Ｍ ＜ ０，Ｒ － ＮＴＭ －１Ｎ ＜ ０．
引理 ２［１３］ 　 给定正数 ａ，ｂ，如果 ｇ（ ｔ） 满足：

０ ≤ ｇ（ ｔ） ≤ ａ ＋ ｂ∫ｔ
０
ｇ（ ｓ）ｄｓ，ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］，

则有

ｇ（ ｔ） ≤ ａｅｂｔ ．

２　 主要结果

在本节中，将设计保性能控制器来确保闭环系

统（３）有限时间稳定．应用平均驻留时间等方法推导

出开环系统（１）有限时间稳定的充分条件，结合线性

矩阵不等式（ＬＭＩ）等技巧给出闭环系统（３）有限时

间稳定及保性能控制器存在的充分条件，最后求出

性能函数的最小上界．
定理 １　 假设脉冲序列满足式（６）．给定正数 ｃ１，

ｃ２，Ｔ 且 ｃ１ ＜ ｃ２，若存在正标量 α，μ ≥ １ 和适维矩阵

７８１
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Ｐ ｉ ＞ ０，Ｑｉ ＞ ０，ｉ ∈ Ｓ，使得：

Φ１ｉ Ｐ ｉＢｉ ＤＴ
ｉ Ｐ ｉ

∗ － （１ － ｈ）Ｑｉ ＥＴ
ｉ Ｐ ｉ

∗ ∗ － Ｐ ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， （７）

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊＱ ｊ － αＱｉ ≤ ０， （８）

ＦＴ
ｉ Ｐ ｉＦｉ － μＰ ｉ ≤ ０， （９）

Ｎ０ ｌｎ μ ＋ （Ｔ － ｔ０） α ＋ ｌｎ μ
τ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜

　 　 ｌｎ（ｃ２λ １） － ｌｎ（ｃ１λ ２ ＋ ｃ１τλ ３）， （１０）
其中

Φ１ｉ ＝ Ｐ ｉＡｉ ＋ ＡＴ
ｉ Ｐ ｉ ＋ Ｑｉ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊＰ ｊ － αＰ ｉ，

λ １ ＝ ｍｉｎ
ｉ∈Ｓ

｛λｍｉｎ（Ｐ ｉ）｝，

λ ２ ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｓ

｛λｍａｘ（Ｐ ｉ）｝，

λ ３ ＝ ｍａｘ
ｉ∈Ｓ

｛λｍａｘ（Ｑｉ）｝，

则开环系统（１）（ｕ（ ｔ） ≡ ０） 是关于（ｃ１，ｃ２，Ｔ） 有限

时间均方稳定的．
证明 　 令 σ（ ｔ） ＝ ｉ，ｉ∈ Ｓ，选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函：

Ｖｉ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｐ ｉｘ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ． （１１）

对式（７）应用引理 １，得到

Φ ＝
Φ１ｉ ＋ ＤＴ

ｉ Ｐ ｉＤｉ Ｐ ｉＢｉ ＋ ＤＴ
ｉ Ｐ ｉＥｉ

∗ － （１ － ｈ）Ｑｉ ＋ ＥＴ
ｉ Ｐ ｉＥｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
≤ ０．

（１２）
通过伊藤公式，计算随机微分算子 LＶ，得到

LＶｉ（ ｔ） ＝ ｘＴ（ ｔ）Ｑｉｘ（ ｔ） － （１ － τ̇（ ｔ））ｘＴ（ ｔ －
τ（ ｔ））Ｑｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ ２ｘＴ（ ｔ）Ｐ ｉ［Ａｉｘ（ ｔ） ＋
Βｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ））］ ＋ ［Ｄｉｘ（ ｔ） ＋ Ｅｉｘ（ ｔ －

τ（ ｔ））］ ＴＰ ｉ［Ｄｉｘ（ ｔ） ＋ Ｅｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ））］ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊＶ ｊ ≤

ｘＴ（ ｔ）（Φ１ｉ ＋ ＤＴ
ｉ Ｐ ｉＤｉ）ｘ（ ｔ） ＋

２ｘＴ（ ｔ）（Ｐ ｉＢｉ ＋ ＤＴ
ｉ Ｐ ｉＥｉ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋

ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））（ － （１ － ｈ）Ｑｉ ＋ ＥＴ
ｉ Ｐ ｉＥｉ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋

αｘＴ（ ｔ）Ｐ ｉｘ（ ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ∫ｔ

ｔ －τ（ ｔ）
ｘＴ（ ｓ）Ｑ ｊｘ（ ｓ）ｄｓ ＝

ηΦηＴ ＋ αｘＴ（ｔ）Ｐｉｘ（ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ∫ｔ

ｔ－τ（ｔ）
ｘＴ（ｓ）Ｑｊｘ（ｓ）ｄｓ ≤

αｘＴ（ ｔ）Ｐ ｉｘ（ ｔ） ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ∫ｔ

ｔ －τ（ ｔ）
ｘＴ（ ｓ）Ｑ ｊｘ（ ｓ）ｄｓ，

ｔ ≠ ｔｋ，ｋ ∈ Ｎ． （１３）
其中， η ＝ ［ｘＴ（ ｔ） ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））］ ．结合式（８） 可得：

LＶｉ（ ｔ） ≤ αｘＴ（ ｔ）Ｐ ｉｘ（ ｔ） ＋ α∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ ＝

αＶｉ（ ｔ），ｔ ≠ ｔｋ，ｋ ∈ Ｎ． （１４）
对式（１４）两端从 ｔｋ 到 ｔ 积分并取数学期望，应

用引理 ２，得到：

ＥＶｉ（ ｔ） ≤ ＥＶｉ（ ｔｋ） ＋ α∫ｔ
ｔｋ
ＥＶｉ（ ｓ）ｄｓ ≤

ｅα（ ｔ －ｔｋ）ΕＶｉ（ ｔｋ），ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１），ｋ ＝ ０，１，２，…．
（１５）

当 ｔ ＝ ｔｋ 时，由条件（９），得到：

Ｖｉ（ ｔｋ） ＝ ｘＴ（ ｔｋ）Ｐ ｉｘ（ ｔｋ） ＋ ∫ｔ ｋ
ｔｋ－τ（ ｔｋ）

ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ ≤

ｘＴ（ ｔ －ｋ ）ＦＴ
ｉ Ｐ ｉＦｉｘ（ ｔ

－
ｋ ） ＋ ∫ｔ

－ｋ

ｔ －ｋ －τ（ ｔ －ｋ ）
ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ≤

μｘＴ（ ｔ －ｋ ）Ｐ ｉｘ（ ｔ
－
ｋ ） ＋ μ∫ｔ

－ｋ

ｔ －ｋ －τ（ ｔ －ｋ ）
ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ ＝

μＶｉ（ ｔ
－
ｋ ），ｋ ∈ Ｎ．

两边取期望，有
ＥＶｉ（ ｔｋ） ≤ μＥＶｉ（ ｔ

－
ｋ ），ｋ ∈ Ｎ． （１６）

假设下式成立：
ＥＶｉ（ ｔ） ≤ μＮ（ ｔ，ｔ０） ｅα（ ｔ －ｔ０）ＥＶｉ（ ｔ０），ｔ ≥ ｔ０ ． （１７）
实际上，当 ｔ∈［ ｔ０，ｔ１） 时，Ｎ（ ｔ，ｔ０） ＝ ０．由式（１５）

知式（１７） 显然成立．假设，当 ｔ∈［ ｔｋ－１，ｔｋ），ｋ∈Ｎ时，
式（１７） 成立，即

ＥＶｉ（ ｔ） ≤ μ ｋ－１ｅα（ ｔ －ｔ０）ＥＶｉ（ ｔ０） ．
特别地，ＥＶｉ（ ｔ

－
ｋ ） ≤ μ ｋ－１ｅα（ ｔ －ｔ０）ＥＶｉ（ ｔ０），则当 ｔ ∈

［ ｔｋ，ｔｋ＋１） 时，由式（１５）、（１６） 可知：
ＥＶｉ（ ｔ） ≤ ｅα（ ｔ －ｔｋ）ＥＶｉ（ ｔｋ） ≤ μｅα（ ｔ －ｔｋ）ＥＶｉ（ ｔ

－
ｋ ） ≤

μμ ｋ－１ｅα（ ｔｋ－ｔ０） ｅα（ ｔ －ｔｋ）ＥＶｉ（ ｔ０） ＝ μ ｋｅα（ ｔ －ｔ０）ＥＶｉ（ ｔ０） ．
由数学归纳法知，对于任意的 ｔ ≥ ｔ０，式（１７） 成

立．当 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］ 时，结合式（６） 和（１７），有

ＥＶｉ（ ｔ） ≤ μＮ０＋
ｔ－ｔ０
τａ ｅα（ ｔ －ｔ０）ＥＶｉ（ ｔ０） ≤

　 　 μＮ０ｅ α＋ ｌｎμ
τａ

( ) （Ｔ－ｔ０）ＥＶｉ（ ｔ０） ． （１８）
其中

ＥＶｉ（ ｔ０） ＝ Ｅ［ｘＴ（ ｔ０）Ｐ ｉｘ（ ｔ０）］ ＋

Ｅ∫ｔ ０
ｔ０－τ（ ｔ０）

ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ ≤

λ ２Ｅ［ ｜ ｘ（ ｔ０） ｜ ２］ ＋ λ ３Ｅ∫ｔ ０
ｔ０－τ（ ｔ０）

｜ ｘ（ ｓ） ｜ ２ｄｓ ≤

λ２Ｅ［ ｓｕｐ
θ∈［ｔ０－τ，ｔ０］

｜ ϕ（θ） ｜ ２］ ＋ λ３τＥ［ ｓｕｐ
θ∈［ｔ０－τ，ｔ０］

｜ ϕ（θ） ｜ ２］ ＝

（λ ２ ＋ τλ ３）Ｅ［ ｓｕｐ
θ∈［ ｔ０－τ，ｔ０］

｜ ϕ（θ） ｜ ２］ ． （１９）

将式（１９）代入（１８），得到 ＥＶｉ（ ｔ） ≤ μＮ０（λ ２ ＋

τλ ３）Ｅ［ ｓｕｐ
θ∈［ ｔ０－τ，ｔ０］

｜ ϕ（θ） ｜ ２］ｅ α＋ ｌｎ μ
τａ

( ) （Ｔ－ｔ０），ｔ ≥ ｔ０ ．

８８１
王俊，等．马尔可夫跳变系统的有限时间保性能控制．
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结合（５） 和（１０），当Ｅ［ ｓｕｐ
θ∈［ ｔ０－τ，ｔ０］

｜ ϕ（θ） ｜ ２］ ≤ ｃ１
时，有

ＥＶｉ（ ｔ） ≤ μＮ０（λ ２ ＋ τλ ３）ｃ１ｅ α＋ ｌｎ μ
τａ

( ) （Ｔ－ｔ０） ＜ λ １ｃ２，
ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ．
因为λ１Ｅ ｜ ｘ（ｔ） ｜ ２ ≤Ｅ［ｘＴ（ｔ）Ｐｉｘ（ｔ）］ ≤ＥＶｉ（ｔ），

结合上式，有
Ｅ ｜ ｘ（ ｔ） ｜ ２ ＜ ｃ２，ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ．

因此，系统（１）（ｕ（ ｔ） ≡ ０） 是关于（ｃ１，ｃ２，Ｔ） 有限时

间均方稳定的．证明完毕．

注 １　 因为 α ＞ ０，μ ≥１，故 α ＋ ｌｎ μ
τ ａ

＞ ０，由式

（１８） 知系统（１） 是李雅普诺夫不稳定的．定理１表明

一个李雅普诺夫不稳定的系统可以是有限时间稳定

的，因此有限时间稳定性和李雅普诺夫稳定性是两

个独立的概念．
注 ２　 当 μ ＞ １ 时，表示脉冲为扰动因素，会破

坏系统的稳定性，因此干扰脉冲不允许发生得太频

繁．式（１０） 可写为 τ ａ ＞ （Ｔ － ｔ０）ｌｎ μ ／ ［ｌｎ（ｃ２λ １） －
ｌｎ（ｃ１λ ２ ＋ ｃ１τλ ３） － Ｎ０ ｌｎ μ － α（Ｔ － ｔ０）］，即对平均脉

冲区间的下界施加了限制．当 μ ＝ １ 时，文献［１３］ 中

的定理 １ 可视作本文的特例．
定理２　 假设脉冲序列满足式（６） ．给定正数 ｃ１，

ｃ２，Ｔ 且 ｃ１ ＜ ｃ２，若存在正标量 α，μ ≥ １ 和适维矩阵

Ｐ ｉ ＞ ０，Ｑｉ ＞ ０，ｉ∈ Ｓ，使式（８）—（１０） 及以下不等式

成立：
Φ２ｉ Ｐ ｉＢｉ ＤＴ

ｉ Ｐ ｉ

∗ － （１ － ｈ）Ｑｉ ＥＴ
ｉ Ｐ ｉ

∗ ∗ － Ｐ ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０． （２０）

其中， Φ２ｉ ＝Φ１ｉ ＋ Ｐ ｉＣｉＫｉ ＋ ＫＴ
ｉ ＣＴ

ｉ Ｐ ｉ ＋ Ｍ１ｉ ＋ ＫＴ
ｉ Ｍ２ｉＫｉ，

则闭环系统（３） 是关于（ｃ１，ｃ２，Ｔ） 有限时间均方稳

定的，控制器（２） 是有限时间保性能控制器，相应的

性能函数上界为

Γ（ｘ（·），Ｋｉ（·）） ≤ Γ∗ ＝

ｅαＴ（ｃ１λ ２ ＋ ｃ１τλ ３） (１ ＋ Ｎ０ ＋ Ｔ
τ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （μ － １）μＮ０＋

Ｔ
τａｅαＴ ) ．

（２１）
证明　 选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函 Ｖｉ（ｔ） ＝ ｘＴ（ｔ）Ｐｉｘ（ｔ） ＋

∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ．将式（７） 中的 Ａｉ 替换为 Ａｉ ＋

ＣｉＫｉ，结合式（１３） 和（２０），因为 Ｍ１ｉ，Ｍ２ｉ ≥ ０，可得：
LＶｉ（ ｔ） ≤ αＶｉ（ ｔ） －
　 　 ｘＴ（ ｔ）［Ｍ１ｉ ＋ ＫＴ

ｉ Ｍ２ｉＫｉ］ｘ（ ｔ） ≤ αＶｉ（ ｔ） ．
类似于定理 １的证明，可证闭环系统（３） 是关于

（ｃ１，ｃ２，Ｔ） 有限时间均方稳定的． 将上式进行整理

后，有：
ｘＴ（ ｔ）［Ｍ１ｉ ＋ ＫＴ

ｉ Ｍ２ｉＫｉ］ｘ（ ｔ） ≤ αＶｉ（ ｔ） － LＶｉ（ ｔ） ．
（２２）

式（２２）两侧同时乘 ｅ －αｔ，得到：
ｅ －αｔｘＴ（ ｔ）［Ｍ１ｉ ＋ ＫＴ

ｉ Ｍ２ｉＫｉ］ｘ（ ｔ） ≤－ L［ｅ －αｔＶｉ（ ｔ）］ ．
（２３）

注意到 ｅαｔ ≥ １， 结合式 （１６）、 （１８） 和 （２３）
可得：

Γ（ｘ（·），Ｋｉ（·）） ＝ Ｅ∫Ｔ
０
ｘＴ（ ｔ）（Ｍ１ｉ ＋ ＫＴ

ｉ Ｍ２ｉＫｉ）ｘ（ ｔ）ｄｔ ＝

∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
(Ｅ∫ｔ

－ｋ＋１

ｔｋ
ｘＴ（ ｔ）（Ｍ１ｉ ＋ ＫＴ

ｉ Ｍ２ｉＫｉ）ｘ（ ｔ）ｄｔ ) ≤

－ ｅαＴ∑
Ｎ

ｋ ＝ ０
(Ｅ∫ｔ

－ｋ＋１

ｔｋ
L（ｅ －αｔＶｉ（ ｔ））ｄｔ ) ≤

ｅαＴ ＥＶｉ（ ｔ０） ＋ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
（（μ － １）ＥＶｉ（ ｔ

－
ｋ ））[ ] ≤

ｅαＴＥＶｉ（ｔ０） ＋ ｅ２αＴ Ｎ０ ＋ Ｔ
τａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （μ － １）μＮ０＋

Ｔ
τａＥＶｉ（ｔ０）．

根据式（１９），得到：

Γ∗ ＝ ｅαＴ（ｃ１λ ２ ＋ ｃ１τλ ３） (１ ＋

　 　 Ｎ０ ＋ Ｔ
τ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （μ － １）μＮ０＋

Ｔ
τａｅαＴ ) ．

因此，闭环系统（３） 是关于（ｃ１，ｃ２，Ｔ） 有限时间

均方稳定的，控制器（２） 是闭环系统（３） 的有限时间

保性能控制器，相应的性能上界为（２１） ．证明完毕．
定理３　 假设脉冲序列满足式（６） ．给定正数 ｃ１，

ｃ２，Ｔ 且 ｃ１ ＜ ｃ２，若存在正标量 α，μ ≥ １ 和适维矩阵

Ｘｉ ＞ ０，Ｚ ｉ ＞ ０，Ｙ ｉ，ｉ ∈ Ｓ，使式（１０） 及以下不等式

成立：
Φ３ｉ ＢｉＸｉ ＸｉＤＴ

ｉ Φ４ｉ

∗ － （１ － ｈ）Ｚ ｉ ＸｉＥＴ
ｉ ０

∗ ∗ － Ｘｉ ０
∗ ∗ ∗ － Φ５ｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０， （２４）

ｋｉＺ ｉ Φ４ｉ

∗ Φ６ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤ ０， （２５）

－ μＸｉ ＸｉＦＴ
ｉ

∗ － Ｘｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤ ０， （２６）

其中

Φ３ｉ ＝ＡｉＸｉ＋ＸｉＡＴ
ｉ ＋ＣｉＹ ｉ＋Ｙ ｉＣＴ

ｉ ＋ＸｉＭ１ｉＸｉ＋
　 　 ＹＴ

ｉ Ｍ２ｉＹ ｉ＋ｒｉｉＸｉ＋Ｚ ｉ－αＸｉ，

Φ４ｉ ＝［ ｒｉ１ Ｘｉ… ｒｉ（ ｉ－１） Ｘｉ ｒｉ（ ｉ＋１） Ｘｉ… ｒｉＮ Ｘｉ］，

９８１
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Φ５ｉ ＝ｄｉａｇ｛Ｘ１，…，Ｘｉ－１，Ｘｉ＋１，…，ＸＮ｝，ｋｉ ＝ ｒｉｉ－α，
Φ６ｉ ＝ｄｉａｇ｛Ｚ１－２Ｘ１，…，Ｚ ｉ－１－２Ｘｉ－１，Ｚ ｉ＋１－
　 　 ２Ｘｉ＋１，…，ＺＮ－２ＸＮ｝，
λ１ ＝ｍｉｎ

ｉ∈Ｓ
｛λｍｉｎ（Ｘ

－１
ｉ ）｝，λ２ ＝ｍａｘ

ｉ∈Ｓ
｛λｍａｘ（Ｘ

－１
ｉ ）｝，

λ３ ＝ｍａｘ
ｉ∈Ｓ

｛λｍａｘ（Ｘ
－１
ｉ Ｚ ｉＸ

－１
ｉ ）｝，

则存在保性能控制器（２） 使得闭环系统（３） 关于

（ｃ１，ｃ２，Ｔ）有限时间均方稳定，性能函数上界满足

（２１），控制增益为 Ｋｉ ＝Ｙ ｉＸ
－１
ｉ ．

证明 　 令 Ｘｉ ＝ Ｐ－１
ｉ ，Ｚ ｉ ＝ ＸｉＱｉＸｉ，应用引理 １，式

（２４）等价于

Φ３ｉ＋∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
ｒｉｊＸｉＸ

－１
ｊ Ｘｉ ＢｉＸｉ ＸｉＤＴ

ｉ

∗ －（１－ｈ）Ｚ ｉ ＸｉＥＴ
ｉ

∗ ∗ －Ｘｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜０．

对上式分别左乘和右乘 ｄｉａｇ｛Ｘ－１
ｉ ，Ｘ－１

ｉ ，Ｘ－１
ｉ ｝，得

到式 （ ２０） ．对于 Ｑ－１
ｊ （ ｊ≠ ｉ），因为 Ｚ－ １

２
ｉ Ｘｉ－Ｚ

１
２
ｉ( ) Ｔ ·

Ｚ－ １
２

ｉ Ｘｉ－Ｚ
１
２
ｉ( ) ≥０，有以下不等式成立：

－Ｑ－１
ｊ ＝ －Ｘ ｊ（Ｘ ｊＱ ｊＸ ｊ）

－１Ｘ ｊ≤Ｚ ｊ－２Ｘ ｊ ．
因此，由式（２５）可得：

ｋｉΖ ｉ Φ４ｉ

∗ － Φ７ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≤ ０． （２７）

式中， Φ７ｉ ＝ ｄｉａｇ｛Ｑ －１
１ ，…，Ｑ －１

ｉ －１，Ｑ
－１
ｉ ＋１，…，Ｑ －１

Ｎ ｝ ． 应用

引理 １，式（２７） 等价于

Ｘｉ∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
ｒｉｊＱ ｊＸｉ ＋ ｋｉＺ ｉ ≤ ０．

对上式左右同乘 Ｘ －１
ｉ ，可以得到式（８） ．相应地，

对式（２６） 应用引理 １，再左右同乘 Ｘ －１
ｉ ，可以得到

式（９） ．
因此，由定理 ２ 可知，闭环系统（３） 关于（ｃ１，ｃ２，

Ｔ） 有限时间均方稳定，性能函数上界满足（２１） ．证
明完毕．

３　 数值例子

设马尔可夫链的状态空间为 Ｓ ＝ ｛１，２｝，其转移

矩阵 Ｒ ＝
－ １ 　 １
　 １ － １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．考虑系统（３） 具有以下参数：

Ａ１ ＝
－ １􀆰 ３ １􀆰 １
　 ０􀆰 ５ ０􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｂ１ ＝

０􀆰 ２ ０􀆰 １
０􀆰 １ ０􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｃ１ ＝
１􀆰 １ ０􀆰 ３
０􀆰 ９ ０􀆰 ７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｄ１ ＝

０􀆰 １ － ０􀆰 ２
０ － ０􀆰 １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｅ１ ＝
０􀆰 １ ０􀆰 ２
０􀆰 ２ ０􀆰 ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｆ１ ＝

１􀆰 ０５ ０
０ １􀆰 ０５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｍ１１ ＝
０􀆰 ５ ０
０ ０􀆰 ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｍ２１ ＝

０􀆰 ２ ０
０ ０􀆰 １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ａ２ ＝
－ １ １
０􀆰 ３ ０􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｂ２ ＝

０􀆰 ３ ０􀆰 １
０􀆰 １ ０􀆰 ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｃ２ ＝
１􀆰 ３ ０􀆰 ５
１ １􀆰 １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｄ２ ＝

０􀆰 ３ － ０􀆰 ２
０ － ０􀆰 ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｅ２ ＝
０􀆰 １ ０􀆰 ４
０􀆰 ４ ０􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Ｆ２ ＝

１􀆰 ０５ ０
０ １􀆰 ０５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｍ１２ ＝
０􀆰 ６ ０
０ ０􀆰 ６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 Μ２２ ＝

０􀆰 ２ ０
０ ０􀆰 ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

取 ｃ１ ＝ ０􀆰 １，ｃ２ ＝ １０，Ｔ ＝ ２，μ ＝ １􀆰 １０２５，α ＝ １，
τ（ ｔ） ＝ ０􀆰 ９ ＋ ０􀆰 １ｓｉｎ（ ｔ），有 τ ＝ １，ｈ ＝ ０􀆰 １ 满足条件

０ ≤τ（ ｔ） ≤ τ，τ̇（ ｔ） ≤ ｈ ＜ １．取 Ｎ０ ＝ ３，τ ａ ＝ ０􀆰 ２２ ＞
０􀆰 ２１２， 系统的脉冲序列如图 １ 所示．

图 １　 脉冲序列

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｉｍｐｕｌｓｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ

使用 ＬＭＩ 工具箱求解定理 １ 中的式（７）—（９），
得到一组可行解：

Ｐ１ ＝
１􀆰 ００５ ３ ０􀆰 ４５２ ３
０􀆰 ４５２ ３ １􀆰 ４７１ ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｑ１ ＝
　 １􀆰 １６１ ０ － ０􀆰 ０９０ ７
－ ０􀆰 ０９０ ７ 　 ０􀆰 ８６７ ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｐ２ ＝
２􀆰 ４６３ １ ０􀆰 ８２２ １
０􀆰 ８２２ １ ２􀆰 ９８３ ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｑ２ ＝
　 ２􀆰 ７００ ４ － ０􀆰 ０１１ ６
－ ０􀆰 ０１１ ６ 　 １􀆰 ８４０ ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

取初始状态 ｘ０（ ｓ） ＝ ０􀆰 １ － ０􀆰 ２[ ] Ｔ，ｓ ∈ ［ － １，
０］ ．开环系统的均方状态轨迹如图 ２ 所示，可见开环

系统（１）（ｕ（ ｔ） ≡０） 是关于（０􀆰 １，１０，２） 有限时间均

方稳定的．下面将设计保性能控制器．取 Ｎ０ ＝ ３，τ ａ ＝
０􀆰 １１ ＞ ０􀆰 １０１，求解定理 ３ 不等式（２４）—（２６），得到

０９１
王俊，等．马尔可夫跳变系统的有限时间保性能控制．

ＷＡＮＧ Ｊｕｎ，ｅｔ ａｌ．Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｇｕａｒａｎｔｅｅｄ ｃｏｓｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｓｙｓｔｅｍｓ．



图 ２　 开环系统均方轨迹

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｍｅａｎ⁃ｓｑｕａｒｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｅｎ ｓｙｓｔｅｍ

一组可行解：

Ｘ１ ＝
１３􀆰 ８１１ ４ － ０􀆰 ６１９ ３
－ ０􀆰 ６１９ ３ １３􀆰 ０６８ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｙ１ ＝
０􀆰 ４６１ ５ － ７􀆰 ８２４ ０

－ ７􀆰 ８２４ ０ － １９􀆰 ００８ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｘ２ ＝
１１􀆰 ５９２ ６ － ０􀆰 ５３７ １
－ ０􀆰 ５３７ １ １０􀆰 ５６３ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｙ２ ＝
－ ５􀆰 １４９ ４ － ０􀆰 ６５３ ７
－ ０􀆰 ６５３ ７ － １６􀆰 ２２４ ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

得到设计保性能控制器的增益矩阵为

Ｋ１ ＝ ［　 ０􀆰 ００６ ６　 － ０􀆰 ５９８ ４； － ０􀆰 ６３３ １　 － １􀆰 ４８４ ５］，
Ｋ２ ＝ ［ － ０􀆰 ４４８ １　 － ０􀆰 ０８４ ７； － ０􀆰 １２７ ９　 － １􀆰 ５４２ ４］．

图 ３　 闭环系统均方轨迹

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｍｅａｎ⁃ｓｑｕａｒｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

仍取 ｘ０（ ｓ） ＝ ０􀆰 １ － ０􀆰 ２[ ] Ｔ，ｓ∈［ － １，０］ ．由图

３ 可见，闭环系统（３） 是关于（０􀆰 １，１０，２） 有限时间

均方稳定的．性能函数（４） 的最小上界为Γ∗ ＝ ３５􀆰 ９，
这表明控制器ｕ（ ｔ）＝Ｋ１（ ｔ） 和ｕ（ ｔ）＝Ｋ２（ ｔ） 是闭环系

统（３）的保性能控制器．

４　 结论

本文研究了一类具有时变时滞的脉冲随机马尔

可夫跳变系统的有限时间保性能控制问题．通过构

建李雅普诺夫泛函，结合线性矩阵不等式等技巧，得
到脉冲随机马尔可夫跳变系统有限时间稳定性及保

性能控制器存在的充分条件，并给出了系统性能指

标的上界．最后，通过数值例子和仿真验证了提出方

法的有效性．
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