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直流接地极地表电位的切比雪夫多项式求解法

摘要
运行经验表明，直流接地极造成电

网大范围直流偏磁危害，其根源在地表
电位不均匀分布．针对广域深度分层的
复杂大地模型关于地表电位分布求解方
面的难题，利用切比雪夫多项式拟合地
表电位的汉克尔变换核函数．通过切比
雪夫多项式的移位运算、系数展开和截
断误差判定，得到了核函数的切比雪夫
多项式自适应阶数拟合方法，从而大幅
降低了直流接地极造成广大区域地表电
位分布的计算难度．与标准接地计算软
件 ＣＤＥＧＳ 的水平 ８ 层结构大地算例对
比结果表明，直流接地极入地电流 ５ ｋＡ
时，本方法在 １～１００ ｋｍ 地表范围内的地
表电位偏差小于 １ Ｖ．进一步分析了切比
雪夫多项式阶数对地表电位的计算结果
的影响，证实了 ２０ 阶切比雪夫多项式的
精度就可以满足一般的直流偏磁风险评
估的应用需求．基于移位切比雪夫多项
式的地表电位快速评估方法为直流偏磁
风险评估提供了一种基础的技术手段，
有助于降低电网直流偏磁风险评估的
难度．
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０　 引言

　 　 直流输电在单极大地返回运行方式下，高幅值的直流电流会通

过直流接地极流入大地．由于大地的不良导电和广域电网的同时作

用，会导致部分的直流电流入侵到交流系统，从而产生对变压器的不

良影响，即直流偏磁危害．直流偏磁严重危害电力系统安全运行．变压

器直流偏磁的耐受特性非常复杂［１⁃３］，直流偏磁的治理也需要耗费大

量的人力和物力［４⁃７］ ．
运行经验表明，电网直流偏磁危害的根源在于直流接地极造成

的地表电位不均匀分布［８⁃１１］，具体表现为：输电线路连接了相距较远

的众多变电站，而变电站内高压变压器中性点多为直接接地的运行

方式；大地与电力网之间形成了一个“并联”的电流通道，由于变电站

之间的地表电位不同，直流输电的部分入地电流从大地中被“抽取”
到电力系统内；直流电流流经变压器绕组，变压器铁芯饱和而产生励

磁的半周饱和现象，从而形成直流偏磁危害．直流偏磁危害主要是变

压器的振动和异响，以及局部温升和谐波等．
电网偏磁仿真评估采用的是直流电流入侵的场路耦合模型［１０］，

即地上的电路模型与地下的电流场的耦合．该耦合直接表现为电站的

地表电位，电站之间的地表电位差异越大，则偏磁的情况越严重．地表

电位的求解方法与选取的大地模型有关．由于直流偏磁问题采用的大

地模型是实际的地质电性结构模型，所以已有的接地分析评估方法

有可能不适用［１１⁃１２］ ．文献［１３⁃１５］系统地使用有限元方法求解复杂结

构大地参数，文献［１６⁃１７］提出了考虑地形起伏的地表电位计算方法，
文献［１８⁃１９］重点研究了地中断裂带分布情况下的地表电位，这些研

究主要依赖商用有限元软件，暂无法应用于电网偏磁风险评估．耿山

等［２０］使用镜像法研究了新疆复杂地质环境下的直流接地极周边地表

电位分布，马成廉［２１］对模型参数进行灵敏度分析，但镜像法目前还存

在计算量大和精度不高的问题，无法推广应用于复杂的地质工况．马
成廉［２１］较为系统地研究了特高压直流接地极近区地电位分布特征，
李嘉思等［２２］针对复杂土壤结构下直流接地极选址及直流偏磁风险也

开展了相应的评估工作，他们仍沿用复镜像法进行直流接地极地表

电位的求解．复镜像算法较为复杂，技术难度较高，不利于推广应用．
此外，高速铁路的钢轨电位和地表电位问题［２３］、采用地表电位进行接

地网的腐蚀诊断［２４］，以及跨步电压的回声状态网络分析法［２５］ 等均需



　 　 　 　要求解地表电位，但目前的研究主要依赖商用接地

分析软件 ＣＤＥＧＳ，还缺少公开技术手段的支持．
综上所述，目前的研究过于依赖商用的有限元

计算软件和接地计算软件，没有形成可靠的计算工

具供使用．针对直流接地极造成广大区域地表电位

分布的计算问题，本文提出了一种切比雪夫多项式

拟合的快速算法，为直流偏磁风险评估和其他工程

问题的应用场景提供了思路和新手段．

１　 地表电位的切比雪夫多项式求解法

１􀆰 １　 地表电位的基础理论

直流接地极造成大范围的地表电位 Ｖ，可写为

如下形式：

Ｖ（ ｒ） ＝
ρ１Ｉ
２π∫

∞

０
ｋ１Ｊ０（λｒ）ｄλ， （１）

其中， ｒ 为地表观察点与直流接地极的距离（ ｒ 远大

于直流接地极的尺寸），ρ１ 为首层大地的电阻率，Ｉ为
直流输电系统的大地返回电流，Ｊ０ 为第一类零阶贝

塞尔函数，λ 为积分系数，ｋ１ 为表征水平分层大地结

构的等效电阻率函数，可由递推公式求解：

ｋｎ－１ ＝
１ － μｎ－１ｅｘｐ（ － ２λｄｎ－１）
１ ＋ μｎ－１ｅｘｐ（ － ２λｄｎ－１）

，μｎ－１ ＝
ρｎ－１ － ρｎ

ρｎ－１ ＋ ρｎ
，

…

ｋｉ ＝
１ － μｉｅｘｐ（ － ２λｄｎ－１）
１ ＋ μｉｅｘｐ（ － ２λｄｎ－１）

，μｉ ＝
ρｉ － ρｉ ＋１ｋｉ ＋１

ρｉ ＋ ρｉ ＋１·ｋｉ ＋１
，

…

ｋ１ ＝
１ － μ１ｅｘｐ（ － ２λｄｎ－１）
１ ＋ μ１ｅｘｐ（ － ２λｄｎ－１）

，μ１ ＝
ρ１ － ρ２ｋ２

ρ１ ＋ ρ２ｋ２
， （２）

其中，水平分层大地结构示意如图 １ 所示， ｄ 为分层

的厚度，ρ 为分层的电阻率，μｉ 为第 ｉ 个分层的反射

系数．

图 １　 水平分层大地结构示意

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｔｒａｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅａｒｔｈ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

式（１）属于广义无穷积分，又称汉克尔变换， ｋ１

为汉克尔变换的积分核函数．由于 Ｊ０ 随 ｒλ 的增大呈

现震荡衰减的特性，所以传统的数值计算方法无法

准确求解式（１） ．如果 ｋ１ 可以进行无穷指数级数展

开，那么式（１） 可以运用经典镜像法求解，但无法针

对分层较多的情况作求解．主要是因为分层较多时

ｋ１ 的无穷指数级数理论表达过于复杂，且计算时间

太长，无法用于实际．
式（１） 为场源点均在地表的情况．对于场源点任

意位置的情况，只需将 Ｖ（ ｒ） 积分式替换为实际的情

况即可，具体见文献［１１⁃１２］．

１􀆰 ２　 切比雪夫多项式求解方法

切比雪夫多项式为满足如下二阶微分方程

的解：

（１ － ｘ２） ｄ２ｙ
ｄｘ２

－ ｘ ｄｙ
ｄｘ

＋ ｎ２ｙ２ ＝ ０． （３）

本文是基于第一类切比雪夫多项式开展研究

的．第一类切比雪夫多项式 Ｔ：
Ｔ０（ｘ） ＝ １， （４）

Ｔｎ（ｘ） ＝ ２ｎ－１ ∑
［０􀆰 ５ｎ］

ｋ ＝ ０
（ － １） ｎ （ｎ － ｋ － １）！

ｋ！ ２２ｋ（ｎ － ２ｋ）！
ｘｎ－２ｋ，

（５）
式中 ［０􀆰 ５ｎ］ 表示对 ０􀆰 ５ｎ 向下取整．

如果 ｆ（ｘ） 为区间［ － １，１］ 内的连续函数，则可

将它转为 Ｔ 的无穷级数：

ｆ（ｘ） ＝ ０􀆰 ５ｃ０ ＋ ∑
∞

ｎ ＝ １
ｃｎＴｎ（ｘ）， （６）

ｃｎ ＝ ２
π ∫

０

－１

ｆ（ｘ）Ｔｎ（ｘ）

１ － ｘ２
ｄｘ， （７）

式（６）又称为傅里叶⁃切比雪夫级数展开法．
切比雪夫多项式求解方法的基本思想是利用切

比雪夫多项式将地表电位无穷积分转为有限长度切

比雪夫序列求和，进而快速评估地表电位．切比雪夫

多项式求解方法如下：
步骤 １．设首层的衰减系数 Ｅ 为

Ｅ ＝ ｅｘｐ（ － ２λｄ１） ． （８）
对于第 ｉ 层大地，其衰减系数可以改写为

Ｅδｉ ＝ ｅｘｐ（ － ２λｄｉ），δｉ ＝
ｄｉ

ｄ１
． （９）

步骤 ２．将式（８）、（９）代入式（２），可得

ｋｎ－１ ＝
１ － μｎ－１Ｅδｎ－１

１ ＋ μｎ－１Ｅδｎ－１
，μｎ－１ ＝

ρｎ－１ － ρｎ

ρｎ－１ ＋ ρｎ
，

…

２２１
齐桓若，等．直流接地极地表电位的切比雪夫多项式求解法．

ＱＩ Ｈｕａｎｒｕｏ，ｅｔ ａｌ．Ｓｏｌｖｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｏｆ ＤＣ ｇｒｏｕｎｄｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｄｅ ｂｙ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．



ｋｉ ＝
１ － μｉＥδｉ

１ ＋ μｉＥδｉ
，μｉ ＝

ρｉ － ρｉ ＋１ｋｉ ＋１

ρｉ ＋ ρｉ ＋１ｋｉ ＋１
，

…

ｋ１ ＝
１ － μ１Ｅδ１

１ ＋ μ１Ｅδ１
，μ１ ＝

ρ１ － ρ２ｋ２

ρ１ ＋ ρ２ｋ２
， （１０）

使用级数展开，式（１０）可以化为

１ － μ１Ｅδ１

１ ＋ μ１Ｅδ１
≈ Ａ０ ＋ Ａ１Ｅ ＋ Ａ２Ｅ２ ＋ … ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ ０
ＡｉＥ ｉ ． （１１）

引入移位运算、系数展开和截断误差判定等三

大环节来求解式（１１）：
１）移位运算．切比雪夫多项式的值域范围为

［－１，１］，而系数 ｋ１ 的取值范围为［０，１］ ．因此切比雪

夫多项式要作移位运算，移位切比雪夫多项式 Ｔ ｊ 表

达式取为

Ｔ０（Ｅ） ＝ １，
Ｔ１（Ｅ） ＝ ２Ｅ － １，
Ｔ２（Ｅ） ＝ ８Ｅ２ － ８Ｅ ＋ １，
Ｔ３（Ｅ） ＝ ３２Ｅ３ － ４８Ｅ２ ＋ １８Ｅ － １，
Ｔ４（Ｅ） ＝ １２８Ｅ４ － ２５６Ｅ３ ＋ １６０Ｅ２ － ３２Ｅ ＋ １，
…
Ｔｍ＋１（Ｅ） ＝ ２·（２Ｅ － １）·Ｔｍ（Ｅ） － Ｔｍ－１（Ｅ），　 ｍ≥１．

（１２）
２）系数展开．进行 ｋ１ 的移位切比雪夫多项式展

开，式（１１） 转化为

ｋ１（Ｅ） ≈－ ０􀆰 ５ｃ０ ＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｃｋＴｋ（Ｅ） →

　 　 Ａ０ ＋ Ａ１Ｅ ＋ Ａ２Ｅ２ ＋ …， （１３）
其中， ｃｊ 为 Ｔ ｊ 的系数，ｃｊ 的具体表达式为

ｃｊ ＝
２
ｍ∑

ｍ

ｂ ＝ ０
ｋ１（ξｂ）ｃｏｓ πｊ ｂ

＋ ０􀆰 ５
ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

其中， ξｂ 为 Ｔｂ 系数方程的根，ξｂ 的具体表达式为

ξｂ ＝ ０􀆰 ５ ＋ ０􀆰 ５ｃｏｓ π ｂ ＋ ０􀆰 ５
ｍ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｂ ＝ ０，１，…，ｍ．

（１５）
３）截断误差判定． ｍ 阶移位切比雪夫多项式表

达式的误差表达式可写为

εｍ（Ｅ） ＝ ∑
∞

ｂ ＝ ｍ＋１
ｃｂＴｂ（Ｅ） ． （１６）

式（１６）近似取误差主项：
εｍ（Ｅ） ≈ ｃｍ＋１Ｔｍ＋１（Ｅ）， （１７）

Ｅ 值域误差的总误差为

εｔｏｔ ≈ ∫１
０
ｃｂ＋１Ｔｂ＋１（Ｅ）ｄＥ， （１８）

式（１８）积分的理论结果为

εｔｏｔ ≈
２

ｍ ＋ １∑
ｍ＋１

ｂ ＝ ０
ｋ１（ξｂ）ｃｏｓ

π（ｂ ＋ ０􀆰 ５）（ｍ ＋ １）
ｍ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷·

∑
ｍ＋１

ｉ ＝ ０

ｔｉ
ｉ ＋ １

， （１９）

式中， ｔｉ 为式（１２） 中移位切比雪夫多项式的系数．
因此可按图 ２所示流程确定式（１３） 中的最高阶

数 ｍ．

图 ２　 确定移位切比雪夫多项式最高级数 ｍ 的流程

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｍａｘｉｍａｌ ｏｒｄｅｒ
ｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｈｉｆｔ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

步骤 ３．式（１１）代入式（１）有

Ｖ（ ｒ） ＝
ρ１Ｉ
２π∫

∞

０
∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ＡｉＥ ｉＪ０（λｒ）ｄλ． （２０）

根据利普希茨积分公式

∫∞
０
ｅｘｐ（ － λ ｜ ｘ ｜ ）Ｊ０（λｙ）ｄλ ＝ １

ｘ２ ＋ ｙ２
， （２１）

代入式（２０）有

Ｖ（ ｒ） ＝
ρ１Ｉ
２π∫

∞

０
∑

ｎ

ｉ ＝ ０
ＡｉＥ ｉＪ０（λｒ）ｄλ ＝

　 　
ρ１Ｉ
２π∑

ｎ

ｉ ＝ ０

Ａｉ

４ｉ２ｄ２
１ ＋ ｒ２

． （２２）

输入电流 Ｉ，求解式（２２），输出计算结果．
切比雪夫多项式求解方法大幅降低了直流输电

大地返回电流造成地表电位分布的计算难度，并有

助于形成计算软件．

２　 算例分析与对比

取水平 ８ 层结构大地（参数见表 １）的算例，引
入了标准接地计算软件 ＣＤＥＧＳ 关于 ５ ０００ Ａ 点电流

源在 １～１００ ｋｍ 地表范围内的电位的计算结果，并

３２１
学报（自然科学版），２０２３，１５（１）：１２１⁃１２６
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与 ２０ 阶的切比雪夫多项式方法作对比．两种不同方

法的地表电位分布如图 ３ 所示．本文方法与 ＣＤＥＧＳ
计算结果在 １ ｋｍ 处的偏差为 ０􀆰 ７１ Ｖ，１０ ｋｍ 处的偏

差为 ０􀆰 １３ Ｖ，１００ ｋｍ 处的偏差为 ０􀆰 ０４Ｖ．

表 １　 水平 ８ 层结构大地参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ８⁃ｌａｙｅｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

层编号 电阻率 ／ （Ω·ｍ） 厚度 ／ ｍ

１ １５ ３００

２ ４５ ２ ２５０

３ ２００ ３ ０００

４ ２ ０００ ５ ０００

５ ５ ０００ ２９ ５００

６ ３ ０００ １５ ０００

７ ５０ ２０ ０００

８ ８８２ 无穷大

图 ３　 ２０ 阶切比雪夫多项式方法与 ＣＤＥＧＳ 软件的对比

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ２０ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ＣＤＥＧＳ ｓｏｆｔｗａｒｅ

由于切比雪夫多项式方法的计算精度和收敛速

度与阶数紧密相关，所以表 ２ 给出了不同阶数下关于

表 １ 土壤模型的不同观测点地表电位的结果．从表 ２
的结果可以看出，在阶数为 １０ 阶的情况下计算结果

偏差较大，但阶数到达 ２０ 阶及以上时，计算结果趋于

稳定．在 １～１００ ｋｍ 的范围内，即使是 ２０ 阶的切比雪

夫多项式方法，也已经达到足够工程应用精度．
为进一步分析表 ２ 中的数值差异，本文针对表 １

的情况，将切比雪夫多项式拟合误差式（１９）进行了

更深入的计算分析，结果如表 ３ 所示．从表 ３ 可以看

出，刚开始随着切比雪夫多项式阶数的增加，核函数

拟合的理论偏差迅速衰减，然而当阶数达到 ２０ 阶

时，收敛速度趋于缓慢．本文的应用情况表明，切比

雪夫多项式的阶数只要选取为误差较小的情况就可

以达到比较好的工程应用效果，计算的速度也较快．
盲目地提高阶数并不能够为计算的结果带来明显的

精度提升，反而会浪费大量的计算时间．

表 ２　 不同阶数切比雪夫多项式方法关于地表电位计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓｕｒｆａｃｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ Ｖ

距离 ／
ｍ

切比雪夫多项式阶数 ｍ

１０ ２０ ３０ ４０ ５０

１ ４ ９０２􀆰 ０２ ３ ７９６􀆰 ７３ ３ ８２８􀆰 ９６ ３ ８２０􀆰 ５１ ３ ８２０􀆰 ４３

２ ３ ８６５􀆰 ３０ ３ ３３９􀆰 ９７ ３ ３６５􀆰 ３７ ３ ３６２􀆰 １２ ３ ３６１􀆰 ４８

３ ３ ０５３􀆰 ３６ ２ ８４６􀆰 ２１ ２ ８６８􀆰 ５５ ２ ８６６􀆰 ５０ ２ ８６６􀆰 ５２

４ ２ ４９４􀆰 ２１ ２ ４２２􀆰 １３ ２ ４４２􀆰 ５３ ２ ４４１􀆰 ２０ ２ ４４１􀆰 ３０

５ ２ ０９５􀆰 ３５ ２ ０８３􀆰 ６５ ２ １０２􀆰 ４０ ２ １０１􀆰 ４９ ２ １０１􀆰 ４８

６ １ ８００􀆰 １８ １ ８１７􀆰 ４２ １ ８３４􀆰 ７５ １ ８３４􀆰 ０２ １ ８３３􀆰 ９２

７ １ ５７４􀆰 ６３ １ ６０６􀆰 ６２ １ ６２２􀆰 ７５ １ ６２２􀆰 ０８ １ ６２１􀆰 ９４

８ １ ３９７􀆰 ５１ １ ４３７􀆰 ４２ １ ４５２􀆰 ５０ １ ４５１􀆰 ８７ １ ４５１􀆰 ７３

９ １ ２５５􀆰 １６ １ ２９９􀆰 ５４ １ ３１３􀆰 ６８ １ ３１３􀆰 ０８ １ ３１２􀆰 ９５

１０ １ １３８􀆰 ５１ １ １８５􀆰 ４９ １ １９８􀆰 ７９ １ １９８􀆰 ２２ １ １９８􀆰 １２

１ ０００ ４２􀆰 ２９ ５６􀆰 ２３ ５６􀆰 ３８ ５６􀆰 ３６ ５６􀆰 ３７

１０ ０００ ３２􀆰 ７９ ２６􀆰 １８ ２６􀆰 １９ ２６􀆰 １９ ２６􀆰 １９

１００ ０００ ６􀆰 ３７ ７􀆰 ２８ ７􀆰 ２８ ７􀆰 ２８ ７􀆰 ２８

表 ３　 不同阶数切比雪夫多项式方法的拟合误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｆｉｔｔｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｒｄｅｒｓ

切比雪夫多项式阶数 ｍ 式（１９）的理论偏差 ／ Ｖ

１０ １􀆰 ８６０

２０ ０􀆰 ０６１

３０ ０􀆰 ０３６

４０ ０􀆰 ０３１

５０ ０􀆰 ０３０

３　 结论

针对直流接地极造成地表电位分布求解方面的

难题，本文提出了一种切比雪夫多项式拟合地表电

位的汉克尔变换积分核函数的求解方法．
１）基本积分核函数的傅里叶⁃切比雪夫级数展

开，引入移位运算、系数展开和截断误差判定等三大

环节进行求解，得到核函数的切比雪夫多项式自适

应阶数拟合方法，从而大幅降低了地表电位分布的

计算难度．
２）通过水平 ８ 层结构大地算例分析了切比雪夫

多项式阶数 ｍ 对计算结果的影响．结果表明，在场

点⁃源点距离小于 １０ ｍ 的情况下，切比雪夫多项式

阶数需要取 ４０ 阶，场点⁃源点距离大于 １ ｋｍ 时，取
２０ 阶即可达到精度要求． 通过与基准接地软件

ＣＤＥＧＳ 的对比，验证了本文方法的准确性．
３）基于移位切比雪夫多项式的地表电位求解方

法为直流偏磁风险评估提供了一种基础的技术手

４２１
齐桓若，等．直流接地极地表电位的切比雪夫多项式求解法．

ＱＩ Ｈｕａｎｒｕｏ，ｅｔ ａｌ．Ｓｏｌｖｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｏｆ ＤＣ ｇｒｏｕｎｄｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｄｅ ｂｙ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．



段，有助于降低电网直流偏磁风险评估的难度，辅助

直流偏磁风险评估等相关工作，可以为电力系统接

地设计和其他行业提供相关的技术支持．
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６２１
齐桓若，等．直流接地极地表电位的切比雪夫多项式求解法．
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