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台风强度变化最快时涡度的解析解

摘要
利用旋转坐标系中的基本方程推导

得到动能方程，通过动能的局地变化率
定义刻画台风强度变化率的能量泛函，
对泛函作变分得到 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程．
分析方程可知，当台风强度变化率达到
最大时，摩擦力、气压梯度力、重力和动
能梯度满足四力平衡关系．因此，这四个
力确定的向量可以作为台风强度的预报
因子，更准确地确定台风系统强度变化
率达到最大的时间点．进一步通过风场
变分分解提取到有旋场中的最大涡旋，
得到台风强度变化最快时涡度和流场的
解析解，对研究台风发展过程中速度的
变化趋势和台风的空间结构具有实用价
值，为台风路径和强度预报提供了一定
的理论指引．
关键词

台风强度；涡度；解析解；变分法；风
场分解

中图分类号 Ｏ１７５􀆰 ２；Ｐ４４４
文献标志码 Ａ

收稿日期 ２０２１⁃０９⁃１９
资助项目 国家自然科学基金 （ ４１４７５０９１，
４１９７５０８７）
作者简介

范景威，男，硕士生，研究方向为偏微分方
程及其应用．ｊｉｎｇｗｅｉｆａｎ１９９７＠ １３９．ｃｏｍ

周伟灿（通信作者），男，博士，教授，研究
方向为微分方程在大气科学中的应用． ｚｈｗｎｉｍ
＠ ｎｕｉｓｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

１ 南京信息工程大学 数学与统计学院，南
京，２１００４４

２ 南京信息工程大学 气象灾害教育部重点实
验室 ／ 气候与环境变化国际合作联合实验
室 ／ 气象灾害预报预警与评估协同创新中
心，南京，２１００４４

３ 宿迁泽达职业技术学院 宿迁，２２３８００

０　 引言

　 　 台风强度变化是台风研究的一个重要课题，是当前台风观测和预

报中的重难点与前沿问题．影响台风强度变化的因子可以归结为以下三

类：环境气流、下垫面和台风内部结构［１⁃２］ ．随着监测手段的发展以及数

值模式理论和技术的不断成熟，国内外学者针对台风强度变化的研究

取得了一定成果，已有研究内容涉及诸多方面，包括环境风垂直切变、
冷空气、高低空急流、西风槽、地形以及海面温度和喷沫等［３⁃９］ ．

变分法是研究泛函极值的数学方法，其主要思想是构造适当的泛

函，对泛函作变分并取变分为零，研究此时满足的函数性态．变分法广泛

地应用于力学、数学物理反问题、气象资料同化和大气运动的稳定性问

题中．Ａｒｎｏｌｄ［１０］和 Ｖａｌｌｉｓ［１１］运用变分原理，指出流体运动和地转平衡分

别是在位涡守恒及势能守恒的约束下，使总能量达到极小．伍荣生［１２］利

用 Ｆｉｎｌａｙｓｏｎ［１３］提出的限制性变分原理，求得了与非线性涡度方程对应

的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的近似表达式．Ｂａｒｔｈ 等［１４］从线性浅水方程和系统能量

变分出发，推导了从高程和深度平均速度中去除惯性重力波的方法，指
出变分滤波器在提前降低重力波方面的优势．黄思训等［１５］ 通过二次变

分方法研究台风流场结构，将实测风场分解成无旋场和有旋场，再将有

旋流场分解成对称涡旋和非对称涡旋对，两次提取到的都是最大涡旋．
Ｗａｎｇ 等［１６］用变分法推导了赤道电离层 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｔａｙｌｏｒ（ＲＴ）稳定和不

稳定的充分条件，并通过系统特征值计算了 ＲＴ 稳定和不稳定区域．
Ｂａｄｉｎ 等 ［１７］将变分原理应用于波动动力学中，得到地表水波方程以及

非线性问题的波频散关系．近年来，随着变分同化技术的发展与成熟，它
被广泛地应用于大气和海洋等不同领域［１８⁃２１］，其目的是充分利用气象

四维观测资料，在动力预报模式中通过变分得到大气海洋最优状态估

计，以获得更好的模式初始场及预报效果．
目前对台风强度的研究多采用统计、诊断分析、数值模拟和敏感

性试验等方法，缺少理论层面的研究．此外，前人的研究多采用直接分

解的方法将台风流场分解成涡旋流场和无旋流场［１５］，这种分解无法

得到有旋场中的最大涡旋．本文通过能量泛函变分，研究台风强度变

化率最大时台风能量满足的关系，在四力平衡关系的基础上提取到

有旋流场中的最大涡旋，给出台风强度变化最快时涡度的解析解．该
结果为预报方程提供了一定的理论指引，对研究台风发展过程中速

度的变化趋势和台风的层次结构具有实用价值．　 　 　 　



１　 能量泛函变分

假设大气是均匀不可压缩的流体，由连续方

程有
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＝ ０， （１）

其中， ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 为纬向风速，ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 为

经向风速，ｗ ＝ ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 为垂直风速．
大气运动遵循牛顿第二运动定律．对于惯性坐

标系，牛顿第二运动定律可表示为
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ｉ
Ｆｉ， （２）

其中， Ｆｉ 是作用于单位气块上的外力，
ｄａ
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为在惯性

坐标系中的全微商，Ｖａ 为绝对速度，
ｄａＶａ
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＝
ｄｒＶ３
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其中， Ｖ３ ＝ （ｕ，ｖ，ｗ） 为三维速度矢量，Ω为地球自转

角速度矢量，Ｒ 为气块所在的纬圈平面内从地轴到

该气块的距离矢量，其大小为 Ｒ ＝ ｒｃｏｓ ϕ．作用于空

气微团的气压梯度力、分子黏性力、湍流黏性力和重

力的表达式分别为
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ρ
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ρ
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其中， ρ 为密度，ｐ ＝ ｐ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 为气压，∇３为三维微

分算子，μ 为分子黏性系数，∇２
３ 为三维拉普拉斯算

子，Ａｚ 为湍流交换系数，Ｇ为引力常数，Ｍ为地球的质

量，ｒ 为空气微团的位置矢量．
将式（３）—（７） 代入式（２），经整理得到旋转坐

标系中矢量形式的动量方程：
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ｄｔ
＝ － １

ρ
∇３ｐ － ２Ω × Ｖ３ ＋ ｇ ＋ Ｆ， （８）

其中， Ｆ ＝Ｆ２ ＋ Ｆ３ 为分子黏性力与湍流黏性力之和，
即摩擦力．用 Ｖ３ 点乘式（８） 两端得到旋转坐标系中

的动能方程：
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其中， ｄ
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２
（ｕ２ ＋ ｖ２ ＋ ｗ２） 为动能，

式（９） 左边是动能的变化率，右边三项分别是水平

气压梯度力、重力所作的功率和摩擦消耗的功率．
定义能量泛函 Ｉ（ｕ，ｖ，ｗ，ｐ） ∈ Ｃ２（Ω），

Ｉ（ｕ，ｖ，ｗ，ｐ） ＝ ∭
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ｄσ， （１０）

其中， Ω 是任意台风区域，用该泛函表示台风强度变

化率．假设在 ∂Ω上 ｕ，ｖ，ｗ，ｐ以及 ｕ，ｖ，ｗ关于 ｘ，ｙ，ｚ的
所有一阶偏导数均为常数，此时台风在区域边界上

可视为基本气流［２２］ ．对 Ｉ 作变分，有
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６２６
范景威，等．台风强度变化最快时涡度的解析解．

ＦＡＮ Ｊｉｎｇｗｅｉ，ｅｔ ａｌ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｗｈｅｎ ｔｒｏｐｉｃａｌ ｃｙｃｌｏｎｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｔｈｅ ｆａｓｔｅｓｔ．



令 δＩ ＝ ０， 利用 δｕ，δｖ，δｗ 的任意性得到 Ｅｕｌｅｒ⁃
Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为
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矢量形式为

２Ｆ ＋ ｆｐ － ｇ － ∇３Ｋ ＝ ０， （１５）

其中， ｆｐ 为气压梯度力，ｇ ＝ （０，０，ｇ） ．式（１５） 表明，
当台风强度变化率达到最大时，摩擦力、气压梯度

力、重力和动能梯度满足四力平衡．因此，通过这四

个力确定的向量可以作为台风强度的预报因子，更
准确地确定台风系统强度变化率达到最大的时间

点，研究台风强度的变化规律． 此外，将式（１５） 变

形成

Ｆ ＝ １
２
（ｇ ＋ ∇３Ｋ － ｆｐ）， （１６）

则台风强度变化最快时的摩擦力表达式由式（１６）给
出，它为计算较困难且常常被忽略的摩擦力提供了

一种新的计算方法．

２　 台风风场分解

２􀆰 １　 变分提取有旋气流

为了进一步研究台风强度变化最快时涡度的形

式和流场的变化，采用黄思训等［１５］ 的方法对台风风

场进行分解．首先将风场 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ），ｖ（ｘ，ｙ，ｚ） 分解成

平面场 ｕ′（ｘ，ｙ），ｖ′（ｘ，ｙ） 和垂直场 Ｈ（ ｚ），即
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｕ′（ｘ，ｙ）Ｈ（ ｚ）， （１７）
ｖ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｖ′（ｘ，ｙ）Ｈ（ ｚ）， （１８）

其中，风场 ｕ，ｖ 对应台风强度变化率最大的时刻，分
别满足方程（１２） 和（１３） ．由于台风的涡旋运动受环

境气流引导，因此台风流场可以分解成有旋流场和

无旋流场．利用变分方法从风场 ｕ′，ｖ′ 中提取无旋气

流 ｕ１（ｘ，ｙ），ｖ１（ｘ，ｙ） ［１５］，使得泛函
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这是一个条件变分问题，引入 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子
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假设在 ∂Ω 上 λ １，λ ２，λ ３ 以及 λ ２，λ ３ 关于 ｘ，ｙ，ｚ
的所有一阶偏导数均为 ０，则有

　 　 δＪ１ ＝ ∭
Ω

{ é

ë
ê
êｕ′ － ｕ１ － ２μ

ρ
Ｈ

∂２λ ２

∂ｘ２
＋

∂２λ ２

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２μ

ρ
λ ２

ｄ２Ｈ
ｄｚ２

－ ｕ′Ｈ２ ∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
úδｕ ＋

　 　 ｖ′ － ｖ１ － ２μ
ρ
Ｈ

∂２λ ３

∂ｘ２
＋

∂２λ ３

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２μ

ρ
λ ３

ｄ２Ｈ
ｄｚ２

－ ｖ′Ｈ２ ∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
δｖ －

　 　 ｗ
∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ ＋ ｕ１ － ｕ′ －

∂λ １

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｕ１ ＋ ｖ１ － ｖ′ ＋

∂λ １

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｖ１ －
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　 　 １
ρ

∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｐ － ２μ

ρ
λ ２

∂２ｕ′
∂ｘ２

＋ ∂２ｕ′
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２λ ２Ｈ ｕ′ ∂ｕ′

∂ｘ
＋ ｖ′ ∂ｖ′

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２μ

ρ
λ ３

∂２ｖ′
∂ｘ２

＋ ∂２ｖ′
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
ê
ê

　 　 ２λ ３Ｈ ｕ′ ∂ｕ′
∂ｙ

＋ ｖ′ ∂ｖ′
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２μ

ρ ｕ′
∂２λ ２

∂ｚ２
＋ ｖ′

∂２λ ３

∂ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
δＨ －

∂ｖ１
∂ｘ

－
∂ｕ１

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δλ １ －

　 　 ２μ
ρ
∇２

３ （ｕ′Ｈ） － １
ρ

∂ｐ
∂ｘ

－ Ｈ２ ｕ′ ∂ｕ′
∂ｘ

＋ ｖ′ ∂ｖ′
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｗ ∂ｗ

∂ｘ
é

ë
êê

ù

û
úú δλ ２ －

　 　 ２μ
ρ
∇２

３ （ｖ′Ｈ） － １
ρ

∂ｐ
∂ｙ

－ Ｈ２ ｕ′ ∂ｕ′
∂ｙ

＋ ｖ′ ∂ｖ′
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｗ ∂ｗ

∂ｙ
é

ë
êê

ù

û
úú δλ ３ } ｄΩ ＝ ０． （２５）

　 　 利用 δｕ，δｖ，δｗ，δｕ１，δｖ的任意性，可得它们对应

的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程分别为

ｕ′ － ｕ１ － ２μ
ρ
Ｈ

∂２λ ２

∂ｘ２
＋

∂２λ ２

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２μ

ρ
λ ２

ｄ２Ｈ
ｄｚ２

－

ｕ′Ｈ２ ∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （２６）

ｖ′ － ｖ１ － ２μ
ρ
Ｈ

∂２λ ３

∂ｘ２
＋

∂２λ ３

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２μ

ρ
λ ３

ｄ２Ｈ
ｄｚ２

－

ｖ′Ｈ２ ∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （２７）

ｗ
∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （２８）

ｕ１ － ｕ′ －
∂λ １

∂ｙ
＝ ０， （２９）

ｖ１ － ｖ′ ＋
∂λ １

∂ｘ
＝ ０， （３０）

１
ρ

∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （３１）

２μ
ρ
λ ２

∂２ｕ′
∂ｘ２

＋ ∂２ｕ′
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２λ ２Ｈ ｕ′ ∂ｕ′

∂ｘ
＋ ｖ′ ∂ｖ′

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２μ
ρ
λ ３

∂２ｖ′
∂ｘ２

＋ ∂２ｖ′
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２λ ３Ｈ ｕ′ ∂ｕ′

∂ｙ
＋ ｖ′ ∂ｖ′

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

２μ
ρ ｕ′

∂２λ ２

∂ｚ２
＋ ｖ′

∂２λ ３

∂ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０， （３２）

∂ｖ１
∂ｘ

－
∂ｕ１

∂ｙ
＝ ０， （３３）

２μ
ρ
∇２

３ （ｕ′Ｈ） － １
ρ

∂ｐ
∂ｘ

－ Ｈ２ ｕ′ ∂ｕ′
∂ｘ

＋ ｖ′ ∂ｖ′
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｗ ∂ｗ

∂ｘ
＝ ０，

（３４）
２μ
ρ
∇２

３ （ｖ′Ｈ） －
１
ρ

∂ｐ
∂ｙ

－ Ｈ２ ｕ′ ∂ｕ′
∂ｙ

＋ ｖ′ ∂ｖ′
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｗ ∂ｗ

∂ｙ
＝ ０．

（３５）
根据式（２９）和（３０），有旋流场 （ｕ２，ｖ２） 和无旋

流场（ｕ１，ｖ１） 的表达形式分别为

ｕ１ ＝ ｕ′ ＋
∂λ １

∂ｙ
， （３６）

ｖ１ ＝ ｖ′ －
∂λ １

∂ｘ
， （３７）

ｕ２ ＝ －
∂λ １

∂ｙ
， （３８）

ｖ２ ＝
∂λ １

∂ｘ
． （３９）

由式（３６）—（３９）可知，无旋流场 （ｕ１，ｖ１） 满足

∂ｕ１

∂ｘ
＋

∂ｖ１
∂ｙ

＝ ∂ｕ′
∂ｘ

＋ ∂ｖ′
∂ｙ

，是有辐散的；而有旋流场（ｕ２，

ｖ２） 满足
∂ｕ２

∂ｘ
＋

∂ｖ２
∂ｙ

＝ ０，是无辐散的．

在有旋场中引入流函数 ψ（ｘ，ｙ），满足

ｕ２ ＝ － ∂ψ
∂ｙ

，ｖ２ ＝ ∂ψ
∂ｘ

， （４０）

涡度为

ζ ＝
∂ｖ２
∂ｘ

－
∂ｕ２

∂ｙ
＝ ∇２ψ， （４１）

其中， ∇２ 为二维拉普拉斯算子．
将式（３０） 对 ｘ作微商，式（２９） 对 ｙ作微商，相减

并结合式（３３） 得

∂ｖ′
∂ｘ

－ ∂ｕ′
∂ｙ

＝ ∇２λ １ ． （４２）

将式（３５）对 ｘ作微商，式（３４） 对 ｙ作微商，相减

并结合式（４２） 得

Ｈ∇２（∇２λ １） ＋ ∇２λ １
ｄ２Ｈ
ｄｚ２

＝ ０． （４３）

将式（３３）、（４１）和（４２）联立得

ψ ＝ λ １ ． （４４）
因此，在平面风场中，二维 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ １（ｘ，

ｙ） 即为有旋流场的流函数 ψ（ｘ，ｙ） ．故方程（４３） 可

改写为

Ｈ
∂２ζ
∂ｘ２

＋ ∂２ζ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｄ２Ｈ

ｄｚ２
ζ ＝ ０． （４５）

由于 ζ ＝ ζ（ｘ，ｙ），Ｈ ＝ Ｈ（ ｚ），对方程（４５） 采用分

离变量法，并设：

８２６
范景威，等．台风强度变化最快时涡度的解析解．
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ｄ２Ｈ
ｄｚ２

＝ λＨ，　 ０ ＜ ｚ ＜ ｚ１， （４６）

则：
∂２ζ
∂ｘ２

＋ ∂２ζ
∂ｙ２

＝ － λζ， （４７）

其中，λ 为常数．
由式（３１）得
∂λ ２

∂ｘ
＋

∂λ ３

∂ｙ
＝ ０． （４８）

将式（４６）、（４８）代入式（２６）、（２７）得

ｕ′ － ｕ１ ＝ ２μ
ρ
Ｈ（∇２λ ２ ＋ λλ ２）， （４９）

ｖ′ － ｖ１ ＝ ２μ
ρ
Ｈ（∇２λ ３ ＋ λλ ３） ． （５０）

给定方程（４６）的边界条件为 Ｈ（０） ＝ Ｈ，Ｈ（ ｚ１） ＝
Ｈ１，方程（４６） 的解为

Ｈ（ｚ） ＝

Ｈ１ － Ｈ０ｅ
－ λｚ１

２ｓｈ（ λ ｚ１）
ｅ λｚ ＋

Ｈ０ｅ λｚ１ － Ｈ１

２ｓｈ（ λ ｚ１）
ｅ－ λｚ，　 λ ＞ ０，

Ｈ１ － Ｈ０

ｚ１
ｚ ＋ Ｈ０，　 λ ＝ ０，

Ｈ１ － Ｈ０ｃｏｓ － λ ｚ１
ｓｉｎ － λ ｚ１

ｓｉｎ － λ ｚ ＋

　 　 Ｈ０ｃｏｓ － λ ｚ，　 λ ＜ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï （５１）

其中，双曲正弦函数 ｓｈ ｘ ＝ ｅｘ － ｅ －ｘ

２
．考虑到在实际台

风构成中，Ｈ（ ｚ） 代表风廓线，表征台风的垂直结构，
一般随高度的增加而增大［２３］，故不讨论 λ ＜ ０ 的情

况．由于

ｌｉｍ
λ→０

Ｈ１ － Ｈ０ｅ
－ λ ｚ１

２ｓｈ（ λ ｚ１）
ｅ λ ｚ ＋

Ｈ０ｅ λ ｚ１ － Ｈ１

２ｓｈ（ λ ｚ１）
ｅ － λ ｚé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｌｉｍ
λ→０

２ｚＨ１ｃｈ（ λ ｚ） ＋ ２Ｈ０（ ｚ１ － ｚ）ｃｈ［ λ （ ｚ１ － ｚ）］

２ｚ１ｃｈ（ λ ｚ１）
＝

Ｈ１ － Ｈ０

ｚ１
ｚ ＋ Ｈ０， （５２）

其中，双曲余弦函数 ｃｈ ｘ ＝ ｅｘ ＋ ｅ －ｘ

２
．因此，λ ＞ ０ 时

Ｈ（ ｚ） 的表达式在λ →０时的值即为λ ＝ ０时Ｈ（ ｚ） 的

值．故 λ ＝ ０ 时 Ｈ（ ｚ） 也符合垂直廓线的分布规律．以
下讨论基于 λ ≥ ０．

２􀆰 ２　 涡度的解析解

根据黄思训等［１５］，台风流场一般在圆域中经变

分分解能提取到最大涡旋，故将方程（４７）转化成极

坐标 （ ｒ，θ） 下的方程

∂２ζ
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ζ
∂ｒ

＋ １
ｒ２

∂２ζ
∂θ ２

＝ － λζ，

　 　 ０ ＜ ｒ ＜ ｒ０，０ ≤ θ ≤ ２π ． （５３）
为满足齐次边界条件，作变换

η（ ｒ，θ） ＝ ζ（ ｒ，θ） － ｒ
ｒ０
ζ（ ｒ０，θ）， （５４）

则 η（０，θ） ＝ η（ ｒ０，θ） ＝ ０．记 ζ（ ｒ０，θ） ＝ ζ ０，方程（５３）
转化成如下形式：
∂２η
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂η
∂ｒ

＋ １
ｒ２

∂２η
∂θ ２

＋ １
ｒ０

１
ｒ

＋ λｒæ

è
ç

ö

ø
÷ ζ ０ ＋

１
ｒ０ｒ

∂２ζ ０

∂θ ２
＝ － λη，０ ＜ ｒ ＜ ｒ０，０ ≤ θ ≤ ２π ． （５５）

令 η（ ｒ，θ） ＝ Ｒ（ ｒ）Φ（θ），ζ（ ｒ，θ） ＝ ρ（ ｒ）Φ（θ），
则有

ρ（ ｒ） － ｒ
ｒ０
ρ（ ｒ０） ＝ Ｒ（ ｒ）， （５６）

ｄ２Ｒ
ｄｒ２

Φ ＋ １
ｒ

ｄＲ
ｄｒ

Φ ＋ １
ｒ２
Ｒ ｄ２Φ

ｄθ ２
＋

ρ（ ｒ０）
ｒ０

１
ｒ

＋ λｒæ

è
ç

ö

ø
÷ Φ

ρ（ ｒ０）
ｒ０ｒ

ｄ２Φ
ｄθ ２

＝ － λＲΦ． （５７）

对方程（５７）作变量分离得

－ ｄ２Φ
ｄθ ２

Φ
＝

ｄ２Ｒ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＲ
ｄｒ

＋ λＲ ＋
ρ（ ｒ０）
ｒ０

１
ｒ

＋ λｒæ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｒ２
Ｒ ＋

ρ（ ｒ０）
ｒ０ｒ

＝ μ，

（５８）
其中， μ 为常数．结合 η（ ｒ，θ） 关于 θ 的周期性，可得

ｄ２Φ
ｄθ ２

＋ μΦ ＝ ０，０ ≤ θ ≤ ２π，

Φ（θ） ＝ Φ（θ ＋ ２π），

ì

î

í

ïï

ïï

（５９）

ｄ２Ｒ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＲ
ｄｒ

＋ λ － μ
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒ ＋

　 　
ρ（ ｒ０）
ｒ０

λｒ － （μ － １） １
ｒ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０，　 ０ ＜ ｒ ＜ ｒ０，

Ｒ（０） ＝ ０，Ｒ（ ｒ０） ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï （６０）
式（５９）是带有周期性条件的特征值问题，其特征值

和特征函数分别为

μ ｎ ＝ ｎ２，　 Φｎ（θ） ＝ ｛ｃｏｓ ｎθ，ｓｉｎ ｎθ｝ ． （６１）

其中， ｎ ≥ ０．它的解为

Φ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
ａｎｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎｓｉｎ ｎθ， （６２）

其中， ａｎ，ｂｎ 为常数．
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记 ｈ（ ｒ） ＝
ρ（ ｒ０）
ｒ０

（ｎ２ － １） １
ｒ

－ λｒé

ë
êê

ù

û
úú ，将 μ ｎ ＝ ｎ２

代入方程（６０） 中得

ｄ２Ｒ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＲ
ｄｒ

＋ λ － ｎ２

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｒ ＝ ｈ（ ｒ），　 ０ ＜ ｒ ＜ ｒ０，

Ｒ（０） ＝ ０，Ｒ（ ｒ０） ＝ ０．

ì

î

í

ïï

ïï （６３）

当 λ ＝ ０ 时，方程（６３） 为非齐次欧拉方程，它在

边界条件下的解为

Ｒ（ ｒ） ＝
ρ（ ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ －
ρ（ ｒ０）
ｒ０

ｒ． （６４）

此时，结合式（５６）得涡度 ζ 的表达式为

ζ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
（Ａ′ｎｃｏｓ ｎθ ＋ Ｂ′ｎｓｉｎ ｎθ）

ρ（ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｃ０， （６５）

其中， Ａ′ｎ，Ｂ′ｎ，ｃ０ 为常数．
当λ ＞ ０时，采用常数变易法［２４］ 得方程（６３） 的

通解为

Ｒ（ ｒ） ＝ ｃ１Ｊｎ（ λ ｒ） ＋ ｃ２Ｎｎ（ λ ｒ） ＋ Ｒ∗（ ｒ）， （６６）

其中， ｃ１，ｃ２ 为 常 数，Ｊｎ（ｘ） ＝ ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

∑
∞

ｉ ＝ ０
（ － １） ｉ ·

１
ｉ！ Γ（ｉ ＋ ｎ ＋ １）

ｘ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｉ
为第一类贝塞尔函数，Ｎｎ（ｘ） ＝

Ｊｎ（ｘ）ｃｏｓ（ｎπ） － Ｊ －ｎ（ｘ）
ｓｉｎ（ｎπ）

为 第 二 类 贝 塞 尔 函 数，

Ｒ∗（ ｒ） 满足

Ｒ∗（ ｒ） ＝ － π
２

λ [ Ｊｎ（ λ ｒ）∫ｒ０
０
ｈ（ ｒ）Ｎｎ（ λ ｒ） ｒｄｒ ＋

Ｎｎ（ λ ｒ）∫ｒ０
０
ｈ（ ｒ）Ｊｎ（ λ ｒ） ｒｄｒ ] ． （６７）

由边界条件得

Ｒ（ｒ） ＝ ( ｃ１ －
δ（ｎ）
ｍ π
２ｒ０

∫ｒ０
０
ｈ（ｒ）Ｎｎ (

δ（ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ ) ｒｄｒ ) Ｊｎ (

δ（ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ )，

（６８）
其中， δ （ｎ）

ｍ 为 Ｊｎ（ｘ） 的第ｍ个正零点［２５］ ．方便起见，记

Ａ ＝ ｃ１ －
δ （ｎ）
ｍ π
２ｒ０

∫ｒ０
０
ｈ（ ｒ）Ｎｎ (

δ （ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ ) ｒｄｒ．此时，涡度 ζ 的

表达式为

ζ ＝∑
∞

ｎ ＝ ０
（ａｎｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎｓｉｎ ｎθ） ＡＪｎ (

δ（ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ ) ＋

ρ（ｒ０）
ｒ０

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

（６９）
因此，台风强度变化率最大时有旋流场涡度的

解析解为

ζ ＝

∑
∞

ｎ ＝ １
（Ａ′ｎｃｏｓ ｎθ ＋ Ｂ′ｎｓｉｎ ｎθ）

ρ（ ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｃ０，

　 　 λ ＝ ０，

∑
∞

ｎ ＝ ０
（ａｎｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎｓｉｎ ｎθ） é

ë
ê
êＡＪｎ

æ

è
ç
δ （ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ ö

ø
÷ ＋

　 　
ρ（ ｒ０）
ｒ０

ｒ ù

û
ú
ú，　 λ ＞ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï （７０）
涡度拟能的表达式为

１
２
ζ２ ＝

１
２ ∑

∞

ｎ ＝１
（Ａ′ｎｃｏｓ ｎθ ＋ Ｂ′ｎｓｉｎ ｎθ）

ρ（ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｃ０{ }

２

，

　 　 λ ＝ ０，

１
２ {∑

∞

ｎ ＝０
（ａｎｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎｓｉｎ ｎθ） é

ë
ê
êＡＪｎ (

δ（ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ ) ＋

　 　
ρ（ｒ０）
ｒ０

ｒ ù

û
ú
ú }

２

，　 λ ＞ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï （７１）

２􀆰 ３　 有旋流场的解析解

当 λ ＝ ０ 时，流函数 ψ（ ｒ，θ） 满足：
∂２ψ
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ψ
∂ｒ

＋ １
ｒ２

∂２ψ
∂θ ２

＝

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ １
（Ａ′ｎｃｏｓ ｎθ ＋ Ｂ′ｎｓｉｎ ｎθ）

ρ（ ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｃ０，

ψ（ ｒ０，θ） ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï （７２）

根据 ζ（ ｒ，θ） 的表达式，ψ（ ｒ，θ） 具有如下形式：

ψ（ ｒ，θ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
［Ｃ（ ｒ）ｃｏｓ ｎθ ＋ Ｄ（ ｒ）ｓｉｎ ｎθ］ ＋

Ｅ（ ｒ）ｓｉｎ２ｎθ ＋ Ｆ（ ｒ）ｃｏｓ２ｎθ ＋ Ｇ（ ｒ）ｓｉｎ ｎθｃｏｓ ｎθ．
（７３）

由 λ １ ｜ ∂Ω ＝ ０可知 ψ ｜ ∂Ω ＝ ０，故方程（７２） 的边界

条件为

Ｃ（ ｒ０） ＝ Ｄ（ ｒ０） ＝ Ｅ（ ｒ０） ＝ Ｆ（ ｒ０） ＝ Ｇ（ ｒ０） ＝ ０． （７４）
将式（７３）代入方程（７２），整理得

ｄ２Ｃ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＣ
ｄｒ

－ ｎ２

ｒ２
Ｃ ＝ Ａ′ｎ

ρ（ ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ， （７５）

ｄ２Ｄ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＤ
ｄｒ

－ ｎ２

ｒ２
Ｄ ＝ Ｂ′ｎ

ρ（ ｒ０）
ｒｎ０

ｒｎ， （７６）

ｄ２Ｅ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＥ
ｄｒ

－ ２ｎ２

ｒ２
（Ｅ － Ｆ） ＝ ｃ０， （７７）

ｄ２Ｆ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＦ
ｄｒ

＋ ２ｎ２

ｒ２
（Ｅ － Ｆ） ＝ ｃ０， （７８）

ｄ２Ｇ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＧ
ｄｒ

－ ４ｎ２

ｒ２
Ｇ ＝ ０． （７９）

方程（７５）、（７６）和（７９）满足边界条件的解分

０３６
范景威，等．台风强度变化最快时涡度的解析解．

ＦＡＮ Ｊｉｎｇｗｅｉ，ｅｔ ａｌ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｗｈｅｎ ｔｒｏｐｉｃａｌ ｃｙｃｌｏｎｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｔｈｅ ｆａｓｔｅｓｔ．



别为

Ｃ（ ｒ） ＝
Ａｎρ（ ｒ０）
ｎ ＋ １

ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

（ ｒ２ － ｒ２０）， （８０）

Ｄ（ ｒ） ＝
Ｂｎρ（ ｒ０）
ｎ ＋ １

ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

（ ｒ２ － ｒ２０）， （８１）

Ｇ（ ｒ） ＝ ０， （８２）

其中 Ａｎ ＝ １
４
Ａ′ｎ，Ｂｎ ＝ １

４
Ｂ′ｎ ．令 Ｅ（ ｒ） ＋ Ｆ（ ｒ） ＝ Ｈ（ ｒ），

Ｅ（ ｒ） － Ｆ（ ｒ） ＝ Ｊ（ ｒ），将式（７７） 与式（７８） 分别相加

相减得

ｄ２Ｈ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＨ
ｄｒ

＝ ２ｃ０， （８３）

ｄ２Ｊ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＪ
ｄｒ

－ ４ｋ２

ｒ２
Ｊ ＝ ０， （８４）

且根据式（７４），边界条件为 Ｈ（ ｒ０） ＝ Ｊ（ ｒ０） ＝ ０．解得

Ｈ（ ｒ） ＝
ｃ０
２
（ ｒ２ － ｒ２０）， （８５）

Ｊ（ ｒ） ＝ ０． （８６）
由式（８５）和（８６）得

Ｅ（ ｒ） ＝ Ｆ（ ｒ） ＝
ｃ０
４
（ ｒ２ － ｒ２０） ． （８７）

因此，流函数 ψ（ ｒ，θ） 的表达式为

ψ（ ｒ，θ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １

é

ë
ê
ê

ρ（ ｒ０）
ｎ ＋ １

ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

（ ｒ２ － ｒ２０）（Ａｎｃｏｓ ｎθ ＋

Ｂｎｓｉｎ ｎθ） ù

û
ú
ú ＋

ｃ０
４
（ ｒ２ － ｒ２０） ． （８８）

根据式（４０），有旋场 ｕ２（ ｒ，θ），ｖ２（ ｒ，θ） 满足：

ｕ２ ＝ － ｓｉｎ θ ∂ψ
∂ｒ

－ ｃｏｓ θ
ｒ

∂ψ
∂θ

， （８９）

ｖ２ ＝ ｃｏｓ θ ∂ψ
∂ｒ

－ ｓｉｎ θ
ｒ

∂ψ
∂θ

． （９０）

因此，有旋流场 （ｕ２，ｖ２） 的表达式为

ｕ２ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
{ ρ（ ｒ０）ｒｎ０

ｒｎ－１ ｒ２ －
ｎｒ０ ２

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ［Ａｎｓｉｎ（ｎ － １）θ －

Ｂｎｃｏｓ（ｎ － １）θ］ －
ρ（ｒ０）

（ｎ ＋ １）ｒ０ｎ
ｒｎ＋１［Ａｎｓｉｎ（ｎ ＋ １）θ －

Ｂｎｃｏｓ（ｎ ＋ １）θ］ } －
ｃ０
２
ｒｓｉｎ θ， （９１）

ｖ２ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
{ ρ（ ｒ０）ｒｎ０

ｒｎ－１ ｒ２ －
ｎｒ０ ２

ｎ ＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ［Ａｎｃｏｓ（ｎ － １）θ ＋

Ｂｎｓｉｎ（ｎ － １）θ］ ＋
ρ（ｒ０）

（ｎ ＋ １）ｒ０ｎ
ｒｎ＋１［Ａｎｃｏｓ（ｎ ＋ １）θ ＋

Ｂｎｓｉｎ（ｎ ＋ １）θ］ } ＋
ｃ０
２
ｒｃｏｓ θ． （９２）

由变分的性质可知，分解得到的有旋气流 （ｕ２，
ｖ２） 是最大的涡旋．

当 λ ＞ ０ 时，为方便求解流函数，对涡度 ζ 作如

下简化：

ζ ＝∑
∞

ｎ ＝ ０
（ａｎｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎｓｉｎ ｎθ） é

ë
ê
ê
（－ １）ｎＡ
２ｎ！ ｎ！

æ

è
ç
δ（ｎ）
ｍ

２
ö

ø
÷

３ｎ ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ｎ

＋

ρ（ ｒ０）
ｒ０

ｒ ù

û
ú
ú ． （９３）

记 Ｅｎ ＝ （ － １） ｎＡ
２ｎ！ ｎ！ (

δ （ｎ）
ｍ

２ )
３ｎ
， 则流函数 ψ（ ｒ，θ）

满足：
∂２ψ
∂ｒ２

＋ １
ｒ

∂ψ
∂ｒ

＋ １
ｒ２

∂２ψ
∂θ２

＝

　 　 ∑
∞

ｎ ＝ ０
（ａｎｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎｓｉｎ ｎθ） Ｅｎ

ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ｎ

＋
ρ（ｒ０）
ｒ０

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ψ（ｒ０，θ） ＝ ０．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï （９４）
同理， ψ（ ｒ，θ） 具有如下形式：

ψ（ ｒ，θ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
［Ｈ（ ｒ）ｃｏｓ ｎθ ＋ Ｍ（ ｒ）ｓｉｎ ｎθ］ ． （９５）

边界条件为

Ｈ（ ｒ０） ＝ Ｍ（ ｒ０） ＝ ０． （９６）
将式（９５）代入方程（９４），整理得

ｄ２Ｈ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＨ
ｄｒ

－ ｎ２

ｒ２
Ｈ ＝

　 　 ａｎ Ｅｎ
ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ｎ

＋
ρ（ ｒ０）
ｒ０

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （９７）

ｄ２Ｍ
ｄｒ２

＋ １
ｒ

ｄＭ
ｄｒ

－ ｎ２

ｒ２
Ｍ ＝

　 　 ｂｎ Ｅｎ
ｒ
ｒ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

３ｎ

＋
ρ（ ｒ０）
ｒ０

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （９８）

记 Ｇｎ ＝
ρ（ ｒ０）

（９ － ｎ２） ｒ０
，Ｆｎ ＝

Ｅｎ

（２ｎ２ ＋ ３ｎ ＋ １） ｒ３ｎ０
，方

程（９７）、（９８） 的解分别为

Ｈ（ｒ） ＝ ａｎＧｎｒ３ － ａｎ（Ｇｎｒ０ ３
－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ

＋２）ｒｎ ＋ ａｎＦｎｒ３ｎ
＋２，

（９９）
Ｍ（ｒ） ＝ ｂｎＧｎｒ３ － ｂｎ（Ｇｎｒ０ ３

－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ
＋２）ｒｎ ＋ ｂｎＦｎｒ３ｎ

＋２ ．
（１００）

因此，流函数 ψ（ ｒ，θ） 的表达式为

ψ（ ｒ，θ） ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ａｎ［Ｇｎｒ３ － （Ｇｎｒ３

－ｎ
０ ＋ Ｆｎｒ２ｎ

＋２
０ ） ｒｎ ＋

　 　 Ｆｎｒ３ｎ
＋２］ｃｏｓ ｎθ ＋ ｂｎ［Ｇｎｒ３ － （Ｇｎｒ３

－ｎ
０ ＋

　 　 Ｆｎｒ２ｎ
＋２

０ ） ｒｎ ＋ Ｆｎｒ３ｎ
＋２］ｓｉｎ ｎθ． （１０１）

根据式（８９）、（９０），有旋流场 （ｕ２，ｖ２） 的表达

１３６
学报（自然科学版），２０２２，１４（５）：６２５⁃６３４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２２，１４（５）：６２５⁃６３４



式为

ｕ２ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｂｎ［ － ３Ｇｎｒ２ ＋ ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ －

（３ｎ ＋ ２）Ｆｎｒ３ｎ
＋１］ｓｉｎ θｓｉｎ ｎθ ＋

ａｎ［ － ３Ｇｎｒ２ ＋ ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ －
（３ｎ ＋ ２）Ｆｎｒ３ｎ

＋１］ｓｉｎ θｃｏｓ ｎθ ＋
ａｎ［ｎＧｎｒ２ － ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ ＋
ｎＦｎｒ３ｎ

＋１］ｃｏｓ θｓｉｎ ｎθ ＋
ｂｎ［ － ｎＧｎｒ２ ＋ ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ －
ｎＦｎｒ３ｎ

＋１］ｃｏｓ θｃｏｓ ｎθ， （１０２）

ｖ２ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ａｎ［ｎＧｎｒ２ － ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ ＋

ｎＦｎｒ３ｎ
＋１］ｓｉｎ θｓｉｎ ｎθ ＋ ｂｎ［ － ｎＧｎｒ２ ＋ ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋

Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ － ｎＦｎｒ３ｎ
＋１］ｓｉｎ θｃｏｓ ｎθ ＋

ｂｎ［３Ｇｎｒ２ － ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ ＋
（３ｎ ＋ ２）Ｆｎｒ３ｎ

＋１］ｃｏｓ θｓｉｎ ｎθ ＋ ａｎ［３Ｇｎｒ２ －
ｎ（Ｇｎｒ０ ３－ｎ ＋ Ｆｎｒ０ ２ｎ＋２） ｒｎ－１ ＋
（３ｎ ＋ ２）Ｆｎｒ３ｎ

＋１］ｃｏｓ θｃｏｓ ｎθ． （１０３）

２􀆰 ４　 数值试验

由于 λ ≥０时，有旋流场（ｕ２，ｖ２） 都是关于
ｒ
ｒ０

的

级数， 显然收敛， 因此可取前几项作为级数和的

近似．
当 λ ＝ ０ 时， 根据有旋流场的表达式 （９１）、

（９２），取 ｎ ＝ １，ｒ０ ＝ １，Ａ１ ＝ １，Ｂ１ ＝ １，ｃ０ ＝ １６，ρ（１）＝ ２，
台风强度变化最快时的流线图如图 １ 所示．可以看

出，流线图在经向和纬向上呈均匀梯度分布，符合实

际流场分布［１５］ ． 因此，在有旋流场的表达式（９１）、
（９２） 中，取 ｎ ＝ １ 可得有旋流场及其涡度的解析解．

当 λ ＞ ０ 时，根据有旋流场的表达式（１０２）、
（１０３），取 ｎ ＝ ０，ｍ ＝ １，ｒ０ ＝ １，ａ０ ＝ １，ｂ０ ＝ １，ｃ１ ＝ １，

ρ（１） ＝ １，通过贝塞尔函数的积分性质得 δ （０）
１ ≈ ５

２
，

Ａ ≈ ２
５
．图 ２ 给出了 ｎ ＝ ０ 时台风强度变化率最大时

刻的流线图．同样地，流线图在经向和纬向上梯度分

布均匀，与实际流场相吻合［１５］ ．故 ｎ ＝ ０ 时有旋流场

的表达式（１０２）、（１０３） 是符合实测流场分布的解析

解．λ ≥ ０ 时的结果为黄思训等［１５］ 的结论提供了有

力的理论依据．
因此，台风强度变化最快时涡度、涡度拟能和流

场的一个解析解分别为

图 １　 λ ＝ ０，ｎ ＝ １ 时台风强度变化率最大时刻的流线图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｐｌｏｔ ｏｆ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ａｔ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｃｈａｎｇｅ ｒａｔｅ
ｏｆ ＴＣ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｗｈｅｎ λ ＝ ０，ｎ ＝ １

图 ２　 λ ＞ ０，ｎ ＝ ０ 时台风强度变化率最大时刻的流线图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐｌｏｔ ｏｆ ｓｔｒｅａｍｌｉｎｅ ａｔ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｃｈａｎｇｅ ｒａｔｅ
ｏｆ ＴＣ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｗｈｅｎ λ ＞ ０，ｎ ＝ ０

ζ ＝
（Ａ１ｃｏｓ θ ＋ Ｂ１ｓｉｎ θ）

ρ（ｒ０）
ｒ０

ｒ ＋ ｃ０，λ ＝ ０，

ａ０ ＡＪ０ (
δ（０）
ｍ

ｒ０
ｒ ) ＋

ρ（ｒ０）
ｒ０

ｒ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，λ ＞ ０，

ì
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ï
ïï

ï
ïï

（１０４）
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ú
ú

２
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１
２
ａ２
０ ＡＪ０ (
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ｍ

ｒ０
ｒ ) ＋
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ｒ
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ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

，λ ＞ ０，

ì
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ï
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ï
ïï （１０５）

ｕ２ ＝

－
ρ（ｒ０）
２ｒ０

ｒ２（Ａ２ｓｉｎ ２θ － Ｂ２ｃｏｓ ２θ ＋ ２Ｂ１） －

　 　
ｃ０
２
ｒｓｉｎ θ ＋ １

２
Ｂ１ｒ０ρ（ｒ０），λ ＝ ０，

ａ０（ － ３Ｇ０ｒ２ － ２Ｆ０ｒ）ｓｉｎ θ，λ ＞ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１０６）

２３６
范景威，等．台风强度变化最快时涡度的解析解．

ＦＡＮ Ｊｉｎｇｗｅｉ，ｅｔ ａｌ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｖｏｒｔｉｃｉｔｙ ｗｈｅｎ ｔｒｏｐｉｃａｌ ｃｙｃｌｏｎｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｃｈａｎｇｅｓ ｔｈｅ ｆａｓｔｅｓｔ．



ｖ２ ＝

ρ（ ｒ０）
２ｒ０

ｒ２［Ａ１ｃｏｓ ２θ ＋ Ｂ１ｓｉｎ ２θ ＋ ２Ａ１］ ＋

　 　
ｃ０
２
ｒｃｏｓ θ － １

２
Ａ１ｒ０ρ（ ｒ０），λ ＝ ０，

ａ０（３Ｇ０ｒ２ ＋ ２Ｆ０ｒ）ｃｏｓ θ，λ ＞ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１０７）

其中， Ｇ０ ＝
ρ（ ｒ０）
９ｒ０

，Ｆ０ ＝ １
ｒ３ｎ０

æ

è
çｃ１ －

δ （ｎ）
ｍ π
２ｒ０

∫ｒ０
０
ｈ（ ｒ）Ｎｎ·

æ

è
ç
δ （ｎ）
ｍ

ｒ０
ｒ ö

ø
÷ ｒｄｒ ö

ø
÷ ．

有旋流场（ｕ２，ｖ２） 更直观清晰地反映台风每一

层的流场结构，涡度和涡度拟能的变化有助于研究

台风的运动机理和风场中能量的变化．台风的整体

结构取决于垂直廓线 Ｈ（ ｚ），而 λ 是决定 Ｈ（ ｚ） 的主

要参数，因此 λ 决定整个台风的层次结构．

３　 结论

本文从理论层面研究台风强度变化率最大时台

风能量满足的关系，给出台风强度变化最快时涡度

的解析解．结果表明，当台风强度变化率达到最大

时，摩擦力、气压梯度力、重力和动能梯度满足四力

平衡．通过这四个力确定的向量可以作为台风强度

的预报因子，更准确地确定台风系统强度变化率达

到最大的时间点，研究台风强度的变化规律．在四力

平衡关系的基础上，进一步通过风场变分分解提取

到有旋场中的最大涡旋，得到台风强度变化最快时

涡度和流场的一个解析解，从理论上证明了台风发

展最快时前人的研究［１５］ 结果，对研究台风发展过程

尤其是平衡过程中的运动机理和台风的空间结构具

有一定的指导意义，为台风路径和强度预报提供了

一定的理论指引．此外，本文的结论为计算较困难且

常常被忽略的摩擦力提供了一种新的计算方法．
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