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Ｄｅｌｔａ 算子框架下大系统的协同控制研究

摘要
本文研究了 Ｄｅｌｔａ 算子描述的一类

线性大系统的协同状态反馈控制问题．
首先根据 Ｄｅｌｔａ 算子描述的独立子系统，
通过协同状态反馈控制器给出了互联的
闭环控制系统．然后基于线性矩阵不等
式技术，给出了系统协同状态反馈稳定
控制器及协同状态反馈保性能控制器设
计的充分条件，并利用李雅普诺夫稳定
性理论证明所提方法的有效性．最后，仿
真实例验证了本文算法的有效性和优
越性．
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０　 引言

　 　 随着计算机、通信等技术的飞速发展，复杂大系统（Ｌａｒｇｅ Ｓｃａｌｅ
Ｓｙｓｔｅｍ）已广泛应用在工程技术［１⁃４］、社会经济［５］、生态环境［６⁃８］等各个

领域．大系统的特点是模型维数较高、结构复杂、对系统鲁棒性要求较

强等．大系统稳定性研究常用局部反馈方法，通过减少子系统间的互

联增加大系统稳定性［９］ ．但文献［１０⁃１１］的研究表明互联和协同在大

系统稳定性中也有重要作用．文献［１０］在自反馈和互联反馈情况下，
给出两个系统协同稳定的充要条件，提出两系统谐波控制的概念；文
献［１１］针对含有不稳定子系统的大系统，设计一种特殊的分散控制

器，使其通过有效的协同成为稳定的互联系统；文献［１２］针对多无人

机系统，在分析最优布站方式基础上，提出一种闭环最优控制方法，
有效提升了多机协同跟踪时差无源定位的精度；文献［１３］则针对航

空火力系统，研究了分布式协同架构下的控制问题．
离散时间系统可由连续时间系统采样得到，适用于计算机实现，

但当采样快时在有限字长的计算机中并不稳定．离散时间模型常用移

位算子的形式表示，但在短采样周期间隔下存在截断和舍入误差困

难的问题．在采样周期趋近于 ０ 时，离散 Ｄｅｌｔａ 算子模型趋近于原连续

模型，能有效克服移位算子方法高速采样时的缺点，有效避免传统 Ｚ
变换引起的数值不稳定问题，使得连续域的各类设计方法可直接应

用于离散域．因此 Ｄｅｌｔａ 算子已成为连续时间模型和离散时间模型的

统一描述方法，在计算机高速信号处理、宽带通信与数字采样控制领

域具有广阔的应用前景［１４］ ．目前关于 Ｄｅｌｔａ 算子的研究多集中在数据

丢包、时变时延、Ｈ∞ 滤波等方面［１５⁃１９］ ．文献［１５］针对二维 Ｄｅｌｔａ 算子系

统在饱和状态下的稳定性问题，给出了系统极限轨迹的一般性质和

全局渐近稳定的充分必要条件；文献［１６］针对 Ｄｅｌｔａ 算子系统设计一

个多频率区间降价 Ｈ∞ 滤波器，降低了现有方法的计算复杂度并提高

了 Ｈ∞ 性能；文献［１７］针对具有双通道丢包、时变时延且范数有界的

不确定 Ｄｅｌｔａ 算子网络控制系统，提出一种基于交换系统的故障检测

方法，并给出了期望滤波器参数的显式表达式；文献［１８］将交换拓扑

网络中具有协作竞争交互和通信时延的多智能体系统的群一致性问

题，转化为具有通信时延系统的全局渐近稳定问题；文献［１９］针对具

有内部参数摄动和外部干扰的高速信号采样系统，提出一种基于 Ｓｉｇ⁃
ｍｏｉｄ 函数的 Ｄｅｌｔａ 算子饱和变速趋近律，实现了不确定 Ｄｅｌｔａ 算子系



　 　 　 　统的软滑模控制器设计．
值得注意的是，关于 Ｄｅｌｔａ 算子的大系统协同控

制方面的研究较少．文献［９］将一些连续系统或离散

系统的结果整合到 Ｄｅｌｔａ 算子框架下，通过李雅普诺

夫稳定性理论以线性矩阵不等式形式给出了大系统

协同稳定的充分条件．
受上述研究启发，本文将 Ｄｅｌｔａ 算子描述的大系

统看作相互独立的子系统，研究 Ｄｅｌｔａ 算子框架下线

性大系统的协同状态反馈控制问题．以线性矩阵不

等式形式给出了互联系统协同状态反馈渐近稳定的

充分条件，并给出了优化性能指标．本文方法放宽了

文献［９］中协同状态反馈控制器设计中对正定矩阵

的约束条件，使结果更具一般性．最后仿真实例进一

步验证了本文算法的有效性及优越性．

１　 预备知识及问题描述

１􀆰 １　 预备知识

文中 Ｒｐ×ｑ 表示 ｐ行 ｑ列的实矩阵，ＡＴ 表示矩阵Ａ
的转置，Ｍ －１ 表示矩阵 Ｍ 的逆．Ａ ＞ ０ 表示 Ａ 为对称

正定矩阵，Ａ ≥ ０ 表示 Ａ 为对称半正定矩阵．
定义 １［１４］ 　 Ｄｅｌｔａ 算子定义如下：

δ（ｘ（ ｔｋ）） ＝

ｄｘ（ ｔ）
ｄｔ

，　 　 　 　 　 　 Ｔ ＝ ０，

ｘ（ ｔｋ ＋ Ｔ） － ｘ（ ｔｋ）
Ｔ

， Ｔ ≠ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中，Ｔ 表示一个采样周期．
注 １　 当采样周期 Ｔ → ０ 时，可知 Ｄｅｌｔａ 算子

δｘ（ ｔｋ） → ｘ̇（ ｔｋ）；当 Ｔ ＝ ０ 时，δｘ（ ｔｋ） ＝ ｘ̇（ ｔｋ）；当 Ｔ ＝ １
时，δｘ（ ｔｋ） ＝ ｘ（ ｔｋ＋１） － ｘ（ ｔｋ），与传统移位算子等价．
与传统离散移位算子不同，离散 Ｄｅｌｔａ 算子近似于欧

拉导数，在离散时间的控制系统中采样周期越短系

统性能越好．因此在有限字长计算机中，Ｄｅｌｔａ算子模

型在高速采样下具有更好数值性质［１４］ ．
引理 １［１４］（Ｄｅｌｔａ 算子的性质）　 对任意关于时

间 ｔ 的函数 ｘ（ ｔ） 和 ｙ（ ｔ），有
δ（ｘ（ ｔ）ｙ（ ｔ）） ＝ δ（ｘ（ ｔ））ｙ（ ｔ） ＋ ｘ（ ｔ）δ（ｙ（ ｔ）） ＋

Ｔδ（ｘ（ ｔ））δ（ｙ（ ｔ）） ．
引理 ２［２０］（Ｓｃｈｕｒ 补引理）　 对给定的对称矩阵

Ｓ ＝
Ｓ１１ Ｓ１２

Ｓ２１ Ｓ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，其中 Ｓ１１ 是 ｒ × ｒ 维矩阵，Ｓ１２ 是 ｒ × ｎ

维矩阵，Ｓ２１ 是 ｎ × ｒ维矩阵，Ｓ２２ 是 ｎ × ｎ维矩阵，以下

三个条件是等价的：
１） Ｓ ＜ ０；

２） Ｓ１１ ＜ ０，Ｓ２２ － ＳＴ
１２Ｓ

－１
１１ Ｓ１２ ＜ ０；

３） Ｓ２２ ＜ ０，Ｓ１１ － Ｓ１２Ｓ
－１
２２ ＳＴ

１２ ＜ ０．

１􀆰 ２　 问题描述

本研究考虑 Ｄｅｌｔａ 域下独立子系统通过协同控

制成为一个互联闭环系统的状态反馈控制问题．
Ｄｅｌｔａ 算子描述的两个独立子系统如式（１）、（２）

所示：
δ（ｘ１（ ｔｋ）） ＝ Ａδ１ｘ１（ ｔｋ） ＋ Ｂδ１２ｕ１２（ ｔｋ）， （１）
δ（ｘ２（ ｔｋ）） ＝ Ａδ２ｘ２（ ｔｋ） ＋ Ｂδ２１ｕ２１（ ｔｋ）， （２）

其中， ｘ１（ ｔｋ） ∈Ｒｎ１ 和 ｘ２（ ｔｋ） ∈Ｒｎ２ 分别表示子系统

１ 与子系统 ２的状态，ｕ１２（ ｔｋ） ∈Ｒｍ１ 和 ｕ２１（ ｔｋ） ∈Ｒｍ２

分别表示子系统 １ 和子系统 ２ 的控制输入，子系统 １
和子系统 ２ 的系统矩阵分别为 Ａδ１ ∈ Ｒｎ１×ｎ１ 和 Ａδ２ ∈
Ｒｎ２×ｎ２，控制输入矩阵分别为 Ｂδ１２ ∈ Ｒｎ１×ｍ１ 和 Ｂδ２１ ∈
Ｒｎ２×ｍ２ 均为已知常值矩阵．

为使大系统协同稳定， 首先根据子系统（１）、
（２） 构造状态反馈协同控制器［９，１１］：

ｕ１２（ ｔｋ） ＝ Ｋδ１２ｘ２（ ｔｋ）， （３）
ｕ２１（ ｔｋ） ＝ Ｋδ２１ｘ１（ ｔｋ）， （４）

其中 Ｋδ１２ ∈ Ｒｍ１×ｎ２，Ｋδ２１ ∈ Ｒｍ２×ｎ１ 是将要设计的状态

反馈增益矩阵．
联立（１）—（４），可以得到闭环系统：

δｘ（ ｔｋ） ＝
δ（ｘ１（ ｔｋ））
δ（ｘ２（ ｔｋ））

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ａδ１ Ｂδ１２Ｋδ１２

Ｂδ２１Ｋδ２１ Ａδ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘ１（ ｔｋ）
ｘ２（ ｔｋ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ａδｘ（ ｔｋ） ． （５）

定义 ２［１１］ 　 如果存在协同状态反馈控制器

（３）—（４），使得闭环系统（５）渐近稳定，那么系统

（１）—（２）就是协同状态反馈稳定的．
本文进一步考虑如下协同控制器性能指标［９］：

Ｊ ＝ Ｔ∑
∞

ｋ ＝ ０
［ｘＴ（ ｔｋ）Ｑｘ（ ｔｋ） ＋ ｕＴ

１２（ ｔｋ）Ｃ１２ｕ１２（ ｔｋ） ＋

ｕＴ
２１（ｔｋ）Ｃ２１ｕ２１（ｔｋ）］ ＝ Ｔ∑

∞

ｋ ＝ ０
ｘＴ（ｔｋ）（Ｑ ＋ ＫＴ

ｄＣｄＫｄ）ｘ（ｔｋ），

（６）
其中 Ｃ１２ ∈ Ｒｍ１×ｍ１，Ｃ２１ ∈ Ｒｍ２×ｍ２ 是正定矩阵，Ｑ ∈

Ｒ（ｎ１＋ｎ２） ×（ｎ１＋ｎ２），Ｋｄ ＝
Ｋδ２１ ０
０ Ｋδ１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Ｃｄ ＝

Ｃ２１ ０
０ Ｃ１２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

定义 ３　 如 果 存 在 协 同 状 态 反 馈 控 制 器

（３）—（４），使得闭环系统（５） 渐近稳定，并满足性能

指标（６），那么子系统（１）—（２） 就是协同状态反馈

稳定，并具有性能 Ｊ．

８８５
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针对系统（１）—（２），求取 Ｋδ１２，Ｋδ２１，使得协同

控制器（３）—（４） 作用下的闭环系统（５） 渐近稳定

的控制问题是协同状态反馈控制器设计的可行性问

题．设计方法如文中定理 １ 所示．
针对系统（１）—（２），求取 Ｋδ１２，Ｋδ２１，使得协同

控制器（３）—（４） 作用下的闭环系统（５） 渐近稳定，
并满足性能指标 Ｊ 的控制问题是协同状态反馈控制

器设计的优化问题．设计方法如文中定理 ２ 所示．

２　 主要结论

２􀆰 １　 协同控制器设计的可行性问题

定理 １　 如果存在正定矩阵 Ｘ１１ ∈ Ｒｎ１×ｎ１，Ｘ２２ ∈
Ｒｎ２×ｎ２，Ｗ１１ ∈ Ｒｎ１×ｎ１，Ｗ２２ ∈ Ｒｎ２×ｎ２ 和矩阵 Ｘ１２ ∈
Ｒｎ１×ｎ２，Ｗ１２ ∈Ｒｎ１×ｎ２，Ｙ１１ ∈Ｒｍ２×ｎ１，Ｙ１２ ∈Ｒｍ２×ｎ２，Ｙ２１ ∈
Ｒｍ１×ｎ１，Ｙ２２ ∈ Ｒｍ１×ｎ２，使得：

Ｘ ＝
Ｘ１１ Ｘ１２

∗ Ｘ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

Ｗ ＝
Ｗ１１ Ｗ１２

∗ Ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

Σ ＝
Σ １１ Σ １２ Σ １３

∗ Σ ２２ ０
∗ ∗ Σ ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０ （７）

成立，其中

Σ １１ ＝
－ ２Ｗ１１ － ２Ｗ１２

∗ － ２Ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Σ １２ ＝
Ａδ１Ｘ１１ ＋ Ｂδ１２Ｙ２１ Ａδ１Ｘ１２ ＋ Ｂδ１２Ｙ２２

Ｂδ２１Ｙ１１ ＋ Ａδ２ＸＴ
１２ Ｂδ２１Ｙ１２ ＋ Ａδ２Ｘ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Σ １３ ＝
ＴＷ１１ ＴＷ１２

ＴＷＴ
１２ ＴＷ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Σ ２２ ＝ Σ １２ ＋ Σ Ｔ
１２，

Σ ３３ ＝
－ ＴＸ１１ － ＴＸ１２

∗ － ＴＸ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

则由 Ｄｅｌｔａ 算子描述的系统（１）—（２） 是协同状态反

馈稳定的．此时，协同状态反馈控制器增益为 Ｋδ２１ ＝
Ｙ１１Ｘ

－１
１１ ，Ｋδ１２ ＝ Ｙ２２Ｘ

－１
２２ ．

证明 　 建立 δ 域的李雅普诺夫函数：
Ｖ（ｘ（ ｔｋ）） ＝ ｘＴ（ ｔｋ）Ｐｘ（ ｔｋ） ． （８）
结合引理 １、李雅普诺夫函数（８）及表达式（５），

可以得到：
δＶ（ｘ（ ｔｋ）） ＝ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｐｘ（ ｔｋ） ＋

ｘＴ（ ｔｋ）Ｐδ（ｘ（ ｔｋ）） ＋ Ｔδ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｐδ（ｘ（ ｔｋ）） ＝

ｘＴ（ ｔｋ）ＡＴ
δＰｘ（ ｔｋ） ＋ ｘＴ（ ｔｋ）ＰＡδｘ（ ｔｋ） ＋

Ｔδ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｐδ（ｘ（ ｔｋ）） ． （９）

注意到，对于正定实矩阵 Ｗ^ 有：
０ ＝ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｗ^（Ａδ（ｘ（ ｔｋ）） － δ（ｘ（ ｔｋ））） ．

（１０）
将式（１０）代入式（９）中可以得到：
δＶ（ｘ（ ｔｋ）） ＝ ｘＴ（ ｔｋ）ＡＴ

δＰｘ（ ｔｋ） ＋ ｘＴ（ ｔｋ）ＰＡδｘ（ ｔｋ） ＋

ＴδＴ（ｘ（ｔｋ））Ｐδ（ｘ（ｔｋ）） ＋ δＴ（ｘ（ｔｋ））Ｗ^Ａδｘ（ｔｋ） ＋

ｘＴ（ｔｋ）ＡＴ
δ Ｗ^δ（ｘ（ｔｋ）） － ２δＴ（ｘ（ｔｋ））Ｗ^δ（ｘ（ｔｋ）） ＝

ｘＴ（ ｔｋ）（ＡＴ
δ Ｐ ＋ ＰＡδ）ｘ（ ｔｋ） ＋ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））（ＴＰ －

２Ｗ^）δ（ｘ（ ｔｋ）） ＋ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｗ^Ａδｘ（ ｔｋ） ＋

ｘＴ（ ｔｋ）ＡＴ
δ Ｗ^δ（ｘ（ ｔｋ）） ＝ ξ Ｔ（ ｔｋ）Σ １ξ（ ｔｋ）， （１１）

其中 ξ（ ｔｋ） ＝ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ）） ｘＴ（ ｔｋ）[ ]
Ｔ ．

由式（１１） 可知，δＶ（ｘ（ ｔｋ）） ＜ ０ 成立的充分必

要条件是

Σ １ ＝
ＴＰ － ２Ｗ^ Ｗ^Ａδ

∗ ＡＴ
δＰ ＋ ＰＡδ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０． （１２）

对不等式 （ １２） 左右两边同乘以正定矩阵

Ｗ^ －１ ０
０ Ｐ －１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，可得

Ｗ^ －１ＴＰＷ^ －１ － ２Ｗ^ －１ ＡδＰ
－１

∗ Ｐ －１ＡＴ
δ ＋ ＡδＰ

－１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０．

（１３）
根据引理 ２，上述矩阵不等式（１３）成立等价于

－ ２Ｗ^ －１ ＡδＰ
－１ ＴＷ^ －１

∗ Ｐ －１ＡＴ
δ ＋ ＡδＰ

－１ ０

∗ ∗ － ＴＰ －１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０．

此时再令 Ｐ －１ ＝ Ｘ，Ｗ －１ ＝ Ｗ^，可以得到：

Σ ＝
－ ２Ｗ ＡδＸ ＴＷ
∗ Ｈｅ（ＡδＸ） ０
∗ ∗ － ＴＸ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＜ ０． （１４）

将式（５）中的矩阵 Ａδ 代入式（１４），并令 Ｋδ２１Ｘ１１ ＝
Ｙ１１，Ｋδ１２Ｘ２２ ＝ Ｙ２２ 得到

Σ ＝
Σ １１ Σ １２ Σ １３

∗ Σ ２２ ０
∗ ∗ Σ ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０．

进一步可知，当上述线性矩阵不等式 Σ ＜ ０ 时，
式（１２） 也成立．进而

９８５
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δＶ（ｘ（ ｔｋ）） ＝
Ｖ（ｘ（ ｔｋ ＋ Ｔ）） － Ｖ（ｘ（ ｔｋ））

Ｔ
＝

１
Ｔ
［ｘＴ（ ｔｋ ＋ Ｔ）Ｐｘ（ ｔｋ ＋ Ｔ） － ｘＴ（ ｔｋ）Ｐｘ（ ｔｋ）］ ＜ ０．

可知在 ｘ（ ｔｋ） ≠ ０ 时，下述不等式成立：
ｘＴ（ｔｋ ＋ Ｔ）Ｐｘ（ｔｋ ＋ Ｔ） － ｘＴ（ｔｋ）Ｐｘ（ｔｋ） ＜ ０． （１５）
这就是说李雅普诺夫函数 ｘＴ（ ｔｋ）Ｐｘ（ ｔｋ） 在 δ 域

中是严格减函数．因此可以得到

ｘＴ（ ｔｋ）Ｐｘ（ ｔｋ） → ０，　 ｋ → ０．
又因为矩阵 Ｐ ＞ ０ 是一个常数矩阵，有

ｘ（ ｔｋ） → ０，　 ｋ → ０．
由此可知，在线性矩阵不等式 Σ ＜ ０ 成立的情

况下，系统（１）—（２）是协同状态反馈稳定的．定理 １
得证．

２􀆰 ２　 协同控制器设计的性能优化问题

定理 ２　 如果存在正定矩阵 Ｘ１１ ∈ Ｒｎ１×ｎ１，Ｘ２２ ∈

Ｒｎ２×ｎ２，Ｗ１１ ∈Ｒｎ１×ｎ１，Ｗ２２ ∈Ｒｎ２×ｎ２，Ｚ１１ ∈Ｒｎ１×ｎ１，Ｚ２２ ∈
Ｒｎ２×ｎ２ 和矩 阵 Ｘ１２ ∈ Ｒｎ１×ｎ２，Ｗ１２ ∈ Ｒｎ１×ｎ２，Ｚ１２ ∈
Ｒｎ１×ｎ２，Ｙ１１ ∈Ｒｍ２×ｎ１，Ｙ１２ ∈Ｒｍ２×ｎ２，Ｙ２１ ∈Ｒｍ１×ｎ１，Ｙ２２ ∈
Ｒｍ１×ｎ２，使得线性矩阵不等式：

Ｘ ＝
Ｘ１１ Ｘ１２

∗ Ｘ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

Ｗ ＝
Ｗ１１ Ｗ１２

∗ Ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

Ｚ ＝
Ｚ１１ Ｚ１２

∗ Ｚ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

Π ＝

Π１１ Π１２ Π１３ ０ ０
∗ Π２２ ０ Π２４ Π２５

∗ ∗ Π３３ ０ ０
∗ ∗ ∗ Π４４ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Π５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０ （１６）

成立，其中

Π１１ ＝
－ ２Ｗ１１ － ２Ｗ１２

∗ － ２Ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Π１２ ＝
Ａδ１Ｘ１１ ＋ Ｂδ１２Ｙ２１ Ａδ１Ｘ１２ ＋ Ｂδ１２Ｙ２２

Ｂδ２１Ｙ１１ ＋ Ａδ２ＸＴ
１２ Ｂδ２１Ｙ１２ ＋ Ａδ２Ｘ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Π１３ ＝
ＴＷ１１ ＴＷ１２

ＴＷＴ
１２ ＴＷ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Π２２ ＝ Π１２ ＋ ΠＴ
１２，

Π２４ ＝
ＸＴ

１１ ＸＴ
１２

Ｘ１２ ＸＴ
２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

Π２５ ＝
ＹＴ

１１ ＹＴ
２１

ＹＴ
１２ ＹＴ

２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

Π３３ ＝
－ ＴＸ１１ － ＴＸ１２

∗ － ＴＸ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Π４４ ＝
－ Ｚ１１ － Ｚ１２

∗ － Ｚ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Π５５ ＝
－ Ｃ－１

２１ ０

∗ － Ｃ－１
１２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

则状态反馈控制器 ｕ１２ ＝ Ｋδ１２ｘ２ ＝ Ｙ２２Ｘ
－１
２２ ｘ２ 和 ｕ２１ ＝

Ｋδ２１ｘ１ ＝ Ｙ１１Ｘ
－１
１１ ｘ１ 可以使得系统（１）—（２） 协同稳

定，且性能指标（６） 的上界满足不等式

Ｊ ≤ ｘＴ（ ｔ０）Ｐｘ（ ｔ０） ． （１７）
证明　 如定理 １ 所示，取 δ 域上的李雅普诺夫

函数为

Ｖ（ｘ（ ｔｋ）） ＝ ｘＴ（ ｔｋ）Ｐｘ（ ｔｋ） ．
结合式（９） 与式（１０），令

δＶ（ｘ（ ｔｋ）） ＜ － ｘＴ（ ｔｋ）（Ｑ ＋ ＫＴ
ｄＣｄＫｄ）ｘ（ ｔｋ） ＜ ０，

（１８）
即

δＶ（ｘ（ ｔｋ）） ＋ ｘＴ（ ｔｋ）（Ｑ ＋ ＫＴ
ｄＣｄＫｄ）ｘ（ ｔｋ） ＝

　 　 ξ Ｔ（ ｔｋ）Π１ξ（ ｔｋ） ＜ ０， （１９）

其中， ξ（ ｔｋ） ＝ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ）） ｘＴ（ ｔｋ）[ ]
Ｔ，则（１９） 成立

的充分必要条件是

Π１ ＝
ＴＰ － ２Ｗ^ Ｗ^Ａδ

∗ ＡＴ
δＰ ＋ ＰＡδ ＋ Ｑ ＋ ＫＴ

ｄＣｄＫｄ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０．

（２０）

对式 （ ２０） 两边同乘正定矩阵
Ｗ^ －１ ０
０ Ｐ －１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

可得

Ｗ^ －１ＴＰＷ^ －１ － ２Ｗ^ －１ ＡδＰ
－１

∗ Ω

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０， （２１）

其中 Ω ＝Ｐ －１ＡＴ
δ ＋ ＡδＰ

－１ ＋ Ｐ －１ＱＰ －１ ＋ Ｐ －１ＫＴ
ｄＣｄＫｄＰ

－１ ．
根据引理 ２，上述矩阵不等式（２１） 等价于

－ ２Ｗ^ －１ ＡδＰ
－１ ＴＷ^ －１

∗ Ω ０
∗ ∗ － ＴＰ －１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０． （２２）

令 Ｗ^ －１ ＝Ｗ，Ｐ －１ ＝Ｘ，Ｋδ２１Ｘ１１ ＝Ｙ１１，Ｋδ１２Ｘ２２ ＝Ｙ２２，
并再次使用引理 ２，可以得到

０９５
薛艳梅，等．Ｄｅｌｔａ 算子框架下大系统的协同控制研究．
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Π ＝

－ ２Ｗ ＡδＸ ＴＷ ０ ０

∗ Ｈｅ（ＡδＸ） ０ ＸＴ ＹＴ

∗ ∗ － ＴＸ ０ ０
∗ ∗ ∗ － Ｑ－１ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － Ｃ－１

ｄ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０．

（２３）

将矩阵 Ａδ ＝
Ａδ１ Ｂδ１２Ｋδ１２

Ｂδ２１Ｋδ２１ Ａδ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
代入不等式

（２３） 中，得到

Π ＝

Π１１ Π１２ Π１３ ０ ０
∗ Π２２ ０ Π２４ Π２５

∗ ∗ Π３３ ０ ０
∗ ∗ ∗ Π４４ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Π５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０．

由此可知，Π ＜ ０ 当且仅当 Π１ ＜ ０．
进一步，对于任意整数 ｋ ＞ ０，对式（１８） 两边同

时乘采样时间 Ｔ，并从 ０ 到 ｋＴ 进行求和，可以得到

Ｔ∑
∞

ｋ ＝ ０
ｘＴ（ ｔｋ）（Ｑ ＋ ＫＴ

ｄＣｄＫｄ）ｘ（ ｔｋ） ≤ Ｖ（ｘ（ ｔ０）），

即

Ｊ ≤ ｘＴ（ ｔ０）Ｐｘ（ ｔ０），
此时定理 ２ 得证．

综上所述，定理 １和定理 ２以线性矩阵不等式形

式，分别给出了状态反馈协同控制器的可行性设计

方法和状态反馈协同控制器的优化设计方法．
注 ２　 相比于文献［９］ 的方法，本文放宽了等式

（１０） 中正定矩阵必须与线性矩阵不等式中正定矩

阵相同的要求，即，原文中引入

０ ＝ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｐ（Ａδ（ｘ（ ｔｋ）） － δ（ｘ（ ｔｋ）））
而不是

０ ＝ δ Ｔ（ｘ（ ｔｋ））Ｗ^（Ａδ（ｘ（ ｔｋ）） － δ（ｘ（ ｔｋ））） ．

本文中，通过引入辅助变量 Ｗ^，降低了原方法的

保守性，得到适用于更一般情况的结果．本文第 ３ 部

分的例子进一步验证了本文方法的有效性与优

越性．
进一步，下述定理 ３给出了最优性能 Ｊ的控制设

计方法．
定理 ３　 对于给定的系统（１）—（２） 和性能指

标（６），如果以下的优化问题

ｍｉｎ　 γ

ｓ．ｔ．　 （ⅰ）
Ｘ１１ Ｘ１２

∗ Ｘ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

（ⅱ） Ｗ ＝
Ｗ１１ Ｗ１２

∗ Ｗ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

（ⅲ） Ｚ ＝
Ｚ１１ Ｚ１２

∗ Ｚ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

（ⅳ）Π ＝

Π１１ Π１２ Π１３ ０ ０
∗ Π２２ ０ Π２４ Π２５

∗ ∗ Π３３ ０ ０
∗ ∗ ∗ Π４４ ０
∗ ∗ ∗ ∗ Π５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０，

（ⅴ）

－ γ ｘＴ
１（０） ｘＴ

２（０）
∗ － Ｘ１１ － Ｘ１２

∗ ∗ － Ｘ２２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０

有解， 则 ｕ１２ ＝ Ｋδ１２ｘ２ ＝ Ｙ２２Ｘ
－１
２２ ｘ２ 与 ｕ２１ ＝ Ｋδ２１ｘ１ ＝

Ｙ１１Ｘ
－１
１１ ｘ１ 是系统（１）—（２） 的协同状态反馈保性能

控制器，且性能 Ｊ ≤ ｘＴ（ ｔ０）Ｐｘ（ ｔ０） ＜ γ．
证明 　 与定理 ２相比，条件（ⅰ）—（ⅳ） 是相同

的．由定理 ２，令 Ｊ ≤ ｘＴ（ ｔ０）Ｐｘ（ ｔ０） ＜ γ，应用引理 ２，
并注意到 Ｐ －１ ＝ Ｘ，易得条件（ⅴ） ． 定理 ３ 得证．

３　 数值仿真

本节将通过 Ｍａｔｌａｂ 软件平台的 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 进行仿

真，验证所提定理的有效性．
考虑 Ｄｅｌｔａ 算子描述的独立子系统参数取值

如下：

Ａδ１ ＝
－ ０􀆰 ００５ ５　 　 ０􀆰 ０００ ５
０􀆰 ００２ ５ － ０􀆰 ００５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ａδ２ ＝
－ ０􀆰 ０５ ０
－ ０􀆰 ０５ － ０􀆰 ０５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｂδ１２ ＝
０􀆰 ０１ ０􀆰 ０５
０􀆰 ０１ ０􀆰 ０７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｂδ２１ ＝
０􀆰 ０１ ０􀆰 ０５
０􀆰 ０３ ０􀆰 ０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

Ｄｅｌｔａ 算子采样周期 Ｔ ＝ ０􀆰 ０５，两个子系统的初

始状态值取为 ｘ１（０） ＝ ｘ２（０） ＝ ０􀆰 ５ － ０􀆰 ５[ ] Ｔ ． 总结

本文可行解及优化解两种方法与文献［９］的可行解

及优化解两种方法，如表 １ 所示．
通过表 １ 比较可以看出，本文的设计方法比文

献［９］中的方法在求解方法上保守性更低．
根据本文定理 １ 可得到可行解 Ｋδ１２，Ｋδ２１ 分别为

Ｋδ１２ ＝
２０􀆰 ４７４ ９ － ３􀆰 ８６６ ８
－ ４􀆰 ９３８ ２ 　 ２􀆰 １３２ ７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

１９５
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表 １　 四种控制方法比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｏｕｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄｓ

控制方法 有（无）解情况

本文可行解方法 有解

本文优化方法 有解

文献［９］可行解方法 无解

文献［９］优化方法 无解

Ｋδ２１ ＝
２􀆰 ２８３ ２ － ２􀆰 ５５８ ２
１􀆰 ６０３ ４ 　 ４􀆰 ９８１ ４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

根据本文定理 ３ 可求得优化的性能指标 Ｊ ＝
５􀆰 ０００ ７．此时可以得到最优解 Ｋδ１２，Ｋδ２１ 为

Ｋδ１２ ＝
０􀆰 ４８０ ４ － ０􀆰 ９６９ ４
１􀆰 ０１３ １ 　 ０􀆰 ５６３ ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｋδ２１ ＝
０􀆰 ５００ ０ － ０􀆰 ７４７ ５
０􀆰 ７４７ ５ 　 ０􀆰 ５００ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

经 Ｍａｔｌａｂ⁃Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 仿真，两个子系统协同控制

下的状态仿真结果分别如图 １ 与图 ２ 所示．由仿真结

果可以看出本文提出的可行性方法以及优化方法均

能使得系统状态在很短时间内收敛到 ０，有效实现

协同稳定的控制效果．

图 １　 子系统 １ 在协同控制下的状态仿真结果

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｔａｔｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ
ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ

进一步，比较两个子系统的状态响应结果图

１—２ 与控制输入响应结果图 ３—４，可以看出，优化

算法下的状态会收敛更快且需要耗费的控制输入成

本更少．

４　 结束语

本文提出的基于 Ｄｅｌｔａ 算子框架的线性大系统协

图 ２　 子系统 ２ 在协同控制下的状态仿真结果

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｔａｔｅｓ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ
ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ３　 子系统 １ 在协同控制下的控制输入仿真结果

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ
ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｃｏｏｐｅｒａｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ

同稳定的充分条件，使得含有不稳定子系统的大系统

协同稳定的同时放宽了已有研究控制器设计中对正

定矩阵的约束条件．根据李雅普诺夫稳定性理论证明

了所提方法的有效性及优越性．仿真结果表明，本文所

设计的协同控制器可以确保系统稳定运行．
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