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有向网络拓扑下非线性多智能体系统的
固定时间包含控制

摘要
针对具有本质非线性动态的多智能

体系统，研究固定时间的包含控制问题．
假设只有部分跟随智能体能够直接获取
领导智能体的状态信息，而且跟随智能
体的通信拓扑是有向的，设计分布式的
控制协议来解决固定时间的包含控制问
题．利用代数图论、矩阵理论和固定时间
稳定性理论，得到了系统解决包含控制
问题的拓扑条件．最后仿真实例验证了
理论的正确性．
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０　 引言

　 　 近年来，多智能体系统一致性问题的研究吸引了来自计算机应

用、自动控制、数学等领域研究学者的关注［１⁃４］ ．其中系统中含有多个

领导智能体的跟踪问题也被称为包含控制问题，包含控制在军事和

民用领域都有着广泛的应用．在研究多智能体系统的有限时间一致性

问题中，文献［５］构建了一个有效的分布式协议框架，在此协议下解

决了有限时间的一致性问题，文献［６］通过二重积分器设计了用于实

现在干扰下有限时间一致性问题的分布协议，文献［７］研究了在外部

干扰下的非线性多智能体系统，通过利用滑模控制技术解决有限时

间一致性的跟踪控制问题．然而上述文献的收敛时间是与初始状态息

息相关的，因此，初始状态无法影响收敛时间的研究成为一个重要课

题．文献［８］通过研究固定时间稳定性，从而提出了固定时间一致性问

题，并且保证了收敛时间是与初始状态没有关系的．对于带有外部干

扰的多智能体系统，文献［９］通过设计非线性协议解决了固定时间一

致性问题．对于非线性的多智能体系统，并且该通信拓扑是有向的，其
固定时间一致性问题在文献［１０］中被解决．在多智能体系统包含控制

问题中，文献［１１］提出了固定无向网络拓扑下的包含控制问题，文献

［１２］研究了多智能体系统分别在静态和动态领导下的包含控制问

题，文献［１３］通过齐次控制技术设计了用于实现有限时间包含控制

问题的控制协议，文献［１４］针对有向切换网络拓扑研究其包含控制

问题．但是在已有文献中，对固定时间包含控制的研究结果还比较少．
特别是对于有向网络拓扑下固定时间包含控制的研究，相关的研究

结果更少．
基于上述原因，本文在文献［１０］的基础上，通过设计更加一般的

非线性系统和控制协议，研究多个领导的包含控制问题．本文与文献

［１０］的不同主要体现在两个方面：第一，文献［１０］研究的是具有单个

领导智能体的领导⁃跟随一致性问题，本文研究的是具有多个领导智

能体的包含控制问题，文献［１０］是本文的一个特例；第二，本文将文

献［１０］中的控制协议进行了推广，更具一般性．本文利用代数图论、矩
阵理论和固定时间稳定性理论给出系统解决固定时间包含控制最弱

的拓扑条件．　 　 　 　



　 　 注 １ 　 定 义 集 合 Ｘ 的 凸 包 为 ｃｏ（Ｘ） ＝

∑
ｎ－ｍ

ｊ ＝ １
ｔ ｊｘ ｊ ｘ ｊ ∈ Ｘ，∑

ｎ－ｍ

ｊ ＝ １
ｔ ｊ ＝ １，ｔ ｊ ∈ ［０，１］{ } ．设 ｘ∈ Ｒｎ，

‖ｘ‖表示 ｘ 的 Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ范数．λｍｉｎ（Ａ） 表示矩阵 Ａ
的最小特征值．定义 ｘ［α］ ＝ ｓｉｇｎ（ｘ） ｜ ｘ ｜ α，其中α ＞ ０，
ｘ∈Ｒ，ｓｉｇｎ（·）是符号函数．如果 ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］ ∈
Ｒｎ，则 ｘ［ｋ］ ＝ ［ｘ［ｋ］１ ，ｘ［ｋ］２ ，…，ｘ［ｋ］ｎ ］ Ｔ，ｋ ＞ ０．对于矩阵

Ａ ＝［ａｉｊ］，若 ａｉｊ ≥０，则称矩阵 Ａ 为非负矩阵．对于非

负的方阵 Ａ，若每行元素的和均为 １，则称矩阵 Ａ 为

随机矩阵．若矩阵 Ａ 所有特征值具有负的实部，则称

矩阵 Ａ 稳定．

１　 预备知识

１ １　 图论

有向图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ）由顶点集 Ｖ ＝ ｛１，２，…，ｎ｝和
边集 Ｅ⊆ Ｖ × Ｖ组成，智能体 ｉ 能获取智能体 ｊ 的信息

可以用（ ｊ，ｉ） ∈Ｅ来表示．用Ａ ＝ ［ａｉｊ］ ∈Ｒｎ×ｎ 表示由ｎ
个顶点构成的有向图的加权邻接矩阵．如果（ ｊ，ｉ） ∈
Ｅ，ａｉｊ ＞ ０，如果（ ｊ，ｉ） ∉ Ｅ，ａｉｊ ＝ ０，其中 ａｉｊ 表示权重．
用 Ｌ ＝ ［ ｌｉｊ］ ∈ Ｒｎ×ｎ 表示加权图的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵，其

中 ｌｉｊ ＝
－ ａｉｊ，ｉ≠ ｊ，

∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ａｉｊ，ｉ ＝ ｊ．{ 更多图论相关知识可以参考文

献［１５］ ．

１ ２　 相关引理

引理 １［１６］ 　 令 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ ≥ ０，０ ＜ ｐ ＜ １ ＜
ｑ，则

∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｘｐ
ｋ ≥ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｘｋ( )

ｐ
，∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｘｑ
ｋ ≥ ｎ１－ｑ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｘｋ( )

ｑ
． （１）

引理 ２［８］ 　 考虑如下系统：
ｘ̇（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ），ｘ（０） ＝ ｘ０， （２）

其中： ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 表示信息状态；ｆ：Ｒｎ × Ｒ ＋→ Ｒｎ 是

连续非线性函数．假设原点是平衡点，如果存在一个

连续的径向无界函数 Ｖ：Ｒｎ → Ｒ 和一些常数 ａ，ｂ ＞
０，０ ＜ μ ＜ １ ＜ ν 使得：

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ ａＶμ － ｂＶν， （３）
则原点是全局固定时间稳定，且满足：

Ｔ（ｘ０） ≤ Ｔｍａｘ ∶ ＝
１

ａ（１ － μ）
＋ １
ｂ（ν － １）

． （４）

２　 模型描述与结果

设所研究的多智能体系统包含 ｍ 个跟随智能体

和 ｎ － ｍ 个领导智能体，分别用 Ｆ ＝ ｛１，２，…，ｍ｝ 和

Ｓ ＝｛ｍ ＋ １，ｍ ＋ ２，…，ｎ｝ 表示跟随智能体和领导智

能体的集合．该系统的动力学模型为

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（ ｔ） ＋ ｆ（ｘｉ（ ｔ），ｔ），ｉ∈ Ｆ，
ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ（ ｔ），ｔ），ｉ∈ Ｓ， （５）

其中： ｘｉ（ ｔ） 表示第 ｉ 个智能体在时刻 ｔ 的信息状态；
ｕｉ（ ｔ） ∈Ｒ是第 ｉ个跟随智能体的控制输入；ｆ（ｘｉ（ ｔ），
ｔ）：Ｒ × Ｒ→ Ｒ 是第 ｉ 个智能体的非线性动态．

定义１　 如果存在控制协议 ｕｉ，ｉ ＝ １，…，ｍ，且对

于一个不依赖于初始值的正实数 Ｔ 和有界正常数

Ｔｍａｘ，满足 Ｔ ＜ Ｔｍａｘ，使得：
ｌｉｍ
ｔ→Ｔ
‖ｘｉ（ ｔ） － ｃｏ（Ｘ）‖ ＝ ０，∀ｉ∈ Ｆ， （６）

则称该协议解决固定时间包含控制问题．
假设 １　 对于每个跟随智能体，都存在来源于领

导智能体的有向路径．
为研究方便，将 Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵 Ｌ 写成如下分块

矩阵的形式：

Ｌ ＝
Ｌ１ Ｌ２
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （７）

其中 Ｌ１ ∈ Ｒｍ×ｍ，Ｌ２ ∈ Ｒｍ×（ｎ－ｍ） ．
引理 ３［１７］ 　 在满足假设 １条件下的矩阵 － Ｌ１是

稳定且可逆的，并且矩阵 － Ｌ －１
１ Ｌ２ 是随机矩阵．

定义 ２［１８］ 　 若对于一个非奇异的实方阵 Ａ，其
非对角线元素是非正的，并且每个特征值具有正实

部，则称矩阵 Ａ 是 Ｍ⁃ 矩阵．
引理４［１８］ 　 若Ｌ１是Ｍ⁃矩阵，则存在对角阵Ｗ ＝

ｄｉａｇ（ｗ１，ｗ２，…，ｗｍ） ＞ ０，使得 ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ 是正定

矩阵．
假设 ２　 已知 ｌ 为正常数，对于常数 ｋ１，ｋ２，…，

ｋｎ－ｍ，满足∑
ｎ－ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉ ＝ １，且 ｋｉ≥０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ － ｍ．非线

性函数满足如下条件：

ｆ（ｘｉ（ ｔ），ｔ） －∑
ｎ－ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉ ｆ（ｙｉ（ ｔ），ｔ） ≤

　 　 ｌ ｘｉ（ ｔ） －∑
ｎ－ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉｙｉ（ ｔ） ． （８）

由假设 ２明显看出当 ｍ＝ｎ－１时，即系统只有一

个领导智能体时，该条件为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件．
考虑如下控制协议：

ｕｉ（ ｔ） ＝ － α ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ））[ ]

［μ］ －

　 　 β ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ））[ ]

［ν］
， （９）

其中 β ≥ α ＞ ０，μ ＞ １ ＞ ν ＞ ０．
令

２４２
唐朝君，等．有向网络拓扑下非线性多智能体系统的固定时间包含控制．

ＴＡＮＧ Ｚｈａｏｊｕｎ，ｅｔ ａｌ．Ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｔａｉｎｍｅｎｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｏｐｏｌｏｇｙ．



ｘＦ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｍ（ ｔ）） Ｔ，
ｘＳ（ ｔ） ＝ （ｘｍ＋１（ ｔ），ｘｍ＋２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ，
Ｆ（ｘＦ（ ｔ）） ＝ （ ｆ（ｘ１（ ｔ），ｔ），…，ｆ（ｘｍ（ ｔ），ｔ）） Ｔ，
Ｆ（ｘＳ（ ｔ）） ＝ （ ｆ（ｘｍ＋１（ ｔ），ｔ），…，ｆ（ｘｎ（ ｔ），ｔ）） Ｔ，

则有：
ｘ̇Ｆ（ｔ）＝ － α（Ｌ１ｘＦ（ｔ） ＋ Ｌ２ｘＳ（ｔ））［μ］ － β（Ｌ１ｘＦ（ｔ） ＋
　 　 Ｌ２ｘＳ（ ｔ）） ［ν］ ＋ Ｆ（ｘＦ（ ｔ）） ． （１０）
令加权跟踪误差 δ（ ｔ） ＝ Ｌ１ｘＦ（ ｔ） ＋ Ｌ２ｘＳ（ ｔ），可

以得到：
δ̇（ ｔ） ＝ Ｌ１ ｘ̇Ｆ（ ｔ） ＋ Ｌ２ ｘ̇Ｓ（ ｔ） ＝
　 　 Ｌ１（ － αδ（ ｔ） ［μ］ － βδ（ ｔ） ［ν］） ＋
　 　 Ｌ１Ｆ（ｘＦ（ ｔ）） ＋ Ｌ２Ｆ（ｘＳ（ ｔ）） ． （１１）
在下文中，为了表示方便，在不引起混淆的情况

下，我们有时去掉时间变量 ｔ．下面给出本文的主要

结论．
定理 １　 在假设 １和假设 ２的条件下，如果控制

增益参数 α，β 满足以下条件：
α２λｍｉｎ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ） ＞ β‖ＬＴ１Ｗ‖２ ＋ βｌ２‖Ｌ －１

１ ‖２，
（１２）

则协议（９）解决固定时间包含控制问题．
证明　 首先构造如下李雅普诺夫函数：

Ｖ（ ｔ） ＝ α
μ ＋ １∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋１ ＋ β

ν ＋ １∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ ｜ δ ｉ ｜ ν ＋１，

（１３）
其中 Ｗ ＝ ｄｉａｇ（ｗ１，ｗ２，…，ｗｍ） 是引理 ４中定义的对

角阵．
对其求导得到：

Ｖ̇（ ｔ） ＝ α∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉδ ［μ］ｉ δ̇ｉ ＋ β∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉδ ［ν］ｉ δ̇ｉ ＝

（αδ ［μ］） ＴＷδ̇ ＋ （βδ ［ν］） ＴＷδ̇ ＝ （αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］） ＴＷδ̇ ＝
－ （αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］） ＴＷＬ１（αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］） ＋
（αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］） ＴＷＬ１［Ｆ（ｘＦ） ＋ Ｌ －１

１ Ｌ２Ｆ（ｘＳ）］ ＝

－ １
２
（αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］）Ｔ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ）（αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］） ＋

（αδ ［μ］ ＋ βδ ［ν］） ＴＷＬ１［Ｆ（ｘＦ） ＋ Ｌ －１
１ Ｌ２Ｆ（ｘＳ）］ ≤

－ １
２
λｍｉｎ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ）α２ δ ［μ］ ＋ β

α
δ ［ν］

２

＋

β α
β
δ ［μ］ ＋ δ ［ν］æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ＷＬ１［Ｆ（ｘＦ） ＋ Ｌ－１
１ Ｌ２Ｆ（ｘＳ）］． （１４）

又由于 β ≥ α ＞ ０，所以

δ ［μ］ ＋ β
α
δ ［ν］

２

＝

∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋ β ２

α２
｜ δ ｉ ｜ ２ν ＋ ２β

α
｜ δ ｉ ｜ μ ＋νé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≥

∑
ｍ

ｉ ＝ １
［ ｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν ＋ ２ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν］ ＝

‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ． （１５）
由引理 ３ 可知 － Ｌ －１

１ Ｌ２ 是随机矩阵． 所以令

Ｌ －１
１ Ｌ２ ＝ － （ｋｉｊ）ｍ×（ｎ－ｍ），其中 ｋｉｊ≥０，且∑

ｎ－ｍ

ｊ ＝ １
ｋｉｊ ＝ １，则有

Ｆ（ｘＦ） ＋ Ｌ －１
１ Ｌ２Ｆ（ｘＳ） ＝

　 　

ｆ（ｘ１，ｔ） －∑
ｎ－ｍ

ｊ ＝ １
ｋ１ｊ ｆ（ｘｍ＋ｊ）

︙

ｆ（ｘｍ，ｔ） －∑
ｎ－ｍ

ｊ ＝ １
ｋｍｊ ｆ（ｘｍ＋ｊ）

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

． （１６）

再由假设 ２可以得到：
‖Ｆ（ｘＦ） ＋ Ｌ －１

１ Ｌ２Ｆ（ｘＳ）‖２ ≤
　 　 ｌ２‖ｘＦ ＋ Ｌ －１

１ Ｌ２ｘＳ‖２ ＝
　 　 ｌ２‖Ｌ －１

１ δ‖２ ≤ ｌ２‖Ｌ －１
１ ‖２‖δ‖２ ． （１７）

又由于‖δ‖２ ≤‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２，所以再由不等式

ｘＴｙ≤ １
２
［‖ｘ‖２ ＋ ‖ｙ‖２］ 可以得到：

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ １
２
λｍｉｎ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ）α２‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ＋

１
２
β ＬＴ１Ｗ

α
β
δ ［μ］ ＋ δ ［ν］æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

１
２
βｌ２‖Ｆ（ｘＦ） ＋ Ｌ －１

１ Ｌ２Ｆ（ｘＳ）‖２ ≤

－ １
２
λｍｉｎ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ）α２‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ＋

１
２
β‖ＬＴ１Ｗ‖２ α

β
δ ［μ］ ＋ δ ［ν］

２

＋

１
２
βｌ２‖Ｌ －１

１ ‖２‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ． （１８）

又根据 β ≥ α ＞ ０，所以

α
β
δ ［μ］ ＋ δ ［ν］

２

＝

∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ２ν ＋ α２

β ２
｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋ ２α

β
｜ δ ｉ ｜ μ ＋νé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú≤

∑
ｍ

ｉ ＝ １
［ ｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν ＋ ２ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν］ ＝

‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ． （１９）

令 γ ＝ １
２
α２λｍｉｎ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ） －

１
２
β‖ＬＴ１Ｗ‖２ －

１
２
βｌ２‖Ｌ －１

１ ‖２，由（１２） 可知 γ ＞ ０，则

３４２
学报（自然科学版），２０２２，１４（２）：２４１⁃２４６

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２２，１４（２）：２４１⁃２４６



Ｖ̇（ｔ） ≤－ １
２
（α２λｍｉｎ（ＷＬ１ ＋ ＬＴ１Ｗ））‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ －

（β‖ＬＴ１Ｗ‖２ ＋ βｌ２‖Ｌ －１
１ ‖２）‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ＝

－ γ‖δ ［μ］ ＋ δ ［ν］‖２ ． （２０）
又由于

Ｖ ＝ α
μ ＋ １∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋１ ＋ β

ν ＋ １∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ ｜ δ ｉ ｜ ν ＋１ ≤

βｗｍａｘ
ν ＋ １ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ

＋１ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν

＋１( ) ， （２１）

其中 ｗｍａｘ ＝ ｍａｘ｛ｗ１，ｗ２，…，ｗｍ｝，由于 ０ ＜ μ ＋ ν
μ ＋ １

＜

１，所以由引理 １可知：

∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ ＋１ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν ＋１( )

μ ＋ν
μ ＋１ ≤

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν ＋｜ δ ｉ ｜

ν ＋１
μ ＋１（μ ＋ν）( ) ． （２２）

又由于 ｜ δ ｉ ｜
ν ＋１
μ ＋１（μ ＋ν） ≤｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν，则有

∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ ＋１ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν ＋１( )

μ ＋ν
μ ＋１ ≤

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（２ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν ＋｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν） ． （２３）

即

ν ＋ １
βｗｍａｘ

Ｖé

ë
êê

ù

û
úú

μ＋ν
μ＋１

≤ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ

＋１ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν

＋１( )
μ＋ν
μ＋１≤

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
２ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν ＋｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν( ) ． （２４）

又由
２μ

μ ＋ １
＞ １可知：

（２ｍ） １－
２μ
μ ＋１ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ ＋１ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν ＋１( )

２μ
μ ＋１ ≤

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
２ ｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜

ν ＋１
μ ＋１２μ( ) ． （２５）

又由于 ２ν ＜ ν ＋ １
μ ＋ １

２μ ＜ μ ＋ ν，则 ｜ δ ｉ ｜
ν ＋１
μ ＋１２μ ≤

∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν），则有

（２ｍ） １－
２μ
μ ＋１ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ ＋１ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν ＋１( )

２μ
μ ＋１ ≤

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（２ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν ＋｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν） ． （２６）

即

（２ｍ）
１－μ
μ ＋１

ν ＋ １
βｗｍａｘ

Ｖé

ë
êê

ù

û
úú

２μ
μ ＋ν

≤

　 　 （２ｍ）
１－μ
μ ＋１ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ μ＋１ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
｜ δ ｉ ｜ ν ＋１( )

２μ
μ ＋１ ≤

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（２ ｜ δ ｉ ｜ μ＋ν ＋｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν） ． （２７）

最后结合不等式（２０）、（２４）和（２７），可以得到：

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ γ∑
ｍ

ｉ ＝ １
［ ｜ δ ｉ ｜ ２μ ＋｜ δ ｉ ｜ ２ν ＋ ２ ｜ δ ｉ ｜ μ ＋ν］ ≤

－ γ
２

ν ＋ １
βｗｍａｘ

Ｖé

ë
êê

ù

û
úú

μ ＋ν
μ ＋１

－ γ
２
（２ｍ）

１－μ
μ ＋１

ν ＋ １
βｗｍａｘ

Ｖé

ë
êê

ù

û
úú

２μ
μ ＋１

＝

－ γ
２

ν ＋ １
βｗｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

μ ＋ν
μ ＋１

（Ｖ）
μ ＋ν
μ ＋１ －

γ
２
（２ｍ）

１－μ
μ ＋１

ν ＋ １
βｗｍａｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２μ
μ ＋１

（Ｖ）
２μ
μ ＋１ ． （２８）

根据引理 ２得到： Ｖ（ ｔ） ＝ ０，即可推出 δ 在固定

时间 Ｔ０达到０，也就是说 ｘＦ（ ｔ） ＝ － Ｌ －１
１ Ｌ２ｘＳ（ ｔ），∀ｔ≥

Ｔ０，其中

Ｔ０ ≤ ２
（μ ＋ １）（βｗｍａｘ）

μ ＋ν
μ ＋１

γ（ν ＋ １）
μ ＋ν
μ ＋１（１ － ν）

＋

　 　 ２
（μ ＋ １）（βｗｍａｘ）

μ ＋ν
μ ＋１

γ（２ｍ）
１－μ
μ ＋１（ν ＋ １）

２μ
μ ＋１（μ － １）

． （２９）

注意到 － Ｌ －１
１ Ｌ２是随机矩阵，即 － Ｌ －１

１ Ｌ２ｘＳ（ ｔ） ∈
ｃｏ（ｘＳ），因此协议（９） 解决固定时间包含控制问题．

图 １　 系统的通信拓扑

Ｆｉｇ １　 Ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ

３　 数值仿真

多智能体系统的通信拓扑如图 １所示，分别由 ２
个领导智能体（用顶点 ５、６表示）和 ４个跟随智能体

（用顶点 １、２、３、４ 表示）组成．设智能体的非线性动

态为 ｆ（ｘｉ，ｔ） ＝ ｘｉｓｉｎ ｔ．当 ｌ ＝ １时，满足条件假设 ２．经
过计算，取对角矩阵 Ｗ ＝ ｄｉａｇ（２，０ ８，１，０ ５），选择

参数 μ ＝ １ ５，ν ＝ ０ ５，α ＝ ３０，β ＝ ３５，取跟随智能体

的初始状态 ｘＦ（０）＝ （５， － ２，３， － ７） Ｔ，领导智能体的

初始状态 ｘＳ（０） ＝ （４， － ９） Ｔ，可以得到初始加权跟踪

误差的状态 δ（０） ＝ （１， － １２，１２，２） Ｔ，加权跟踪误差

的状态随时间的变化曲线如图 ２所示．从图 ２可以看

出，加权跟踪误差大约在０ ０１ ｓ内收敛到０，比 Ｔｍａｘ ＝
０ ８９ ｓ要小得多，这意味着系统能在固定时间内解

４４２
唐朝君，等．有向网络拓扑下非线性多智能体系统的固定时间包含控制．

ＴＡＮＧ Ｚｈａｏｊｕｎ，ｅｔ ａｌ．Ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｔａｉｎｍｅｎｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｏｐｏｌｏｇｙ．



图 ２　 加权跟踪误差的状态随时间的变化曲线

Ｆｉｇ ２　 Ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ

决包含控制问题，验证了理论结果的正确性．

４　 结论

本文研究了非线性多智能体系统在有向网络拓

扑下的固定时间包含控制问题．假设所有智能体之

间的通信拓扑是有向的，而且每个跟随智能体都至

少有一个领导智能体能够直接或间接地与其通信，
在这最弱拓扑条件下，所给出的控制协议能够解决

固定时间的包含控制问题．仿真实例验证了所提理

论结果的正确性．
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