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摘要
本文研究了在静态事件触发条件下

的时变时滞随机广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统
的镇定性问题．通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａ⁃
ｓｏｖｓｋｉｉ泛函，利用 Ｊｅｎｓｅｎ 不等式以及自
由权矩阵技术，提出了系统在静态事件
触发条件下的随机容许性条件；在此基
础上，设计状态反馈控制器使得相应的
闭环系统满足正则、无脉冲且均方意义
下随机容许．最后，通过数值算例验证了
本文所提方法的正确性和有效性．
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０　 引言

　 　 广义系统，又称为奇异系统、隐式系统等，能够客观地表示系统

的诸多性能，如今已经广泛应用在物理和工程系统之中，例如：化工

控制系统、神经网络系统等［１⁃４］ ．众所周知，时滞现象的发生往往会造

成系统的不稳定或振荡，进而增加系统稳定性分析的难度，因此，越
来越多的学者致力于研究时滞广义系统的稳定性与相关控制问题．文
献［５］研究了状态时滞不确定的连续广义系统的鲁棒稳定与镇定问

题；文献［６］研究了带有时变时滞广义系统的随机容许性问题；文献

［７］研究了具有时变时滞的随机广义系统的 Ｈ∞控制问题．除此之外，
实际系统还可能遭受内部结构的突变或者外界环境的变化［８］ ．因而，
关于具有 Ｍａｒｋｏｖ跳变参数的广义系统的研究逐渐引起了众多学者的

关注，并取得了许多丰富的研究成果．文献［９］针对广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变

系统的随机镇定问题，提出了一种新的控制器保证系统的镇定性；文
献［１０］研究了广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变时滞系统的稳定性分析与镇定问题，
运用 ＬＭＩ技术给出状态反馈控制器存在的充分条件，保证控制器的

正则性、无脉冲性和随机稳定性；文献［１１］采用记忆状态反馈控制器

处理了具有时滞和输入饱和的广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的时滞相关 Ｈ∞
鲁棒指数稳定性和记忆状态反馈镇定问题；文献［１２］在已知或部分

已知转移概率的情况下讨论了时变时滞离散广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的

随机稳定和镇定问题．通常，在实际系统中，转移概率一般不可能以已

知的情况出现．因此，文献［１３］采用时滞划分技术，对具有时变时滞和

时变转移概率的离散广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统进行随机稳定性分析；文
献［１４］研究了一类具有时变时滞的离散广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变系统的滤

波器问题，并给出期望滤波器的显式表达式；文献［１５］针对时变时滞

多面体不确定离散广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统，利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函理论和

凸多面体技术，给出了广义模型误差增广系统随机可容许的条件．
为了更加有效地节省计算和通信资源，对于系统的事件触发控

制研究也愈来愈多．在含有事件触发机制的系统中，控制任务不是周

期性地执行，而是在满足某些触发条件时才能执行［１６］ ．另一方面，带
有事件触发机制的系统能够更好地避免在有限时间内满足无限次的

触发条件致使无限次执行，即 Ｚｅｎｏ现象．文献［１７］针对具有随机扰动

和状态时滞的随机广义系统的事件触发控制问题，得到了均方意义下

随机可容许的充分条件；文献［１８］针对具有冗余信道的广义 Ｍａｒｋｏｖ



　 　 　 　跳变系统的异步 Ｈ∞滤波问题，采用事件触发机制和

冗余信道方法，提出了相应滤波误差系统满足正则、
无脉冲、随机稳定并且具有一定 Ｈ∞ 性能的判定定

理，有效地节省了带宽有限的网络资源．
本文主要研究时变时滞随机广义 Ｍａｒｋｏｖ 跳变

系统在静态事件触发机制下的状态反馈控制器设计

问题， 通 过 构 造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛 函， 利 用

Ｊｅｎｓｅｎ不等式以及自由权矩阵技术，设计状态反馈

控制器并对本文所研究的系统进行了镇定性分析，
最后给出一个数值仿真算例验证了本文所提方法的

有效性．

１　 预备知识和问题描述

给定概率空间 （Ω，Ｆ，Ｐ） 上的时变时滞随机广

义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统：
Ｅｄｘ（ ｔ） ＝ ［Ａ（ ｒｔ）ｘ（ ｔ） ＋ Ａｄ（ ｒｔ）ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋
　 　 Ｂ（ ｒｔ）ｕ（ ｔ）］ｄｔ ＋ Ｊ（ ｒｔ）ｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ），
ｙ（ ｔ） ＝ Ｃｘ（ ｔ），ｔ∈ ［ － τ，０］， （１）

其中， ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 为状态向量，ｕ（ ｔ） ∈ Ｒｍ 为控制输

入，ｙ（ ｔ） ∈ Ｒｐ 为系统输出．ω（ ｔ） 是定义在概率空间

（Ω，Ｆ， ｛Ｆｔ｝ ｔ≥０，Ｐ） 上 的 满 足 ε｛ｄω（ ｔ）｝ ＝ ０，
ε｛ｄω（ ｔ） ２｝ ＝ ｄｔ 条件的标准一维布朗运动，且 Ω 为

样本空间，Ｆｔ 是随机变量 ξ（ ｔ） 在时间 ｔ 之前产生的

σ⁃ 事件域，Ｐ 是定义在事件域 Ｆ 上的概率测度．τ（ ｔ）
是满足条件 ０≤ τ（ ｔ） ≤ τ，τ̇（ ｔ） ≤ τ ０ ＜ １，ｔ≥０的时

变时滞． 矩阵 Ｅ ∈ Ｒｎ×ｎ 是一个奇异矩阵，且满足

ｒａｎｋ（Ｅ） ＝ ｒ≤ ｎ，Ａ（ ｒｔ），Ａｄ（ ｒｔ），Ｂ（ ｒｔ），Ｊ（ ｒｔ） 是已知

的具有适当维数的常数实矩阵． ｛ ｒｔ｝ 是取值于有限

集合 Ｓ ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝上右连续的Ｍａｒｋｏｖ过程，其状

态转移概率矩阵为

Ｐ｛ ｒｔ ＋Δ ＝ ｊ ｜ ｒｔ ＝ ｉ｝ ＝
πｉｊΔ ＋ ｏ（Δ），　 　 ｉ≠ ｊ，
１ ＋ πｉｉΔ ＋ ｏ（Δ）， ｉ ＝ ｊ，{

其中，Δ ＞ ０，ｌｉｍ
Δ→０

ｏ（Δ）
Δ

＝ ０，πｉｊ≥０，当 ｊ≠ ｉ时，从 ｔ时

刻的模态 ｉ 到 ｔ ＋ Δ 时刻的模态 ｊ 的状态转移概率矩

阵为 πｉｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｉ≠ｊ
πｉｊ ．为便于书写，令 ｒｔ ＝ ｉ∈ Ｎ，则矩

阵 Ａ（ ｒｔ） 表示成 Ａｉ，矩阵 Ａｄ（ ｒｔ） 表示成 Ａｄｉ，依此类

推．则系统（１） 可以表示为

Ｅｄｘ（ｔ）＝ ［Ａｉｘ（ｔ） ＋Ａｄｉｘ（ｔ － τ（ｔ）） ＋Ｂｉｕ（ｔ）］ｄｔ ＋
　 　 Ｊｉｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ），
ｙ（ ｔ） ＝ Ｃｘ（ ｔ），　 ｔ∈ ［ － τ，０］ ． （２）
取采样误差：

ｅ（ ｔ） ＝ ｘ（ ｔｋ） － ｘ（ ｔ），　 ｔ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１）， （３）
静态事件触发机制定义为

ｅＴ（ ｔ）Φ１ｅ（ ｔ） ＜ σ ２ｘＴ（ ｔ）Φ２ｘ（ ｔ），
其中，σ 为正常数，Φ１ 和 Φ２ 分别为不同的自由权矩

阵．设计如下状态反馈控制器：
ｕ（ ｔ） ＝ Ｋｘ（ ｔｋ），　 ｔｋ ≤ ｔ ＜ ｔｋ＋１， （４）

其中， Ｋ 为状态反馈增益矩阵．将式（３）、（４） 代入式

（２），可推出如下闭环系统：
Ｅｄｘ（ ｔ） ＝ ［（Ａｉ ＋ Ａｋｉ）ｘ（ ｔ） ＋ Ａｄｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋
　 　 Ａｋｉｅ（ ｔ）］ｄｔ ＋ Ｊｉｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ），
ｙ（ ｔ） ＝ Ｃｘ（ ｔ），　 ｔ∈ ［ － τ，０］， （５）

其中， Ａｋｉ ＝ ＢｉＫ．
为证明系统（５）在均方意义下随机容许性，给出

相关定义、假设和引理．
定义 １［４］

（ａ） 如果 ｄｅｔ（ ｓＥ － Ａ） 不为零，则系统（５） 是正

则的，其中，ｓ∈ Ｃ；
（ｂ） 如果 ｄｅｇ（ｄｅｔ（ ｓＥ － Ａ）） ＝ ｒａｎｋ（Ｅ），则系统

（５） 是无脉冲的；
（ｃ） 对于任意 􀆠 ＞ ０，当 ｓｕｐ

－􀭵ｄ≤􀭴ｓ≤０
ε ｘ（􀭴ｓ） ２ ＜ δ（􀆠）

时，存在一个 δ（􀆠） ＞ ０，ｔ ＞ ０，使 ε ｘ（ ｔ） ２ ＜ 􀆠，则系

统（５） 在均方意义下是随机稳定的．
定义２［４］ 　 如果系统（５）是正则、无脉冲且均方

意义下随机稳定的，则称系统（５） 在均方意义下随

机容许．
假 设 １　 假 设 矩 阵 对 （Ｅ，Ａ） 正 则 且

ｒａｎｋ ［Ｅ Ｊ］( ) ＝ ｒａｎｋ（Ｅ） ．
注 １　 在上述假设下，扩散项不影响系统结构．

需要注意的是，如果矩阵对（Ｅ，Ａ）满足正则、无脉冲

的性质，它就可以保证系统（５） 无脉冲解的存在唯

一性．
假设 ２　 存在可逆矩阵 Ｕｉ 和 Ｖ 满足下式：

ＵｉＥＶ ＝
Ｉｒ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ＵｉＡｉＶ ＝

Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

ＵｉＡｄｉＶ ＝
Ａ

(

ｉ１ Ａ

(

ｉ２

Ａ

(

ｉ３ Ａ

(

ｉ４

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，　 ＵｉＡｋｉＶ ＝

Ａ^ｉ１ Ａ^ｉ２

Ａ^ｉ３ Ａ^ｉ４

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ，

Ｕ －Ｔ
ｉ Ｐ ｉＶ ＝

Ｐ ｉ１ Ｐ ｉ２

Ｐ ｉ３ Ｐ ｉ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，　 ＶＴＳ ＝

Ｓ１１
Ｓ２１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

Ｕ －Ｔ
ｉ Ｒ ＝

０
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中，ｋ∈ Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ） ．
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学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５５６⁃５６３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５５６⁃５６３



引理 １（Ｊｅｎｓｅｎ不等式） ［７］ 　 对于一个给定的正

定对称矩阵Ｚ∈Ｒｎ×ｎ，标量０ ＜ ａ ＜ ｂ，向量函数 ｘ（ ｔ）
满足如下关系：

∫ｂ
ａ
ｘＴ（ ｔ）Ｚｘ（ ｔ）ｄｔ≥ １

ｂ － ａ∫
ｂ

ａ
ｘＴ（ ｔ）ｄｔＺ∫ｂ

ａ
ｘ（ ｔ）ｄｔ．

引理 ２［１６］ 　 对于线性随机广义系统：
Ｅｄｘ（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ）ｄｔ ＋ Ｊｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ），

令 Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＸＥｘ（ ｔ） 时，其中 Ｘ 是可逆矩

阵，对 Ｖ（ｘ（ ｔ）） 求随机导数：
ｄＶ（ｘ（ ｔ）） ＝ LＶ（ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ ２ｘＴ（ ｔ）ＸＴＪｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ），
其中，

LＶ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｘＴ（ ｔ）（ＡＴＸＥ ＋ ＥＴＸＡ ＋
　 　 ＪＴ（Ｅ ＋） ＴＥＴＸＥＥ ＋ Ｊ）ｘ（ ｔ） ． （６）

作如下辅助向量函数 η（ ｔ）：
η（ ｔ） ＝ （Ａｉ ＋ Ａｋｉ）ｘ（ ｔ） ＋ Ａｄｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ Ａｋｉｅ（ ｔ） ．

（７）
将式（７）代入式（５）可得：

Ｅｄｘ（ ｔ） ＝ η（ ｔ）ｄｔ ＋ Ｊｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ） ． （８）

对式（８）的左右两端在 ［ ｔ － τ（ ｔ），ｔ］ 内进行积分，
可得：

Ｅｘ（ ｔ） － Ｅｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＝ ∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

η（ ｓ）ｄｓ ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

Ｊｉｘ（ ｓ）ｄω（ ｓ） ． （９）

２　 主要内容

本节通过构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，利用

Ｊｅｎｓｅｎ不等式以及自由权矩阵技术，给出系统（５）在
均方意义下的随机容许条件，进而，设计出相应的状

态反馈控制器．
定理 １　 给定参数 τ，０ ≤ σ ＜ １，若存在非奇异

矩阵 Ｐ ｉ，对称正定矩阵 Ｑ１，Ｑ２，Φ２ 和对称矩阵 Ｍ，
Ｍ１，Ｍ２，Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３，Ｓ４，Ｒ 使得线性矩阵不等式（１０）
成立，并且满足ＥＴＲ ＝ ０，则系统（５）在均方意义下随

机容许：

Γ ＝

Λ１ Λ２ ０ （Ａｉ ＋ Ａｄｉ） ＴＲＳＴ３ － Ｓ１ＲＴ ０ ＥＴ（Ｍ ＋ ＭＴ
２） Λ３

∗ Λ４ ０ ＡＴｄｉＲＳＴ３ － Ｓ２ＲＴ ０ ＥＴ（Ｍ１ － ＭＴ
２） ＡＴｄｉＲＳＴ４ ＋ Ｓ２ＲＴＡｋｉ

∗ ∗ － Ｑ２ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ τＥＴＺＥ － （ＲＳＴ３ ＋ Ｓ３ＲＴ） ０ ０ ＡＴｋｉＲＳＴ３ ＋ Ｓ４ＲＴ

∗ ∗ ∗ ∗ － １
τ
ＥＴＺＥ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － （Ｍ２ ＋ ＭＴ
２） ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － ＡＴｋｉ（Ｒ ＋ ＲＴ）ＳＴ４ － Φ１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＜ ０，

（１０）
其中：
Λ１ ＝ （Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＴＰ ｉＥ ＋ ＥＴＰ ｉ（Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＋

ＥＴ∑
ｓ

ｊ ＝ １
πｉｊＰ ｊＥ ＋ ＪＴｉ （Ｅ

＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ
＋ Ｊｉ ＋

（Ｑ１ ＋ Ｑ２） ＋ ２（Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＴＲＳＴ１ －
ＥＴ（Ｍ ＋ ＭＴ）Ｅ ＋ σ ２Φ２，

Λ２ ＝ （Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＴＲＳＴ２ ＋ Ｓ１ＲＴＡｄｉ ＋
ＥＴ（Ｍ ＋ ＭＴ）Ｅ ＋ ＥＴＰ ｉＡｄｉ，

Λ３ ＝ ＥＴＰ ｉＡｋｉ － （Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＴＲＳＴ４ ＋ Ｓ１ＲＴＡｋｉ，
Λ４ ＝ － Ｑ１ ＋ ＥＴ（Ｍ１ ＋ ＭＴ

１）Ｅ ＋ ＡＴｄｉ（Ｒ ＋ ＲＴ）ＳＴ２ ．
证明 　 首先，证明系统（５）在ｕ（ ｔ）＝ ０的情况下

无脉冲．由假设（１）可知，矩阵对（Ｅ，Ａ）是正则的．根
据条件（１０），可推出 Λ１ ＜ ０，进而

Θ ＝ ＡＴｉ Ｐ ｉＥ ＋ ＥＴＰ ｉＡｉ － ＥＴ（Ｍ ＋ ＭＴ）Ｅ ＋
　 　 ＡＴｉ ＲＳＴ１ ＋ Ｓ１ＲＴＡｉ ＜ ０． （１１）

对式（１１）两边左乘 ＶＴ，右乘 Ｖ，应用假设 ２，可得：
􀭺Θ ＝ ＶＴＡＴｉ Ｐ ｉＥＶ ＋ ＶＴＥＴＰ ｉＡｉＶ － ＶＴＥＴ（Ｍ ＋

　 　 ＭＴ）ＥＶ ＋ ＶＴＡＴｉ ＲＳＴ１Ｖ ＋ ＶＴＳ１ＲＴＡｉＶ ＜ ０ ＝

　 　 ⊗ ⊗
∗ ＡＴ２２ｋＳＴ２１ ＋ Ｓ２１ｋＴＡ２２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０． （１２）

由于⊗和⊗与后续讨论无关，从而省略了这两

部分的具体表达式．
由式（１２） 可得，ＡＴ２２ｋＳＴ２１ ＋ Ｓ２１ｋＴＡ２２ ＜ ０，进而，

Ａ２２ 是非奇异的，因此，在 ｕ（ ｔ） ＝ ０时，系统（５） 是无

脉冲的．
接下来，证明系统（５） 在均方意义下是随机稳

定的．
构造如下 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函：

Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ Ｖ１（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｖ２（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｖ３（ｘ（ ｔ）），

８５５
杨子晗，等．时变时滞随机广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的事件触发控制．
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Ｖ１（ｘ（ ｔ）） ＝ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰ ｉＥｘ（ ｔ），

Ｖ２（ｘ（ｔ））＝ ∫ｔ
ｔ－τ（ｔ）

ｘＴ（α）Ｑ１ｘ（α）ｄα ＋ ∫ｔ
ｔ－τ
ｘＴ（α）Ｑ２ｘ（α）ｄα，

Ｖ３（ｘ（ ｔ）） ＝ ∫０
－τ
∫ｔ
ｔ ＋θ
ηＴ（ ｓ）ＥＴＺＥη（ ｓ）ｄｓｄθ． （１３）

对式（１３），应用引理 ２，求 Ｖ（ｘ（ ｔ）） 的随机导

数，可得：
ｄＶ（ｘ（ ｔ）） ＝ LＶ（ｘ（ ｔ））ｄｔ ＋ ２ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰＪｘ（ ｔ）ｄω（ ｔ），

（１４）
其中：
LＶ１（ｘ（ ｔ）） ＝ ２ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰ ｉＥｘ（ ｔ） ＋

ｘＴ（ ｔ）ＥＴ∑
ｓ

ｊ ＝ １
πｉｊＰ ｊＥｘ（ ｔ） ＋

ｘＴ（ ｔ）ＪＴｉ （Ｅ
＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ

＋ Ｊｉｘ（ ｔ） ＝
２［（Ａｉ ＋ Ａｋｉ）ｘ（ ｔ） ＋ Ａｄｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋

Ａｋｉｅ（ ｔ）］ ＴＰ ｉＥｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）ＥＴ∑
ｓ

ｊ ＝ １
π ｉｊＰ ｊＥｘ（ ｔ） ＋

ｘＴ（ ｔ）ＪＴｉ （Ｅ
＋） ＴＥＴＸＥＥ ＋ Ｊｉｘ（ ｔ） ＝

ｘＴ（ ｔ） [ （Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＴＰ ｉＥ ＋ ＥＴＰ ｉ（Ａｉ ＋ Ａｋｉ） ＋

ＥＴ∑
ｓ

ｊ ＝ １
πｉｊＰ ｊＥ ＋ ＪＴｉ （Ｅ

＋） ＴＥＴＸＥＥ ＋ Ｊｉ ]ｘ（ ｔ） ＋

ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））ＡＴｄｉＰ ｉＥｘ（ ｔ） ＋
ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰ ｉＡｄｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋
ｅＴ（ ｔ）ＡＴｋｉＰ ｉＥｘ（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰ ｉＡｋｉｅ（ ｔ）， （１５）

LＶ２（ｘ（ ｔ）） ＝ ｘＴ（ ｔ）（Ｑ１ ＋ Ｑ２）ｘ（ ｔ） －
ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））Ｑ１ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） －
ｘＴ（ ｔ － τ）Ｑ２ｘ（ ｔ － τ）， （１６）

LＶ３（ｘ（ ｔ）） ＝ τηＴ（ ｔ）ＥＴＺＥη（ ｔ） －

∫ｔ
ｔ －τ
ηＴ（ ｓ）ＥＴＺＥη（ ｓ）ｄｓ， （１７）

对式（１７），应用引理 １，可推得：
LＶ３（ｘ（ ｔ）） ≤ τηＴ（ ｔ）ＥＴＺＥη（ ｔ） －

　 　 １
τ ∫

ｔ

ｔ －τ
ηＴ（ ｓ）ｄｓＥＴＺＥ∫ｔ

ｔ －τ
η（ ｓ）ｄｓ． （１８）

由式（７）和式（９），存在矩阵 Ｍ，Ｍ１，Ｍ２，Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３，
Ｓ４，使得如下等式成立：

０ ＝ ２ [ｘＴ（ ｔ）ＥＴＭ ＋ ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））ＥＴＭ１ －

Ｍ２∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

η（ ｓ）ｄｓ ] × [∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

η（ ｓ）ｄｓ ＋

∫ｔ
ｔ－τ（ｔ）

Ｊｉｘ（ｓ）ｄω（ｓ） － Ｅｘ（ｔ） ＋ Ｅｘ（ｔ － τ（ｔ）） ]，
（１９）

０ ＝ ２［（Ａｉ ＋ Ａｋｉ）ｘ（ ｔ） ＋ Ａｄｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋
Ａｋｉｅ（ ｔ） － η（ ｔ）］ ＴＲ × ［ＳＴ１ｘ（ ｔ） ＋
ＳＴ２ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ ＳＴ３η（ ｔ） － ＳＴ４ｅ（ ｔ）］ ． （２０）

根据式（１４）、（１９）和（２０），可推出：
ｄＶ（ｘ（ｔ）） ＝ L􀭹Ｖ（ｘ（ｔ））ｄｔ ＋ ２ｘＴ（ｔ）ＥＴＰＴｉ Ｊｉｘ（ｔ）ｄω（ｔ） ＋

２［ｘＴ（ ｔ）ＥＴＭ ＋ ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））ＥＴＭ１ －

Ｍ２ ∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

η（ ｓ）ｄｓ］ × ∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

Ｊｉｘ（ ｓ）ｄω（ ｓ），

其中：

L􀭾Ｖ（ｘ（ ｔ）） ＝ LＶ（ｘ（ ｔ）） ＋ ２ [ｘＴ（ ｔ）ＥＴＭ ＋

ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））ＥＴＭ１ － Ｍ２∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

η（ ｓ）ｄｓ ] ×

[∫ｔ
ｔ －τ（ ｔ）

η（ ｓ）ｄｓ － Ｅｘ（ ｔ） ＋ Ｅｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ] ＋

２［（Ａｉ ＋ Ａｋｉ）ｘ（ ｔ） ＋ Ａｄｉｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋
Ａｋｉｅ（ ｔ） － η（ ｔ）］ ＴＲ × ［ＳＴ１ｘ（ ｔ） ＋
ＳＴ２ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ ＳＴ３η（ ｔ） － ＳＴ４ｅ（ ｔ）］ ≤
ξ Ｔ（ ｔ）Γξ（ ｔ）， （２１）

ξ Ｔ（ ｔ） ＝ (ｘＴ（ ｔ）　 ｘＴ（ ｔ － τ（ ｔ））　 ｘＴ（ ｔ － τ）

ηＴ（ ｔ）　 ∫ｔ
ｔ －τ
ηＴ（ ｓ）ｄｓ　 ∫ｔ

ｔ －τ（ ｔ）
ηＴ（ ｓ）ｄｓ　 ｅＴ（ ｔ） ) ．

（２２）
根据条件（１０），可以推出：

ε｛LＶ（ｘ（ ｔ））｝ ≤ ε｛L􀭾Ｖ（ｘ（ ｔ））｝ ≤
　 　 λｍａｘ（Γ）‖ξ（ ｔ）‖２ ≤ λｍａｘ（Γ）‖ｘ（ ｔ）‖２ ．
证毕．
接下来设计具体的状态反馈控制器．
定理 ２　 给定参数 τ，０ ≤ σ ＜ １，若存在矩阵

Λｉ，Ｙ，Ｒ，正定矩阵Ｑ１，Ｑ２，Φ１，Φ２，对称矩阵 Ｍ，Ｍ１，
Ｍ２，Ｓ３，􀭵Ｚ，使得式（２３） 成立，则系统（５） 在均方意义

下随机容许：

９５５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５５６⁃５６３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５５６⁃５６３



　 　 Γ１ ＝

Λ １ Λ２ ０ Ａｄｉ ＲＳＴ３ ０ Λ３ ＢｉＹ Λ －１
ｉ （Ｅ

＋ Ｊｉ） Ｔ Λ７

∗ Λ４ ０ ０ ０ Λ５ ０ ０ ０

∗ ∗ － Ｑ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ Λ６ ０ ０ Ａｋｉ ＲＳＴ３ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ － １
τ
ＥＴ􀭵ＺＥ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － ２Ｍ２ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Φ１ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Λ ｉ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Λ８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０， （２３）

其中：

􀭾Λ１ ＝ ２ Ａｉ ＋
１
２
πｉｉＥ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Λ －Ｔ

ｉ ＋ ＢｉＹ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋ Ｑ１ ＋ Ｑ２ ＋

σ ２ Φ２ － ２􀭿Ｍ，
􀭺Λ２ ＝ ＡｄｉΛ

－Ｔ
ｉ ＋ ２􀭿Ｍ，

􀭺Λ３ ＝ Λ －１
ｉ ＥＴ（Ｍ ＋ ＭＴ

２）Λ
－Ｔ
ｉ ，

􀭺Λ４ ＝ － Ｑ１ ＋ ２􀭿Ｍ１，
􀭺Λ５ ＝ Λ －１

ｉ ＥＴ（Ｍ１ － ＭＴ
２）Λ

－Ｔ
ｉ ，

􀭺Λ６ ＝ τ􀭵Ｚ － ２ ＲＳＴ
３
，

􀭾Λｉ ＝ （ΛｉＥ）
－１，

Λ

)

ｉ ＝ （Ｅ
－ＴΛｉ）

－１，
􀭺Λ７ ＝ ( πｉ１ ＥΛ

－Ｔ
ｉ 　 πｉ２ ＥΛ

－Ｔ
ｉ 　 …　 πｉ（ ｉ －１） ＥΛ

－Ｔ
ｉ

πｉ（ ｉ ＋１） ＥΛ
－Ｔ
ｉ 　 …　 πｉＮ ＥΛ

－Ｔ
ｉ )，

􀭺Λ８ ＝ － ｄｉａｇ Λ) １ Λ) ２( ) ，

Λ) １ ＝ ｄｉａｇ Λ

)

１ Λ

)

２ … Λ

)

ｎ－１( ) ，

Λ) ２ ＝ ｄｉａｇ Λ

)

ｎ＋１ … Λ

)

Ｎ( ) ．

Λｉ ＝ ＥＴＰ ｉ，ＥＴＲ ＝ ０， 相应的状态反馈控制增益

为Ｋ ＝ＹΛＴｉ ．
证明 　 不失一般性，令矩阵 Ｓ１ ＝ Ｓ２ ＝ Ｓ４ ＝ ０，作

如下的合同变换：

Ｑ１ ＝ Λ －１
ｉ Ｑ１Λ

－Ｔ
ｉ ，　 Ｑ２ ＝ Λ －１

ｉ Ｑ２Λ
－Ｔ
ｉ ，

􀭵Ｚ ＝ Λ －１
ｉ ＥＴＺＥΛ －Ｔ

ｉ ，　 􀭿Ｍ ＝ Λ －１
ｉ ＥＴＭＥΛ －Ｔ

ｉ

Ｍ１ ＝ Λ －１
ｉ Ｍ１Λ

－Ｔ
ｉ ，　 Ｍ２ ＝ Λ －１

ｉ Ｍ２Λ
－Ｔ
ｉ ，

Φ１ ＝ Λ －１
ｉ Φ１Λ

－Ｔ
ｉ ，　 Φ２ ＝ Λ －１

ｉ Φ２Λ
－Ｔ
ｉ

ＲＳＴ３ ＝ Λ －１ｉ ＲＳＴ３Λ
－Ｔ
ｉ ， （２４）

将式（２４）代入式（２３），可得：

Γ２ ＝

Λ^１ Λ^２ ０ ＡｄｉΛ
－１
ｉ ＲＳＴ３Λ

－Ｔ
ｉ ０ 􀭺Λ３ ＢｉＹ Λ －１

ｉ （Ｅ
＋ Ｊｉ） Ｔ 􀭺Λ７

∗ Λ^４ ０ ０ ０ 􀭺Λ５ ０ ０ ０
∗ ∗ － Ｑ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ Λ^６ ０ ０ ＡｋｉΛ
－１
ｉ ＲＳＴ３Λ

－Ｔ
ｉ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ － １
τ
ＥＴＺＥ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － ２Ｍ２ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Λ －１
ｉ Φ１Λ

－Ｔ
ｉ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － 􀭾Λｉ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 􀭺Λ８

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

＜ ０，

（２５）

０６５
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其中：

Λ^１ ＝ ２ Ａｉ ＋
１
２
πｉｉＥ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Λ －Ｔ

ｉ ＋ ＢｉＹ
é

ë
êê

ù

û
úú ＋

Λ －１
ｉ （Ｑ１ ＋ Ｑ２）Λ

－Ｔ
ｉ ＋ Λ －１

ｉ σ ２Φ２Λ
－Ｔ
ｉ －

２Λ －１
ｉ ＥＴＭＥΛ －Ｔ

ｉ ，

Λ^２ ＝ ＡｄｉΛ
－Ｔ
ｉ ＋ ２Λ －１

ｉ ＥＴＭＥΛ －Ｔ
ｉ ，

Λ^６ ＝ τΛ －１
ｉ ＥＴＺＥΛ －Ｔ

ｉ － ２Λ －１
ｉ ＲＳＴ

３
Λ －Ｔ

ｉ ，

Λ^４ ＝ － Λ －１
ｉ Ｑ１Λ

－Ｔ
ｉ ＋ ２Λ －１

ｉ ＥＴＭ１ＥΛ
－Ｔ
ｉ ．

对式（２５） 进行 Ｓｃｈｕｒ补变换，即可得：

Γ３ ＝

Λ^１ Λ^２ ０ ＡｄｉΛ
－１
ｉ ＲＳＴ３Λ

－Ｔ
ｉ ０ 􀭺Λ３ ＢｉＹ （Ｅ＋Ｊｉ） Ｔ

∗ Λ^４ ０ ０ ０ 􀭺Λ５ ０ ０

∗ ∗ －Λ－１ｉ Ｑ２Λ
－Ｔ
ｉ ０ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ Λ^６ ０ ０ ＡｋｉΛ
－１
ｉ ＲＳＴ３Λ

－Ｔ
ｉ ０

∗ ∗ ∗ ∗ － １
τ
Λ－１ｉ ＥＴＺＥΛ－Ｔｉ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －２Λ－１ｉ Ｍ２Λ
－Ｔ
ｉ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －Λ－１ｉ Φ１Λ
－Ｔ
ｉ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －􀭾Λｉ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜０，

（２６）
式（２６） 左乘 ｄｉａｇ（Λｉ 　 Λｉ 　 Λｉ 　 Λｉ 　 Ｉ　 Λｉ 　 Λｉ 　
Ｉ），右乘 ｄｉａｇ（ΛＴｉ 　 ΛＴｉ 　 ΛＴｉ 　 ΛＴｉ 　 Ｉ　 ΛＴｉ 　 ΛＴｉ 　 Ｉ），

可得式（２７）成立：

Γ４ ＝

Λ

(

１ Λ

(

２ ０ ＡｄｉＲＳＴ３ ０ ＥＴ（Ｍ＋ＭＴ
２） Λ

(

３ （Ｅ＋Ｊｉ） Ｔ

∗ Λ

(

４ ０ ０ ０ ＥＴ（Ｍ－ＭＴ
２） ０ ０

∗ ∗ －Ｑ２ ０ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ τＥＴＺＥ－２ＲＳ３ ０ ０ ＡｋｉＲＳＴ３ ０

∗ ∗ ∗ ∗ － １
τ
ＥＴＺＥ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －２Ｍ２ ０ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －Φ１ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ －􀭾Λｉ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜０， （２７）

其中：

Λ

(

１ ＝ ２（ΛｉＡｉ ＋ ΛｉＢｉＹΛＴｉ ） ＋∑
ｓ

ｊ ＝ １
ＥＴπｉｊＰ ｊＥ ＋

ＪＴｉ（Ｅ
＋）ＴΛｉＥＥ

＋ Ｊｉ ＋ （Ｑ１ ＋ Ｑ２） － ２ＥＴＭＥ ＋ σ２Φ２，

Λ

(

２ ＝ ΛｉＡｄｉ ＋ ２ＥＴＭＥ，　 Λ

(

３ ＝ ΛｉＢｉＹΛＴｉ ，

Λ

(

４ ＝ － Ｑ１ ＋ ２ＥＴＭ１Ｅ．
对式（２７） 应用 Ｓｃｈｕｒ补引理，则（２７） 式等价于：

Γ５ ＝

Λ

(

１ Λ

(

２ ０ ＡｄｉＲＳＴ３ ０ ＥＴ（Ｍ ＋ ＭＴ
２） Λ

(

３

∗ Λ

(

４ ０ ０ ０ ＥＴ（Ｍ － ＭＴ
２） ０

∗ ∗ － Ｑ２ ０ ０ ０ ０

∗ ∗ ∗ τＥＴＺＥ － ２ＲＳ３ ０ ０ ＡｋｉＲＳＴ３

∗ ∗ ∗ ∗ － １
τ
ＥＴＺＥ ０ ０

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － ２Ｍ２ ０
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ － Φ１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０． （２８）

１６５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５５６⁃５６３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５５６⁃５６３



令 Ｙ ＝ ＫΛ －Ｔ
ｉ ，Λｉ ＝ ＥＴＰ ｉ，将 Ａｋｉ ＝ ＢｉＫ代入式（２８），即

可推出式（１０） 成立，根据定理 １．则可推出系统（５）
在均方意义下是随机容许的，定理 ２证毕．

３　 仿真算例

为更好地验证所提方法的有效性，本文列举一

个数值例子．
考虑系统模型（１），所取参数如下：

Ａ１ ＝
－ ２ ０􀆰 ２
　 １ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ａ２ ＝

－ ２ 　 ３
　 １ － ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ａｄ１ ＝
－ ０􀆰 ７ 　 ０􀆰 １
　 ０􀆰 １ － ０􀆰 ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ａｄ２ ＝

０􀆰 ２ ０􀆰 １
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｂ１ ＝
３

－ ５０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｂ２ ＝

３
１０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｊ１ ＝

０􀆰 １ ０􀆰 ２
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｊ２ ＝
０􀆰 ２ ０􀆰 １
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｅ ＝

１ ０
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

不失一般性，Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的状态转移概率

给定为

π ＝
－ ０􀆰 ２ ０􀆰 ２
　 ０􀆰 ２ ０􀆰 ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

令 τ ＝ ０􀆰 ２，σ ＝ ０􀆰 ２，根据定理２，可求得系统（５）
的状态反馈增益矩阵为

Ｋ１ ＝ － １􀆰 １９６ ３ ４􀆰 ２１９ ２( ) ，
Ｋ２ ＝ － １􀆰 ５４４ ４ ６􀆰 ９１１ ８( ) ．

图 １　 静态事件触发下的状态反馈过程（模态 １）
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｐｒｏｃｅｓｓ ｂｙ ｓｔａｔｉｃ
ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ （Ｍｏｄａｌ １）

仿真结果表明，在静态事件触发机制条件下，系
统（１）通过设计状态反馈控制器（４）在均方意义下

是随机稳定的．图 １和图 ２分别描述了两种不同模态

下的状态响应轨迹．图 ３ 描述了系统的事件触发

间隔．

图 ２　 静态事件触发下的状态反馈过程（模态 ２）
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｐｒｏｃｅｓｓ ｂｙ ｓｔａｔｉｃ
ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ （Ｍｏｄａｌ ２）

图 ３　 静态事件触发下的采样间隔

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｓａｍｐｌｉｎｇ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｕｎｄｅｒ ｓｔａｔｉｃ
ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ

４　 结束语

本文采用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，Ｊｅｎｓｅｎ 不等

式以及自由加权矩阵技术得到了系统（５）在静态事

件触发机制均方意义下随机容许的充分条件，并通

过引入一种状态反馈控制器，确保闭环系统依然能

够具有正则、无脉冲以及均方意义下的随机容许，最
后利用一个数值仿真算例验证了本文所提出的方法

具有可行性．

２６５
杨子晗，等．时变时滞随机广义 Ｍａｒｋｏｖ跳变系统的事件触发控制．

ＹＡＮＧ Ｚｉｈａｎ，ｅｔ ａｌ．Ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｉｎｇｕｌａｒ Ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｄｅｌａｙｓ．
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