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基于 Ｑ 学习算法的随机离散时间系统的
随机线性二次最优追踪控制

摘要
针对随机线性离散时间系统，利用

Ｑ学习算法求解无限时域的随机线性二
次最优追踪控制（ＳＬＱＴ）问题．首先，假设
通过命令生成器生成追踪所需的参考信
号，并建立一个由原随机系统和参考轨
迹系统组成的增广系统，把最优追踪问
题转化为最优调节问题的形式．其次，为
了在线求解随机系统的最优追踪问题，
将随机系统转为确定性系统，并根据增
广系统定义随机线性二次最优追踪控制
的 Ｑ函数，在无需知道系统模型参数的
情况 下 在 线 求 解 增 广 随 机 代 数 方 程
（ＧＳＡＥ）．再次，证明了 Ｑ 学习算法和增
广随机代数方程的等价性，给出了 Ｑ 学
习算法实现步骤．最后，给出一个仿真实
例说明 Ｑ学习算法的有效性．
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０　 引言

　 　 最优控制的目标是找到最优的控制策略，使得被控系统达到指

定目标状态的同时，使系统预定义的性能指标为最小．最优控制问题

主要有两个研究方向，分别是最优调节问题和最优追踪问题．对于线

性系统的二次调节（Ｌｉｎｅａｒ Ｑｕａｄｒａｔｉｃ Ｒｅｇｕｌａｔｏｒ，ＬＱＲ）问题，传统方法

通常是通过离线求解其对应的代数里卡蒂（Ｒｉｃｃａｔｉ）方程，这种方法需

要完全已知系统参数的全部动力学信息［１⁃２］ ．但是，在实际情况下，系
统动力学信息完全已知的条件难以满足，传统方法不可能得到解析

解．所以，通常需要在系统参数未知的情况下在线求解最优控制器，因
此利用自适应动态规划（Ａｄａｐｔｉｖｅ Ｄｙｎａｍｉｃ Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＡＤＰ）和神经

网络方法求解最优控制在近些年备受关注．自适应动态规划［３］是在系

统参数未知或系统参数不确定的情况下设计系统的控制器，不需要

提前知道系统动力学信息，充分利用系统的状态信息在线求解最优

控制．近些年来，ＡＤＰ 方法在离散系统和连续系统中有了广泛的应用．
文献［４］针对连续时间线性系统提出了自适应动态规划方法，在系统

参数矩阵部分未知的情况下得到最优控制器；文献［５］进一步针对连

续时间线性系统提出了一种自适应策略迭代方法，在系统参数完全

未知的情况下得到最优控制器；文献［６］针对线性离散时间系统的追

踪问题使用强化 Ｑ 学习方法，在系统参数完全未知的情况下求解最

优控制器．
随机系统控制理论由于其自身的学术难度以及广泛的应用领

域，已成为控制理论的重要组成部分与研究热点［７⁃８］，尤其是随机系

统的最优控制问题受到越来越多的关注．与确定性问题相似，随机系

统的线性二次最优控制问题（Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｌｉｎｅａｒ Ｑｕａｄｒａｔｉｃ，ＳＬＱ）的可解

性等价于随机代数 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的可解性，文献［９］研究了线性终端状

态约束下不定随机线性二次最优控制问题，文献［１０］研究了具有乘

性噪声的随机离散系统的带约束线性二次最优控制问题，但是文献

［９⁃１０］需要完全已知的系统参数信息．因此，文献［１１］针对随机连续

时间系统在系统参数部分未知的情况下提出了策略迭代方法求解随

机系统的最优控制问题，文献［１２］针对系统参数完全未知的随机线

性离散系统提出了使用自适应动态规划的方法求解最优控制问题，



　 　 　 　文献［１３］针对模型自由的随机线性离散系统提出了

Ｑ 学习算法求解最优控制问题．相较于最优调节问

题，最优追踪问题在现实中往往有更多的应用，例如

文献［１４］针对参数未知的随机离散系统提出了基于

神经网络的自适应动态规划方法求解最优追踪控制

问题．求解系统的最优控制问题，大多需要系统的完

全动力学信息，使用 Ｑ 学习算法的优点是不用直接

求解复杂的随机代数方程，而是充分利用系统的状

态信息在线求得系统的最优控制．受到文献［１３⁃１４］
的启发，本文针对离散时间系统的随机线性二次最

优追踪控制问题，提出了解决随机线性二次最优追

踪控制的 Ｑ学习算法，给出算法的具体实现步骤，使
用 Ｑ学习算法在线解决追踪控制问题而无需系统模

型参数，最后给出仿真实例，表明系统输出可以有效

地追踪参考轨迹．
本文的结构安排如下：第一节对问题进行描述，

定义参考信号系统，将原随机系统和参考信号系统

组成增广系统，把最优追踪问题转化为最优调节问

题的形式；第二节对随机系统进行了问题转变，将随

机系统转化为确定性系统；第三节推导了 Ｑ函数；第
四节给出算法的具体实现步骤；第五节给出仿真实

例；第六节对全文进行了总结．
注 １　 本文中： Ｒ表示实数集；Ｒｎ 表示 ｎ 维欧几

里得空间；Ｒｎ×ｍ 表示全体 ｎ × ｍ 维实数矩阵的集合；
‖·‖表示Ｒｎ 中的欧几里得范数；‖Ｐ‖Ｆ 表示假设

Ｐ 为 ｎ × ｍ 维实矩阵，则其 Ｆ 范数定义为 ‖Ｐ‖Ｆ ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ２ ；ＺＴ表示矩阵或向量 Ｚ 的转置；Ｚ －１

表示方阵 Ｚ 的逆；Ｉ 表示适当维度的单位矩阵；ｔｒ（Ｚ）

表示方阵 Ｚ ＝ （ ｚｉｊ） ｎ×ｎ 的迹，ｔｒ（Ｚ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｚｉｉ；Ｅ（·）表示

数学期望；（Ω，F，｛Fｋ｝ ｋ≥ｋ０，P） 表示具有流｛Fｋ｝ ｋ≥ｋ０

的完备概率空间，其中 Ω是样本点的全体，F 是 Ω上

的一个 σ⁃ 代数，P 是 F 上的一个概率测度，滤子族

｛Fｋ｝ ｋ≥ｋ０ 是一族单增的 F 子 σ⁃代数；ｗｋ（ｋ ＝ ０，１，２，
…，ｗ０ ＝ ０） 是定义在完备概率空间上的一维Ｗｉｅｎｅｒ
过程，又称为布朗运动；Ｐ ＞ ０表示对称矩阵 Ｐ 为正

定矩阵．

１　 问题描述

给定随机离散时间线性系统为

ｘｋ＋１ ＝ ［Ａｘｋ ＋ Ｂｕｋ］ ＋ ［Ｃｘｋ ＋ Ｄｕｋ］ｗｋ，
ｙｋ ＝ Ｇｘｋ，

{ （１）

式中： ｘｋ ∈ Ｒｎ 表示系统的状态变量；ｘ０ 是系统的初

始状态；ｕｋ∈Ｒｍ 表示系统控制输入；ｙｋ∈Ｒｑ 表示系

统输出变量；Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｂ ∈ Ｒｎ×ｍ，Ｃ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｄ ∈
Ｒｎ×ｍ，Ｇ∈Ｒｑ×ｎ 均为常数矩阵；ｗｋ 是定义在完备概率

空间（Ω，F， ｛Fｋ｝ ｋ≥ｋ０，P） 上的一维标准布朗运动，
ｗ０ ＝０，且满足 Ｅ（ｗｋ＋１ ｜ Fｋ） ＝ ０，Ｅ（ｗ２ｋ＋１ ｜ Fｋ） ＝ １．

首先，对于追踪问题，需要定义追踪问题的参考

信号．假设命令生成器生成的随机线性二次最优追

踪控制的参考轨迹模型为

ｒｋ＋１ ＝ Ｆｒｋ， （２）
式中： ｒｋ ∈ Ｒｑ 表示参考轨迹系统的输出变量；Ｆ ∈
Ｒｑ×ｑ 为常数矩阵．为了生成更为广泛的参考轨迹，假
设 Ｆ 不必是赫尔维茨的．

对于追踪控制问题，需要重点关注系统的输出

与需要追踪的参考信号输出之间的误差，因此定义

系统的追踪误差为

ｅｋ ＝ ｙｋ － ｒｋ， （３）
式中 ｒｋ 为参考轨迹模型（２） 的输出变量．

随机线性最优追踪问题的目标是设计出最优的

控制器，不但能够确保系统的输出变量 ｙｋ 可以稳定

地追踪上给定的参考信号 ｒｋ，并且最小化预定义的

性能指标函数．定义性能指标函数为

Ｊ（ｘｋ，ｒｋ，ｕ） ＝ Ｅ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
Ｕｉ ＝

Ｅ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
［（Ｇｘｉ － ｒｉ） ＴＱ（Ｇｘｉ － ｒｉ） ＋ ｕＴｉ Ｒｕｉ］， （４）

式中： ｒｋ 为参考轨迹信号，ｕ 为控制序列，Ｕｉ 为 ｉ ＝ ｋ
时对应的性能指标函数，Ｑ∈ Ｒｑ×ｑ ＞ ０，Ｒ∈ Ｒｍ×ｍ ＞
０．（Ｇｘｉ － ｒｉ） ＴＱ（Ｇｘｉ － ｒｉ）表示为追踪误差变量的二

次型，Ｑ 为正定的权重系数矩阵，因此 Ｑ 矩阵越大表

示误差变量对性能指标函数的影响越大；ｕＴｉ Ｒｕｉ 表示

为系统控制输入变量的二次型，Ｒ 为正定的权重系

数矩阵，因此 Ｒ 矩阵越大表示对系统控制的约束

越大．
基于随机系统模型（１） 和参考轨迹模型（２），建

立一个由原随机系统和参考轨迹系统组成的增广系

统，把最优追踪问题转化为最优调节问题的形式．
因此，随机线性离散时间系统（１） 和参考轨迹

系统（２） 构建的增广系统如下：
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ｕｋ ≡ ＴＸｋ ＋ Ｂ０ｕｋ， （５）
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式中： Ｔ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ） ×（ｎ＋ｑ），Ｂ０ ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ） ×ｍ，增广系统的状

态为 Ｘｋ ＝
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∈ Ｒ（ｎ＋ｑ） ．

显然，只有当 Ｆ为赫尔维茨（Ｈｕｒｗｉｔｚ） 时才可以

使用性能指标函数（４），即要求参考轨迹系统是渐近

稳定的，如果参考轨迹随着时间的推迟不趋于零，那
么性能指标函数（４） 将是无界的．但是在实际应用中

并不总是追踪渐近稳定的信号，而通常需要追踪正

弦信号等其他复杂信号．为了放宽 Ｆ 为赫尔维茨的

限制，在性能指标函数（４） 中引入折扣系数 γ，可以

使得 Ｆ 为非赫尔维茨，因此基于（４） 重新定义带折

扣系数的性能指标函数为

Ｊ（ｘｋ，ｒｋ，ｕ） ＝ Ｅ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
γ ｉ －ｋＵｉ ＝

Ｅ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
γ ｉ －ｋ［（Ｇｘｉ － ｒｉ） ＴＱ（Ｇｘｉ － ｒｉ） ＋ ｕＴｉ Ｒｕｉ］，

（６）
式中： ０ ＜ γ ≤ １是折扣系数，注意到只有当 Ｆ 为赫

尔维茨时，此时参考轨迹为渐近稳定的，γ 可以取值

为 １，性能指标函数由式（６） 化简为式（４） ．
引入折扣系数γ后，基于增广系统（５）和性能指

标函数（６），性能指标函数可进一步重写为

Ｊ（Ｘｋ，ｕ） ＝ Ｅ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
γ ｉ －ｋ［ＸＴｉ Ｑ１Ｘｉ ＋ ｕＴｉ Ｒｕｉ］， （７）

式中： Ｑ１ ＝ ［Ｇ　 － Ｉ］ ＴＱ［Ｇ　 － Ｉ］ ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ） ×（ｎ＋ｑ） ．
本文的目标是找到最优控制增益矩阵 Ｋ∗ 使得

性能指标函数（７） 达到最小，同时能够追踪参考信

号．经过增广原系统，最优追踪问题已经转化为最优

调节问题的形式，定义状态反馈线性控制器为

ｕｋ ＝ ＫＸｋ， （８）
式中：Ｋ∈Ｒｍ×（ｎ＋ｑ），Ｋ 表示系统的控制增益矩阵．

同时定义性能指标函数的最优值为

Ｖ∗（Ｘ０，ｕ）＝ ｍｉｎｕ Ｊ（Ｘ０，ｕ） ． （９）

定义 １［１４］ 　 如果存在线性状态反馈控制器 ｕｋ，
对于任意初始状态，使得 ｌｉｍ

ｋ→∞
Ｅ（ ｅＴｋ ｅｋ）＝ ０，那么称 ｕｋ

是均方稳定的．若系统（５）存在均方稳定的控制器，
该系统称为均方可稳的．

定义 ２［１０］ 　 如果－∞ ＜Ｖ∗（Ｘ０，ｕ） ＜＋∞ ，则称随

机线性二次最优控制问题是适定的．
定义 ３［１５］ 　 如果线性反馈控制 ｕｋ 满足：１）ｕｋ 是

关于 Fｋ 适定并且可测的随机过程；２） ｕｋ 能够使得

性能指标函数式（６）为最小值；３）ｕｋ 是均方稳定的．
那么称 ｕｋ 是容许控制．

引理 １　 如果存在均方稳定的容许控制 ｕｋ ＝
ＫＸｋ，那么随机线性二次最优追踪控制是适定的，并
且值函数可重写为

Ｖ（Ｘｋ，Ｋ）＝ Ｅ（ＸＴｋＰＸｋ）， （１０）
式中： Ｐ∈Ｒ（ｎ＋ｑ）×（ｎ＋ｑ），Ｐ 为正定矩阵，且为式（１１）增
广随机代数方程的解．
Ｐ＝γ（Ａ１＋Ｂ１Ｋ） ＴＰ（Ａ１＋Ｂ１Ｋ）＋

γ（Ｃ１＋Ｄ１Ｋ） ＴＰ（Ｃ１＋Ｄ１Ｋ）＋Ｑ１＋ＫＴＲＫ， （１１）
式中：
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证明 　 由式（７） 和式（８） 有：

Ｖ（Ｘｋ，Ｋ） ＝ Ｅ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
γ ｉ －ｋ［ＸＴｉ （Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ）Ｘｉ］，

拆开化简得：
Ｖ（Ｘｋ，Ｋ） ＝ Ｅ（ＸＴｋ（Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ）Ｘｋ） ＋ γＶ（Ｘｋ＋１，Ｋ），
代入式（１０） 可得：
Ｅ（ＸＴｋＰＸｋ）＝ Ｅ（ＸＴｋ（Ｑ１ ＋ＫＴＲＫ）Ｘｋ） ＋ γＥ（ＸＴｋ＋１ＰＸｋ＋１），
代入增广系统（５），替换 Ｘｋ＋１ 化简后得式（１１） ．

对于随机线性二次最优追踪控制问题：随机线

性二次最优追踪控制问题等价于求解其对应的增广

随机代数 Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解，并且需要系统模型参数

的全部信息．

２　 问题转换

目前，确定性系统的最优追踪控制问题有着广

泛的研究并且已经得到了很好的解决，随机系统因

为随机参数的存在使得系统输出轨迹存在不确定

性，且性能指标函数带有期望，在线算法无法实现期

望功能．因此本节通过系统转变将随机系统转变为

确定性系统，进而将随机系统的最优追踪控制问题

转化为确定性的系统最优追踪控制问题．
给定容许控制 ｕｋ ＝ ＫＸｋ，令 Ｔｋ ＝ Ｅ（ＸｋＸＴｋ ），系统

（５） 转化为

Ｔｋ＋１ ＝ Ｅ（Ｘｋ＋１ＸＴｋ＋１） ＝ Ｅ（（Ｔ ＋ Ｂ０Ｋ）ＸｋＸＴｋ（Ｔ ＋ Ｂ０Ｋ）Ｔ），
（１２）

代入增广系统式（５），化简得：

０５５
张正义，等．基于 Ｑ学习算法的随机离散时间系统的随机线性二次最优追踪控制．

ＺＨＡＮＧ Ｚｈｅｎｇｙｉ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｌｉｎｅａｒ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｔｉｍｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ．



Ｔｋ＋１ ＝ Ｅ（Ｘｋ＋１ＸＴｋ＋１）＝ （Ａ１ ＋Ｂ１Ｋ）Ｔｋ（Ａ１ ＋Ｂ１Ｋ）Ｔ ＋
　 　 （Ｃ１ ＋ Ｄ１Ｋ）Ｔｋ（Ｃ１ ＋ Ｄ１Ｋ） Ｔ， （１３）

式中： Ｔｋ∈Ｒ（ｎ＋ｑ） ×（ｎ＋ｑ） 是确定性系统的状态．令 Ｔ０ ＝
Ｅ（Ｘ０ＸＴ０） 为初始状态．

相应地，性能指标函数式（７） 重写为

Ｊ（Ｔｋ，Ｋ） ＝ ｔｒ ∑
∞

ｉ ＝ ｋ
γ ｉ －ｋ（Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ）Ｔ ｉ{ } ． （１４）

注 ２　 经系统转变后，随机系统转变为确定性

系统．由式（１３）可知，系统转变后随机参数 ｗｋ 对系

统的影响包含在系统状态中，这为下文 Ｑ 学习算法

的推导和应用做出了准备．

３　 Ｑ 学习算法的推导

为了求解随机系统最优追踪问题而无需系统参

数信息，本节推导出在线求解随机系统追踪问题的

Ｑ学习算法．
引理 ２［１４］ 　 给定容许控制 ｕｋ ＝ ＫＸｋ，由引理 １可

知系统的最优值函数为

Ｖ∗（Ｘｋ） ＝ Ｅ（ＸＴｋＰ∗Ｘｋ） ＝ ｔｒ（Ｐ∗Ｔｋ）， （１５）
最优控制增益矩阵为

ｕ∗ｋ ＝ Ｋ∗Ｘｋ ＝ － （Ｒ ＋ γＢＴ１Ｐ∗Ｂ１ ＋
γＤＴ１Ｐ∗Ｄ１）

－１γ（ＢＴ１Ｐ∗Ａ１ ＋ ＤＴ１Ｐ∗Ｃ１）Ｘｋ， （１６）
式中：矩阵 Ｐ∗ 是式（１７） 增广随机代数方程的解．
Ｐ ＝ Ｑ１ ＋ γ（ＡＴ１ＰＡ１ ＋ ＣＴ１ＰＣ１） － γ（ＡＴ１ＰＢ１ ＋ ＣＴ１ＰＤ１） ×
　 　 （Ｒ ＋ γＢＴ１ＰＢ１ ＋ γＤＴ１ＰＤ１）

－１ ×
γ（ＢＴ１ＰＡ１ ＋ ＤＴ１ＰＣ１）， （１７）

式中： Ｒ ＋ γＢＴ１ＰＢ１ ＋ γＤＴ１ＰＤ１ ＞ ０．
注 ３　 由引理２可知，求解 ＳＬＱ最优追踪控制的

有效方法之一就是求解增广随机代数方程．然而，求
解式（１７） 需要完全已知系统的全部动力学信息，因
此，当系统动力学参数未知时，式（１７） 就无法求解．

为了求解最优追踪控制无需系统的动力学信

息，下文给出Ｑ函数的定义和对应的Ｈ矩阵，基于式

（７） 得：
Ｊ（Ｘｋ，ｕ） ＝ Ｅ（ＸＴｋＱ１Ｘｋ ＋ ｕＴｋＲｕｋ） ＋

　 　 γ∑
∞

ｉ ＝ ｋ＋１
γ ｉ －（ｋ＋１）［ＸＴｉ Ｑ１Ｘｉ ＋ ｕＴｉ Ｒｕｉ］， （１８）

由式（１８）和贝尔曼最优性原理得：
Ｖ∗（Ｘｋ） ＝ ｍｉｎｕｋ

｛Ｅ（ＸＴｋＱ１Ｘｋ ＋ ｕＴｋＲｕｋ） ＋ γＶ∗（Ｘｋ＋１）｝，

（１９）
定义 Ｑ 函数为

Ｑ（Ｘｋ，ｕｋ） ＝ Ｅ（ＸＴｋＱ１Ｘｋ ＋ ｕＴｋＲｕｋ） ＋ γＥ（ＸＴｋ＋１ＰＸｋ＋１），
（２０）

代入增广系统（５），式（２０）变为

Ｑ（Ｘｋ，ｕｋ） ＝ Ｅ（ＸＴｋＱ１Ｘｋ ＋ ｕＴｋＲｕｋ） ＋
γＥ（（ＴＸｋ ＋ Ｂ０ｕｋ） ＴＰ（ＴＸｋ ＋ Ｂ０ｕｋ））， （２１）

化简式（２１）可得：

Ｑ（Ｘｋ，ｕｋ） ＝ Ｅ
Ｘｋ

ｕｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ ＨＸＸ ＨｕＸ

ＨＸｕ Ｈｕｕ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｘｋ

ｕｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ． （２２）

进一步化简式（２２）：

Ｑ（Ｘｋ，ｕｋ） ＝ Ｅ
Ｘｋ

ｕｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ ＨＸＸ ＨｕＸ

ＨＸｕ Ｈｕｕ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｘｋ

ｕｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ＝

　 　 Ｅ
Ｘｋ

ｕｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ

Ｈ
Ｘｋ

ｕｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } ． （２３）

式中： Ｈ ＝ ＨＴ ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ），
ＨＸＸ ＝ γＡＴ１ＰＡ１ ＋ γＣＴ１ＰＣ１ ＋ Ｑ１ ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ） ×（ｎ＋ｑ），
ＨｕＸ ＝ γＢＴ１ＰＡ１ ＋ γＤＴ１ＰＣ１ ∈ Ｒｍ×（ｎ＋ｑ），
ＨＸｕ ＝ γＡＴ１ＰＢ１ ＋ γＣＴ１ＰＤ１ ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ） ×ｍ，
Ｈｕｕ ＝ Ｒ ＋ γＢＴ１ＰＢ１ ＋ γＤＴ１ＰＤ１ ∈ Ｒｍ×ｍ ．
由式（１６）可知：ｕ∗ｋ ＝ Ｋ∗Ｘｋ ＝ － （Ｒ ＋ γＢＴ１Ｐ∗Ｂ１ ＋

γＤＴ１Ｐ∗Ｄ１）
－１γ（ＢＴ１Ｐ∗Ａ１ ＋ ＤＴ１Ｐ∗Ｃ１）Ｘｋ ．当控制策略

ｕ∗ｋ 为最优的控制策略时，Ｑ∗（Ｘｋ，ｕｋ） 和 Ｖ∗（Ｘｋ） 是

等价 的， 由 最 优 化 一 阶 必 要 条 件， 通 过 微 分

∂
∂ｕｋ

Ｑ（Ｘｋ，ｕｋ） ＝ ０，可以得到：

Ｋ∗ ＝ － Ｈ －１
ｕｕ ＨｕＸ ． （２４）

并且 Ｑ 函数可重写为

Ｑ（Ｘｋ，ｕｋ） ＝ Ｅ｛［ＸＴｋ 　 ｕＴｋ ］Ｈ［ＸＴｋ 　 ｕＴｋ ］ Ｔ｝ ． （２５）
由引理 １和式（２５）可知 Ｐ 和 Ｈ 的联系为

Ｐ ＝ Ｉ　 ＫＴ[ ] Ｈ Ｉ　 ＫＴ[ ] Ｔ ． （２６）
通过式（２４）可知，求解随机线性二次最优追踪

控制增益矩阵摆脱了系统模型参数的限制，系统控

制的最优解仅依赖于 Ｈ 矩阵，Ｈ 矩阵包含了系统的

动态特性信息，如果Ｈ矩阵已知，就能够实现在无需

系统参数的情况下在线求解系统的最优控制增益矩

阵 Ｋ∗ ．
文献［１６］ 使用 Ｑ 学习算法解决确定性离散系

统的 Ｈ∞ 最优控制问题，文献［１３］ 使用 Ｑ 学习算法

解决随机离散系统的最优调节控制问题，并且均证

明了Ｑ学习算法的收敛性．本文的Ｑ学习算法推导过

程基于文献［１３］ 和文献［１６］ ．基于值迭代方法［１３］，
由式（２５） 可得：

Ｅ｛［ＸＴｋ 　 ｕＴｋ ］Ｈｉ ＋１［ＸＴｋ 　 ｕＴｋ ］ Ｔ｝ ＝
　 　 Ｅ｛ＸＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＸｋ｝ ＝
　 　 ｔｒ｛ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ｝ ． （２７）

１５５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５４８⁃５５５

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５４８⁃５５５



同时由式（２１）、（２５）以及式（２０）的右半部分化简为

Ｅ｛（ＸＴｋＱ１Ｘｋ ＋ｕＴｋＲｕｋ） ＋γ［ＸＴｋ＋１　 ｕＴｋ＋１］Ｈｉ［ＸＴｋ＋１　 ｕＴｋ＋１］Ｔ｝ ＝

Ｅ｛［ＸＴｋ 　 ｕＴｋ ］
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
［ＸＴｋ 　 ｕＴｋ ］ Ｔ ＋

γ［ＸＴｋ＋１ 　 ｕＴｋ＋１］Ｈｉ［ＸＴｋ＋１ 　 ｕＴｋ＋１］ Ｔ｝ ＝

Ｅ｛ＸＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ]
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＸｋ ＋

γＸＴｋ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＸｋ＋１｝ ＝

ｔｒ｛ Ｉ　 ＫＴｉ[ ]
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ ＋

γ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ＋１｝ ． （２８）
由式（２７）、（２８），可以得到：

ｔｒ｛ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ｝ ＝

　 　 ｔｒ｛ Ｉ　 ＫＴｉ[ ]
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ ＋

　 　 γ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ＋１｝ ． （２９）
由式（２４）得控制迭代式：

Ｋｉ ＝ － （Ｈ
－１
ｕｕ ＨｕＸ） ｉ ． （３０）

式（２９）、（３０）构成了 Ｑ 学习算法，可知系统参

数信息 Ａ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈ Ｒｎ×ｍ，Ｃ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｄ∈ Ｒｎ×ｍ 均

包含在系统状态 Ｔｋ 和 Ｔｋ＋１ 之中，因此系统矩阵信息

Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 矩阵可以是未知的．接下来说明 Ｑ 学习算

法的等价性和收敛性．
定理 １　 Ｑ学习算法式（２９）—（３０） 等价于

Ｐ ｉ ＋１ ＝ Ｑ１ ＋ γ（ＡＴ１Ｐ ｉＡ１ ＋ ＣＴ１Ｐ ｉＣ１） －
　 　 γ（ＡＴ１Ｐ ｉＢ１ ＋ ＣＴ１Ｐ ｉＤ１） ×
　 　 （Ｒ ＋ γＢＴ１Ｐ ｉＢ１ ＋ γＤＴ１Ｐ ｉＤ１）

－１ ×
　 　 γ（ＢＴ１Ｐ ｉＡ１ ＋ ＤＴ１Ｐ ｉＣ１） ． （３１）
证明　 由于

Ｅ｛ ＸＴｋ＋１ 　 ｕＴｉ （Ｘｋ＋１）[ ] Ｈｉ ＸＴｋ＋１ 　 ｕＴｉ （Ｘｋ＋１）[ ] Ｔ｝ ＝
Ｅ｛ＸＴｋ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｘｋ＋１｝ ＝
Ｅ｛（ＴＸｋ ＋Ｂ０ｕｋ）Ｔ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｈｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] Ｔ（ＴＸｋ ＋Ｂ０ｕｋ）｝，

（３２）
代入式 （２６），化简式 （２７）和式 （２８）的左半部分

后，得：

Ｈｉ ＋１ ＝
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

γＡＴ１Ｐ ｉＡ１ γＡＴ１ Ｐ ｉＢ１
γＢＴ１Ｐ ｉＡ１ γＢＴ１Ｐ ｉＢ１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＋

　 　
γＣＴ１Ｐ ｉＣ１ γＣＴ１Ｐ ｉＤ１
γＤＴ１Ｐ ｉＣ１ γＤＴ１Ｐ ｉＤ１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （３３）

又因为有：
Ｐ ｉ＋１ ＝ Ｉ　 ＫＴｉ＋１[ ] Ｈｉ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ＋１[ ] Ｔ ． （３４）

结合式（３０）、（３３） 和（３４） 可得：

Ｐ ｉ ＋１ ＝ Ｑ１ ＋ γ（ＡＴ１Ｐ ｉＡ１ ＋ ＣＴ１Ｐ ｉＣ１） －
　 　 γ（ＡＴ１Ｐ ｉＢ１ ＋ ＣＴ１Ｐ ｉＤ１） ×
　 　 （Ｒ ＋ γＢＴ１Ｐ ｉＢ１ ＋ γＤＴ１Ｐ ｉＤ１）

－１ ×
　 　 γ（ＢＴ１Ｐ ｉＡ１ ＋ ＤＴ１Ｐ ｉＣ１） ． （３５）

式中： Ｒ ＋ γＢＴ１ＰＢ１ ＋ γＤＴ１ＰＤ１ ＞ ０．
Ｑ学习算法基于值迭代算法，值迭代算法的收

敛性在文献［１４］已经有详细的证明，并且 Ｑ 学习算

法的迭代和增广系统的随机代数方程自身的迭代是

等价的．

４　 Ｑ 学习算法的实现

本节给出 Ｑ学习算法的具体实现步骤．
式（２９）可进一步化简为

ｔｒ｛Ｈｉ ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ｝ ＝

　 　 ｔｒ
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＋

　 　 γＨｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ]

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

．

（３６）
为了方便计算式（３６），另记

Ｚｋ ＝ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ，Ｇ ＝
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

使用最小二乘法求解式（３６） 之前，首先引入三个

算子：

Ｈ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ） → Ｈ^∈ Ｒ
１
２ （ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ＋１），

Ｚｋ∈Ｒ（ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ） → Ｚ^ｋ∈Ｒ
１
２ （ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ＋１），

Ｇ∈ Ｒ（ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ） → Ｇ^∈ Ｒ
１
２ （ｎ＋ｑ＋ｍ） ×（ｎ＋ｑ＋ｍ＋１） ．

式中：
Ｈ^ ＝ ［ｈ１１，２ｈ１２，２ｈ１３，…，２ｈ１ｎ，ｈ２２，２ｈ２３，…，２ｈ（ｎ－１）ｎ，ｈｎｎ］Ｔ，

Ｚ^ｋ ＝ ［ ｚ１１，ｚ１２，ｚ１３，…，ｚ１ｎ，ｚ２２，ｚ２３，…，ｚ（ｎ－１）ｎ，ｚｎｎ］ Ｔ，

Ｇ^ ＝ ［ｇ１１，２ｇ１２，２ｇ１３，…，２ｇ１ｎ，ｇ２２，２ｇ２３，…，２ｇ（ｎ－１）ｎ，ｇｎｎ］Ｔ．
因此，式（３６） 可化简为

ｔｒ｛Ｈｉ ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ｝ ＝ Ｚ^ Ｔ
ｋ Ｈ^ｉ ＋１，

ｔｒ {
Ｑ１ Ｏ
Ｏ Ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＋

γＨｉ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] ＴＴｋ＋１ Ｉ　 ＫＴｉ[ ] } ＝ Ｇ^ＴＺ^ｋ ＋ γＺ^Ｔｋ＋１Ｈ^ｉ ．

由最小二乘法可知，至少需要收集 Ｎ 组数据，即

Ｎ≥ １
２
（ｎ ＋ ｑ ＋ ｍ）（ｎ ＋ ｑ ＋ ｍ ＋ １） ．记 Ｚ^Ｔｋ＋Ｎ 为收集的

Ｎ 个 状 态 信 息 构 成 的 矩 阵，Ｚ^Ｔｋ＋Ｎ ＝

Ｚ^１，Ｚ^２，Ｚ^３，…，Ｚ^Ｎ[ ] Ｔ，如果矩阵 Ｚ^Ｔｋ＋Ｎ 是列满秩的，则
式（３６） 可以由下式直接求解：

２５５
张正义，等．基于 Ｑ学习算法的随机离散时间系统的随机线性二次最优追踪控制．

ＺＨＡＮＧ Ｚｈｅｎｇｙｉ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｌｉｎｅａｒ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｔｉｍｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｑ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ．



Ｈ^ｉ＋１ ＝ （Ｚ^ｋ＋ＮＺ^Ｔｋ＋Ｎ）
－１Ｚ^ｋ＋Ｎ（Ｇ^ＴＺ^ｋ＋Ｎ ＋ γＺ^Ｔｋ＋１＋ＮＨ^ｉ）， （３７）

Ｑ学习算法的流程如图 １所示．
注 ４　 因为 Ｈ 是维度为（ｎ ＋ ｑ ＋ ｍ） × （ｎ ＋ ｑ ＋

ｍ） 的对称矩阵，因此可知Ｈ有
１
２
（ｎ ＋ ｑ ＋ ｍ） × （ｎ ＋

ｑ ＋ ｍ ＋ １） 个独立元素，所以求解式（３７）：
１） 至少需要与 Ｈ 独立元素相同数量的方程，也

就是必须保证 ｒａｎｋ（ Ｚ^Ｔｋ＋Ｎ）＝
１
２
（ｎ ＋ ｑ ＋ ｍ） × （ｎ ＋ ｑ ＋

ｍ ＋ １），收集足够多的数据以保证式（３７） 可解；
２） 同时在系统（１３） 需要引入探测噪声，以保证

能够充分探测系统参数信息．

５　 系统仿真

本节给出一个仿真实例来说明 Ｑ学习算法的有

效性．
假设乘性噪声随机线性系统动态模型如下：

ｘｋ＋１ ＝
０ ２ － ０ ８
０ ５ － ０ ７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘｋ ＋

０ ０３
－ ０ ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕｋ ＋

　 　
－ ０ ０４ ０ ４
－ ０ ３ ０ １３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｘｋ ＋

０ ０５
－ ０ ３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｕｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗｋ，

ｙｋ ＝ ［３　 ３］ｘｋ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３８）

　 　 假设参考轨迹的动态模型如下：
ｒｋ＋１ ＝ － ｒｋ ． （３９）
设置 Ｑ ＝ １０，Ｒ ＝ １，γ ＝ ０ ９，增广系统的初始状

态 Ｘ０ ＝
１０
１０
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，参考轨迹的初始状态 ｒ０ ＝ １．更具一般

性，初始化Ｈ ＝ Ｉ，此时Ｋ ＝ ０ ０ ０[ ] ，在每一次迭代过

程中，加入探测噪声并收集 ２０ 组数据去求解更新控

制增益矩阵 Ｋ．经过 Ｑ学习算法迭代后，控制增益矩

阵曲线如图 ２所示．
为了验证 Ｑ学习算法迭代求解的 Ｋ矩阵的准确

性，需要把迭代计算的 Ｋ 矩阵同 ＳＡＥ 方程求解出的

最优控制增益矩阵 Ｋ∗ 比较．首先通过式（１６）、（１７）
的 ＳＡＥ方程求得系统的最优控制矩阵 Ｋ∗ ．Ｋ 矩阵收

敛到最优控制矩阵 Ｋ∗ 的过程如图 ３所示．由图 ３ 可

以看出，随着迭代次数的增加，控制矩阵 Ｋ 收敛到最

优控制矩阵 Ｋ∗，并且 Ｐ 收敛到代数方程的解 Ｐ∗ ．Ｐ
收敛到代数方程的解 Ｐ∗ 的过程如图 ４所示，验证了

Ｑ学习算法的有效性．
追踪问题的目标是追踪到参考信号轨迹，结果

如图 ５所示，系统的期望输出 Ｅ（ｙ） 追踪到了参考轨

迹 ｒ．

图 １　 Ｑ学习算法流程

Ｆｉｇ １　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ Ｑ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ

３５５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５４８⁃５５５

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５４８⁃５５５



图 ２　 控制增益矩阵 Ｋ 曲线

Ｆｉｇ ２　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌ ｇａｉｎ ｍａｔｒｉｘ Ｋ

图 ３　 控制矩阵 Ｋ 的收敛

Ｆｉｇ ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌ ｇａｉｎ ｍａｔｒｉｘ Ｋ

图 ４　 矩阵 Ｐ 的收敛

Ｆｉｇ ４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｍａｔｒｉｘ Ｐ

图 ５　 系统的期望输出曲线

Ｆｉｇ ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｏｕｔｐｕｔ Ｅ（ｙ）

６　 结论

通常来说，求解随机最优追踪控制问题需要完

全的系统参数信息，本文针对离散时间系统的随机

线性二次最优追踪控制问题，推导了 Ｑ学习算法，给
出算法的具体实现步骤，使用 Ｑ 学习算法在线解决

追踪控制问题而无需系统模型参数，最后给出仿真

结果表明系统输出可以有效地追踪参考轨迹．
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