
ＤＯＩ：１０．１３８７８ ／ ｊ．ｃｎｋｉ．ｊｎｕｉｓｔ．２０２１．０５．００５

左凰１ 　 戴喜生１ 　 邓飞其２

随机分布参数切换系统的输入输出
有限时间稳定与镇定

摘要
本文研究了一类随机分布参数切换

系统的输入输出有限时间稳定问题．首
先，给出了系统在均方意义下输入输出
有限时间稳定的概念．其次，通过利用分
片 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数、平均驻留时
间及线性矩阵不等式等工具，建立了随
机分布参数切换系统输入输出有限时间
稳定的充分条件；设计一个状态反馈控
制器确保相应的闭环系统输入输出有限
时间稳定，并以严格的数学推导加以证
明．最后，通过两个仿真例子验证了所得
结果的有效性．
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０　 引言

　 　 系统的稳定性是控制科学中的一个非常重要的研究课题．通常人

们关注系统在无穷时间区间上的行为，如渐近稳定［１］、指数稳定［２］

等，系统状态在运行足够长的时间后会恢复到平衡态．但对于实际应

用而言，具有 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定的系统在有限的时间区间内很可能存在

不良的瞬态性能，因此有限时间稳定性分析对系统在给定时间区间

内的暂态性能的表现有重要意义．Ｄｏｒａｔｏ［３］于 １９６１年首次提出了短时

间稳定的概念，这是有限时间稳定概念的雏形．随后吸引了大量学者

对系统的有限时间稳定性进行研究［４⁃６］ ．２０１０年，Ａｍａｔｏ 等［７］延续了传

统的有限时间稳定概念，针对线性时变系统提出了新的概念即输入

输出有限时间稳定，指的是满足零初值条件的系统运行在给定时间

区间上，给定一类有界的输入信号，系统的输出在该时间区间内始终

不会超出给定的界．由于输入输出有限时间稳定的系统具有良好的抗

干扰性［８］和鲁棒性［９］，因此在提出后受到了极大的关注．输入输出有

限时间稳定也因此推广到更广泛的系统中，如分数阶系统［１０］、切换系

统［１１］、脉冲系统［１２］等．
随机分布参数系统是一类由随机偏微分方程描述的无穷维随机

系统，如大气海洋动力学模型［１３］、生物种群模型［１４］、神经动力学模

型［１５］等．文献［１６］利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数方法对具有时变时滞

的随机反应扩散 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ神经网络的有限时间稳定问题进行

了研究；文献［１７］对随机反应扩散系统的有限时间稳定问题做了研

究，包括分别设计分布式控制器和边界控制器对控制系统进行有限

时间镇定、 Ｈ¥ 和鲁棒有限时间控制．
受到环境等因素的影响，单一模型并不能很好地刻画真实运行

的系统，目前考虑的办法就是建立由有限数量的子系统和相应的切

换规则构成的切换系统，如网络控制系统［１８］、ＤＣ ／ ＤＣ逆变器［１９］、飞行

控制系统［２０］等．对于切换分布参数系统，文献［２１］将有限时间有界和

有限时间控制问题扩展到切换分布参数系统中，并设计基于事件触

发序列的输出反馈控制器使得闭环系统有限时间有界；文献［２２］对
一类不确定的随机分布参数切换系统的稳定性进行了研究，利用 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ函数方法、随机分析理论中的无穷维伊藤公式、指数鞅不等式



　 　 　 　等工具，分别得到了系统均方稳定、均方指数稳定以

及几乎必然指数稳定的充分条件；文献［２３］研究了

带马尔可夫跳变的随机反应扩散系统的有限时间稳

定问题，并以线性矩阵不等式形式给出了边界控制

器存在的充分条件．然而，关于随机分布参数切换系

统输入输出有限时间稳定的问题还少有研究，综合

以上分析，激发本文对此进行研究．
在本文中， Ｒｎ 表示 ｎ 维实向量构成的集合，

Ｒｎ×ｍ 表示全体 ｎ × ｍ 维实矩阵构成的集合． Ｉｑ 表示 ｑ
维单位矩阵． Ｃ２，１（Ｒｎ × Ｒ ＋；Ｒ ＋ ） 表示实值函数 ｆ（ ｚ，
ｔ）：Ｒｎ × Ｒ ＋→ Ｒ ＋ 构成的函数空间，且 ｆ 关于 ｚ 二阶

连续可微，关于 ｔ 一阶连续可微． Ｗ１，２（［ａ，ｂ），Ｒｎ） 表

示绝对连续的 ｎ 维实值向量函数 φ（·，η）： ａ，ｂ[ ) →
Ｒｎ 构成的函数空间，且 φ 关于 η 一阶可微，满足

∂φ（·，η） ／ ∂η 平方可积．对实矩阵或实向量Π，ΠＴ表

示其转置， ｔｒａｃｅ（Π）表示矩阵Π的迹，Π ＞ ０（Π ＜
０ ）意味着该矩阵正定（负定），记号“∗”表示矩阵

的对称元素．对随机变量 ζ，其数学期望表示为 Εζ．

１　 问题表述

考虑如下随机分布参数切换系统：

ｄｘ（ ｔ，η） ＝ （Ｄσ（ ｔ）
∂２ｘ（ ｔ，η）
∂η ２

＋ Ａσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η） ＋

　 　 Ｆσ（ ｔ） ｖ（ ｔ，η））ｄｔ ＋ Ｇσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η）ｄｗ（ ｔ），
ｙ（ ｔ，η） ＝ Ｃσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η），
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ï
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ïï

（１）

满足的初边值条件如下：
ｘ（０，η） ＝ ０，　 ∀η ∈ （０，ｌ）， （２）
ｘ（ ｔ，０） ＝ ｘ（ ｔ，ｌ） ＝ ０， （３）

其中， ｔ∈Ｒ ＋ 是时间变量， η∈ ０，ｌ( ) 是空间变量， ｌ
是一正常数． σ：Ｒ ＋→ H ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝ 表示切换函

数，有限正整数 Ｎ 表示子系统的个数，且假定 σ（ ｔ）
是分片右连续的， ｔｋ（ｋ∈Ｒ） 表示切换时刻， ｛ ｔ０ ＝ ０，
ｔ１，ｔ２，…｝ 为切换时间序列． ｔ ∈ ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) 时，若
σ（ ｔ） ＝ ｉ ， ｉ∈H，表示系统在 ｔｋ 时刻切换到第 ｉ个子

系统运行． Ｄσ（ ｔ） ＞ ０ 是 ｎ 维正定矩阵， Ａσ（ ｔ），Ｆσ（ ｔ），
Ｇσ（ ｔ），Ｃσ（ ｔ） 分别是具有合适维数的系数矩阵． ｘ（ ｔ，
η） ∈ Ｒｎ 和 ｙ（ ｔ，η） ∈ Ｒｍ 分别是系统的状态向量和

输出向量， ｖ（ ｔ，η） ∈Ｒｑ 是扰动输入． ｗ（ ｔ） 是定义在

完备概率空间 （Ω，F，P） 上具有自然流 （Fｔ） ｔ≥０ 的

一维标准布朗运动，对给定的时间 Ｔ ＞ ０，扰动 ｖ（ ｔ，
η） 满足如下约束条件：

Ｅ ∫Ｔ
０
∫ｌ
０
ｖＴ（ ｔ，η）ｖ（ ｔ，η）ｄη ＜ δ，　 δ ＞ ０． （４）

根据文献 ［ ２４ ］ 可知系统 （ １ ） 运 行 在 ｔ ∈

０，ｔ１[ ) 上时，即如下方程

ｄｘ（ ｔ，η） ＝ （Ｄσ（０）
∂２ｘ（ ｔ，η）
∂η ２

＋ Ａσ（０）ｘ（ ｔ，η） ＋

　 　 Ｆσ（０） ｖ（ ｔ，η））ｄｔ ＋ Ｇσ（０）ｘ（ ｔ，η）ｄｗ（ ｔ），
ｙ（ ｔ，η） ＝ Ｃσ（０）ｘ（ ｔ，η）
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在 （ ｔ，η） ∈ ０，ｔ１[ ) × ０，ｌ( ) 上有几乎必然连续的唯

一解 ｘ（ ｔ，η） ． 又由切换函数 σ（ ｔ） 分片右连续知

ｘ（ ｔ －１ ，η） ＝ ｘ（ ｔ１，η）， 即系统 （１）运行在时间区间

ｔ１，ｔ２[ ) 上的初值已知，那么系统 （ １）在 （ ｔ，η） ∈
ｔ１，ｔ２[ ) × ０，ｌ( ) 上有唯一解．由此归纳可以看出，对

给定的时间 Ｔ ＞ ０， 系统（１）在 （ ｔ，η） ∈ ０，Ｔ[ ) ×
０，ｌ( ) 上的解存在且唯一，状态轨迹 ｘ（ ｔ，η） 在时间

区间 ０，Ｔ[ ) 上几乎必然连续．
假设 １　 对给定的时间 Ｔ ＞ ０，切换函数 σ（ ｔ）

在有限时间区间 ０，Ｔ[ ) 上的切换次数仅为有限次．
定义 １［２５］ 　 对切换函数 σ（ ｔ） 和时刻 ｔ，ｓ 满足

０ ≤ｔ ≤ ｓ ，令 Ｎσ（ ｔ）（ ｔ，ｓ） 表示 σ（ ｔ） 在时间区间

ｔ，ｓ[ ) 上的切换次数，若存在非负常数 Ｎ０ 和正常数

τ ａ 满足如下关系：

Ｎσ（ ｔ）（ ｔ，ｓ） ≤ Ｎ０ ＋
ｓ － ｔ
τ ａ
，

则称 Ｎ０ 为抖振界， τ ａ 为平均驻留时间（ＡＤＴ）．为简

单起见，取 Ｎ０ ＝ ０．
考虑如下随机系统：
ｄｚ（ ｔ） ＝ ｆ（·，ｔ）ｄｔ ＋ ｇ（·，ｔ）ｄｗ（ ｔ），　 ｔ∈ Ｒ ＋ ．
定义 ２［２６］ 　 设 Ｖ（ ｚ，ｔ） ∈ Ｃ２，１（Ｒｎ × Ｒ ＋；Ｒ ＋），定

义从 Ｒｎ × Ｒ ＋ 到 Ｒ 的算子 LＶ ：
LＶ（ｚ，ｔ） ＝ Ｖｔ（ｚ，ｔ） ＋ Ｖｚ（ｚ，ｔ） ｆ（·，ｔ） ＋

　 　 １
２
ｔｒａｃｅ［ｇＴ（·，ｔ）Ｖｚｚ（ ｚ，ｔ）ｇ（·，ｔ）］，

这里

Ｖｔ（ｚ，ｔ） ＝
∂Ｖ（ｚ，ｔ）
∂ｔ

，

Ｖｚ（ｚ，ｔ） ＝
∂Ｖ（ｚ，ｔ）
∂ｚ１

，∂Ｖ（ｚ，ｔ）
∂ｚ２

，…，∂Ｖ（ｚ，ｔ）
∂ｚｎ
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Ｖｚｚ（ｚ，ｔ） ＝
∂２Ｖ（ｚ，ｔ）
∂ｚｉ∂ｚ ｊ
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ｎ×ｎ
．

定义 ３［２７］ 　 在零初值条件下，给定 ｍ 维正定矩

阵 Ｒ和正标量 ｃ，Ｔ，δ ，若对任意满足条件（４）的扰动

输入 ｖ（ ｔ，η） ，都有

Ｅ ∫ｌ
０
ｙＴ（ ｔ，η）Ｒｙ（ ｔ，η）ｄη ＜ ｃ

对∀ｔ∈ ０，Ｔ[ ) 成立，则称系统（１）在均方意义下关

于 （ｃ，Ｔ，Ｒ，σ（ ｔ）） 输入输出有限时间稳定．

１４５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５４０⁃５４７
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对如下切换随机分布参数控制系统：

ｄｘ（ ｔ，η） ＝ （Ｄσ（ ｔ）
∂２ｘ（ ｔ，η）
∂η ２

＋ Ａσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η） ＋

　 　 Ｂσ（ ｔ）ｕ（ ｔ，η） ＋ Ｆσ（ ｔ） ｖ（ ｔ，η））ｄｔ ＋
　 　 Ｇσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η）ｄｗ（ ｔ），
ｙ（ ｔ，η） ＝ Ｃσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η），
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（５）

这里 （ ｔ，η） ∈ Ｒ ＋ × ０，１( ) ，ｕ（ ｔ，η） ∈ Ｒｒ 是控制输

入．系统（５）同样满足初值条件（２）和边值条件（３）．
选取状态反馈控制器为

ｕ（ ｔ，η） ＝ Ｋσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η）， （６）
这里 Ｋσ（ ｔ） ∈ Ｒｒ×ｎ 是状态反馈增益矩阵．

把控制器的表达式（６）代入系统（５）可得闭环

系统

ｄｘ（ ｔ，η） ＝ （Ｄσ（ ｔ）
∂２ｘ（ ｔ，η）
∂η ２

＋ Ａｃσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η） ＋

　 　 Ｆσ（ ｔ） ｖ（ ｔ，η））ｄｔ ＋ Ｇσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η）ｄｗ（ ｔ），
ｙ（ ｔ，η） ＝ Ｃσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η），

ì

î

í

ï
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ï
ïï

（７）

式中 Ａｃσ（ ｔ） ＝ Ａσ（ ｔ） ＋ Ｂσ（ ｔ）Ｋσ（ ｔ） ．
引理 １［２８］ 　 设 β（η） ∈ Ｗ１，２（［ａ，ｂ），Ｒｎ），满足

β（ａ） 或 β（ｂ） ＝ ０，Ｑ∈Ｒｎ×ｎ 且Ｑ ＞ ０，则以下不等式

成立：

∫ｂ
ａ
β Ｔ（ ｓ）Ｑβ（ ｓ）ｄｓ≤ （ｂ

－ ａ） ２

π２ ∫
ｂ

ａ
β Ｔｓ（ ｓ）Ｑβ ｓ（ ｓ）ｄｓ，

这里 β ｓ（ ｓ） ＝
∂β １（ ｓ）
∂ｓ
，
∂β ２（ ｓ）
∂ｓ
，…，

∂β ｎ（ ｓ）
∂ｓ
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Ｔ

．

引理 ２［２９］ 　 对常数 Ｍ≥ ０，ｐ 和 ｑ，若定义在［０，
Ｔ） 上的实值连续函数 ｇ（ ｔ） 和 ｈ（ ｔ） 满足

ｇ（ ｔ） ≤Ｍ ＋ ∫ｔ
０
［ｐｇ（ ｓ） ＋ ｑｈ（ ｓ）］ｄｓ，　 ∀ｔ∈ ０，Ｔ[ ) ，

则有

ｇ（ ｔ） ≤Ｍｅｐｔ ＋ ∫ｔ
０
ｅｐ（ ｔ －ｓ） ｑｈ（ ｓ）ｄｓ，　 ∀ｔ∈ ０，Ｔ[ ) ．

引理 ３（Ｓｃｈｕｒ􀆳ｓ 补引理） 　 对矩阵 Ｔ，Ｓ 和 Ｎ，若
Ｔ ＝ ＴＴ，Ｓ ＞ ０，则不等式Ｔ ＋ ＮＳ －１ＮＴ ＜ ０成立当且仅

当
Ｔ Ｎ
ＮＴ － Ｓ
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ç
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ø
÷ ＜ ０成立．

２　 主要结论

首先给出系统（１）输入输出有限时间稳定的充

分条件，然后针对控制系统（５）设计一个状态反馈控

制器（６），使得闭环系统（７）输入输出有限时间稳定．
定理 １　 给定正标量 ｃ，Ｔ，δ，标量 λ ＞ １和 ｎ 维

矩阵 Ｒ ＞ ０，若存在正定对称矩阵 Ｐ ｉ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｑｉ ∈

Ｒｑ×ｑ，∀ｉ，ｊ∈ H，以及正标量 α，ρ １，ρ ２，满足：

Σ ｉ Ｐ ｉＦｉ ＧＴｉ Ｐ ｉ

∗ － Ｑｉ ０
∗ ∗ － Ｐ ｉ
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ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＜ ０， （８）

－ Ｐ ｉ ρ １ ＣＴ

∗ － Ｒ －１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０， （９）

０ ＜ Ｑｉ ＜ ρ ２Ｉｑ， （１０）

α ＜ １
Ｔ
ｌｎ ｃ

ρ －１
１ ρ ２δ

， （１１）

Ｐ ｉ ＜ λＰ ｊ， （１２）
对任意切换函数 σ（ ｔ） ，其平均驻留时间若满足如下

不等式：

τ ａ ≥ τ∗ａ ＝ Ｔｌｎλ
ｌｎｃ － ｌｎρ －１

１ ρ ２δｅαＴ
， （１３）

则系统（１）在均方意义下关于 （ｃ，Ｔ，Ｒ，σ（ ｔ）） 输入

输出有限时间稳定．
其 中， Σ ｉ ＝ ＡＴｉ Ｐ ｉ ＋ Ｐ ｉＡｉ － αＰ ｉ －

π２ ｌ －２ Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ，τ ａ
∗ 为切换信号的最短平均

驻留时间．
证明　 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数：

Ｖσ（ ｔ）（ｘ（ ｔ，η），ｔ） ＝ ∫ｌ
０
ｘＴ（ ｔ，η）Ｐσ（ ｔ）ｘ（ ｔ，η）ｄη，

设此时 ｔ∈ ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) ，若 σ（ ｔｋ） ＝ ｉ ，即系统（１）在时

间区间 ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) 上切换到第 ｉ 个子系统．为方便起

见，令 Ｖｉ（ ｔ） ∶ ＝ Ｖｉ（ｘ（ ｔ，η），ｔ） ， ｘ ∶ ＝ ｘ（ ｔ，η），ｘη ∶ ＝

ｘη（ ｔ，η） ＝
∂ｘ（ ｔ，η）
∂η

，ｖ ∶ ＝ ｖ（ ｔ，η） ．

沿着系统（１）在 ｔ ∈ ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) 时间区间上计算

LＶｉ（ ｔ） 可以得到

LＶｉ（ ｔ） ＝ ∫ｌ
０
２ｘＴＰ ｉ Ｄｉ

∂２ｘ
∂η ２

＋ Ａｉｘ ＋ Ｆｉｖ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄη ＋

１
２ ∫

ｌ

０
ｔｒａｃｅ［（Ｇｉｘ） ＴＶｉｘｘＧｉｘ］ｄη ＝

２ ∫ｌ
０
ｘＴＰ ｉＤｉ

∂２ｘ
∂η ２
ｄη ＋ ∫ｌ

０
ｘＴ ＡＴｉ Ｐ ｉ ＋ Ｐ ｉＡｉ( ) ｘｄη ＋

２ ∫ｌ
０
ｘＴＰ ｉＦｉｖｄη ＋ ∫ｌ

０
ｘＴＧＴｉ Ｐ ｉＧｉｘｄη， （１４）

由分部积分公式和边界条件（３）可得

２ ∫ｌ
０
ｘＴＰ ｉＤｉ

∂２ｘ
∂η ２
ｄη ＝ ２ｘＴＰ ｉＤｉｘη

ｌ
０ － ２ ∫ｌ

０
ｘＴηＰ ｉＤｉｘηｄη ＝

－ ∫ｌ
０
ｘＴη Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ｘηｄη， （１５）

注意到 ｘ（ ｔ，ｌ） ＝ ０，那么对式（１５） 应用引理 １，有

２４５
左凰，等．随机分布参数切换系统的输入输出有限时间稳定与镇定．

ＺＵＯ Ｈｕａｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｉｎｐｕｔ⁃ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ．



２ ∫ｌ
０
ｘＴＰ ｉＤｉ

∂２ｘ
∂η ２
ｄη ＝ － ∫ｌ

０
ｘＴη Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ｘηｄη ≤

－ π２ ｌ －２ ∫ｌ
０
ｘＴ Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ｘｄη． （１６）

将不等式（１６）代入到式（１４）可得

LＶｉ（ ｔ） ≤－ π２ ｌ －２ ∫ｌ
０
ｘＴ Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ｘｄη ＋

∫ｌ
０
ｘＴ ＡＴｉ Ｐ ｉ ＋ Ｐ ｉＡｉ( ) ｘｄη ＋ ２ ∫ｌ

０
ｘＴＰ ｉＦｉｖｄη ＋

∫ｌ
０
ｘＴＧＴ

ｉ Ｐ ｉＧｉｘｄη， （１７）

于是有

LＶｉ（ ｔ） － αＶｉ（ ｔ） － ∫ｌ
０
ｖＴＱｉｖｄη ≤

∫ｌ
０
ｘＴ ＡＴｉ Ｐ ｉ ＋ Ｐ ｉＡｉ ＋ ＧＴｉ Ｐ ｉＧｉ － αＰ ｉ( ) ｘｄη －

π２ ｌ －２ ∫ｌ
０
ｘＴ Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ｘｄη ＋ ２ ∫ｌ

０
ｘＴＰ ｉＦｉｖｄη －

∫ｌ
０
ｖＴＱｉｖｄη ＝ ∫ｌ

０
γ ＴΘｉγｄη， （１８）

这里 γ ＝ ｘ ｖ( ) Ｔ，Θｉ ＝
Πｉ Ｐ ｉＦｉ

∗ － Ｑｉ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Πｉ ＝ ＡＴｉ Ｐ ｉ ＋

Ｐ ｉＡｉ ＋ ＧＴｉ Ｐ ｉＧｉ － αＰ ｉ － π２ ｌ －２ Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ．
对式（８）应用 Ｓｃｈｕｒ􀆳ｓ 补引理可得 Θｉ ＜ ０． 将

Θｉ ＜ ０代入式（１８）并两边取期望有

ＥLＶｉ（ ｔ） ＜ αＥＶｉ（ ｔ） ＋ Ｅ ∫ｌ
０
ｖＴＱｉｖｄη ＜

　 　 αＥＶｉ（ ｔ） ＋ ρ ２Ｅ ∫ｌ
０
ｖＴｖｄη． （１９）

由无穷维伊藤公式知

Ｖｉ（ｔ） ＝ Ｖｉ（ｔｋ） ＋ ∫ｔ
ｔｋ
LＶ（ｓ）ｄｓ ＋ ∫ｔ

ｔｋ
∫ｌ
０
２ｘＴＰｉＧｉｘｄηｄｗ（ｓ），

（２０）
对式（２０）两边取期望后，把式（１０）和式（１９）代入有

ＥＶｉ（ ｔ） ＝ ＥＶｉ（ ｔｋ） ＋ ∫ｔ
ｔｋ
ＥLＶｉ（ ｓ）ｄｓ ＜

ＥＶｉ（ ｔｋ） ＋ ∫ｔ
ｔｋ

αＥＶｉ（ ｓ） ＋ ρ ２Ｅ ∫ｌ
０
ｖＴｖｄη( ) ｄｓ， （２１）

对式（２１）应用引理 ２可得

ＥＶｉ（ ｔ） ＜ ｅα（ ｔ －ｔｋ）ＥＶｉ（ ｔｋ） ＋ ρ ２ ∫ｔ
ｔｋ
ｅα（ ｔ －ｓ）Ｅ ∫ｌ

０
ｖＴｖｄηｄｓ ＜

ｅα（ ｔ －ｔｋ） ＥＶｉ（ ｔｋ） ＋ ρ ２Ｅ ∫ｔ
ｔｋ
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ( ) （２２）

对∀ｔ∈ ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) 成立．
为方便书写，对 ∀ｔｅ ∈ ｛ ｔ０ ＝ ０，ｔ１，ｔ２，…｝，定义

􀭰ｅ ＝σ（ ｔｅ）∈H．由式（１２）可知 Ｖ ｅ－（ ｔｅ） ≤λＶ ｅ－（ ｔ
－
ｅ ），于

是对式（２２）有

ＥＶｉ（ｔ） ＜ ｅα（ｔ－ｔｋ） ＥＶｉ（ｔｋ） ＋ ρ２Ｅ ∫ｔ
ｔｋ
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ( ) ≤

λｅα（ ｔ －ｔｋ）ＥＶｉ（ ｔ
－
ｋ ） ＋ ρ ２ｅα（ ｔ

－ｔｋ）Ｅ ∫ｔ
ｔｋ
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ ＜

λｅα（ｔ－ｔｋ）·ｅα（ｔｋ－ｔｋ－１） ＥＶｋ－１（ｔｋ－１） ＋ ρ２Ｅ∫ｔ ｋ
ｔｋ－１
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ( ) ＋

ρ ２ｅα（ ｔ
－ｔｋ）Ｅ ∫ｔ

ｔｋ
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ ＝ λｅα（ ｔ －ｔｋ－１）ＥＶｋ－１（ ｔｋ－１） ＋

λρ２ｅα（ｔ
－ｔｋ－１）Ｅ∫ｔ ｋ

ｔｋ－１
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ ＋ ρ２ｅα（ｔ

－ｔｋ）Ｅ ∫ｔ
ｔｋ
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ ＜

λｅα（ ｔ －ｔｋ－１） ＥＶｋ－１（ｔｋ－１） ＋ ρ２Ｅ ∫ｔ
ｔｋ－１
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ( ) ＜ … ＜

λ ｋｅαｔ ＥＶ０－（０） ＋ ρ ２Ｅ ∫ｔ
０
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ( ) ， （２３）

那么，结合定义 １ 并把初值条件（２）代入到式（２３）
可得

ＥＶｉ（ ｔ） ＜ ρ ２λ Ｔ ／ τａｅαＴ（Ｅ ∫Ｔ
０
∫ｌ
０
ｖＴｖｄηｄｓ） ＜ ρ ２δλ Ｔ ／ τａｅαＴ ．

（２４）
根据系统（１）的输出方程有

Ｅ ∫ｌ
０
ｙＴＲｙｄη ＝ Ｅ ∫ｌ

０
（Ｃｉｘ）ＴＲＣｉｘｄη ＝ Ｅ ∫ｌ

０
ｘＴＣＴｉ ＲＣｉｘｄη，

对式（９）应用引理 ３并结合式（２４）可得

Ｅ ∫ｌ
０
ｙＴＲｙｄη ＝ Ｅ ∫ｌ

０
ｘＴＣＴｉ ＲＣｉｘｄη ＜

ρ －１
１ Ｅ ∫ｌ

０
ｘＴＰ ｉｘｄη ＝ ρ －１

１ ＥＶｉ（ ｔ） ＜ ρ －１
１ ρ ２δλ Ｔ ／ τａｅαＴ ．

（２５）
最后，把式（１３）代入到式（２５）可推得

Ｅ ∫ｌ
０
ｙＴＲｙｄη ＜ ｃ． （２６）

证明完毕．
定理 ２　 给定正标量 ｃ，Ｔ，δ，标量 λ ＞ １和 ｎ 维

矩阵 Ｒ ＞ ０，若存在正定对称矩阵 Ｓｉ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｑｉ ∈
Ｒｑ×ｑ 和常矩阵 Γｉ ∈ Ｒｒ×ｎ，∀ｉ，ｊ∈ H，以及正标量 α，
ρ １，ρ ２，满足

Ξｉ Ｆｉ ＳｉＧｉ

∗ － Ｑｉ ０
∗ ∗ － Ｓｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＜ ０， （２７）

－ Ｓｉ ρ １ ＳｉＣＴｉ
∗ － Ｒ －１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ＜ ０， （２８）

０ ＜ Ｑｉ ＜ ρ ２Ｉｑ， （２９）

α ＜ １
Ｔ
ｌｎ ｃ

ρ －１
１ ρ ２δ

， （３０）

Ｓｉ ＜ λＳ ｊ ． （３１）
对任意切换函数 σ（ ｔ） ，其平均驻留时间若满足

３４５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５４０⁃５４７

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５４０⁃５４７



如下不等式

τ ａ ≥ τ∗ａ ＝ Ｔｌｎλ
ｌｎｃ － ｌｎρ －１

１ ρ ２δｅαＴ
， （３２）

则在状态反馈控制律（６）下，系统（５）在均方意义下

关于 （ｃ，Ｔ，Ｒ，σ（ ｔ）） 输入输出有限时间稳定．
其中， Ξｉ ＝ ＡｉＳｉ ＋ ＳｉＡＴｉ ＋ ＢｉΓｉ ＋ ΓＴｉ ＢＴｉ － αＳｉ －

π２ ｌ －２ ＤｉＳｉ ＋ ＳｉＤＴｉ( ) ，τ∗ａ 为切换信号的最短平均驻

留时间．此时，相应的状态反馈增益矩阵为 Ｋｉ ＝
ΓｉＳ

－１
ｉ ．
证明　 由定理 １可知，系统（５）在状态反馈控制

律（６）下关于 （ｃ，Ｔ，Ｒ，σ（ ｔ）） 输入输出有限时间稳

定的充分条件为：对闭环系统（７）存在正定对称矩阵

Ｐ ｉ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｑｉ ∈ Ｒｑ×ｑ，∀ｉ，ｊ∈ H，以及正标量 α，ρ １，
ρ ２ 满足：

Σｃｉ Ｐ ｉＦｉ ＧＴｉ Ｐ ｉ

∗ － Ｑｉ ０
∗ ∗ － Ｐ ｉ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＜ ０， （３３）

以及条件 （ ９）—（ １３）．其中 Σｃｉ ＝ ＡＴｉ Ｐ ｉ ＋ Ｐ ｉＡｉ ＋
ＫＴｉ ＢＴｉ Ｐ ｉ ＋ Ｐ ｉＢｉＫｉ － αＰ ｉ － π２ ｌ －２ Ｐ ｉＤｉ ＋ ＤＴｉ Ｐ ｉ( ) ．

在式 （３３） 两边同时左乘右乘 ｄｉａｇ｛Ｐ －１
ｉ ，Ｉｎ，

Ｐ －１
ｉ ｝，并令 Ｓｉ ＝ Ｐ －１

ｉ ，Γｉ ＝ ＫｉＳｉ，可得式（２８） 成立；在
式（９） 两边同时左乘右乘 ｄｉａｇ｛Ｐ －１

ｉ ，Ｉｎ｝ 有式（２７）成
立；在式（１２）两边同时左乘 Ｐ －１

ｉ 右乘 Ｐ －１
ｊ ，并注意到 ｉ

和 ｊ 的任意性可得式（３１）成立；由式（１１）和（１３）分
别可得式（３０）和（３２）成立．故在状态反馈控制律

（６）下，式（２７）—（３２）可保证系统（５）在均方意义

下关于 （ｃ，Ｔ，Ｒ，σ（ ｔ）） 输入输出有限时间稳定，且
相应的状态反馈增益矩阵为 Ｋｉ ＝ ΓｉＳ

－１
ｉ ．

证明完毕．

３　 仿真算例

本节通过两个数值仿真例子来分别验证定理 １
和定理 ２结论的有效性．

３􀆰 １　 输入输出有限时间稳定

考虑具有两个模态的系统（１），其相应的系数矩

阵和扰动输入为

Ｄ１ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｄ２ ＝

１􀆰 １ ０
０ １􀆰 １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ａ１ ＝
－ ４ ０􀆰 １
２ － ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ａ２ ＝

－ ３􀆰 ５ ０
１ － ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｆ１ ＝
０􀆰 ８ － ０􀆰 １
０ ０􀆰 ８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｆ２ ＝

０􀆰 ８ ０
０ ０􀆰 ７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｇ１ ＝
０􀆰 ８ ０
０ ０􀆰 ８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｇ２ ＝

０􀆰 ９ ０
０ ０􀆰 ９

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

输入扰动 ｖ（ｔ，η） ＝ ２ｅ －０􀆰 ４ｔ ２ｅ －０􀆰 ４ｔ( ) Ｔ，其中 （ｔ，η） ∈
０，２[ ) × ［０，π］ ．初边值条件满足式（２）和（３）．

给定参数 ｃ ＝ ２􀆰 ６，Ｔ ＝ ２，δ ＝ ２５􀆰 ２，λ ＝ １􀆰 ００１，Ｒ ＝
Ｉ，同时取 ρ １ ＝ ８􀆰 ８，ρ ２ ＝ ０􀆰 ８９，α ＝ ０􀆰 ００７ １．通过解定

理 １中的线性矩阵不等式得可行解如下：

Ｐ１ ＝
１０􀆰 ４０４ ７ － ０􀆰 ６６１ ４
－ ０􀆰 ６６１ ４ ９􀆰 １３６ ６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｐ２ ＝
１０􀆰 ４０７ ７ － ０􀆰 ６６１ ７
－ ０􀆰 ６６１ ７ ９􀆰 １３９ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｑ１ ＝
０􀆰 ８１４ ４ ０􀆰 ０２０ ８
０􀆰 ０２０ ８ ０􀆰 ８５６ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｑ２ ＝

０􀆰 ８４３ ５ ０􀆰 ０２７ ７
０􀆰 ０２７ ７ ０􀆰 ８７０ ６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

再由式（１３）可解得

τ∗ａ ＝ Ｔｌｎλ
ｌｎｃ － ｌｎρ －１

１ ρ ２δｅαＴ
＝ ０􀆰 ３５０ ６，

于是可选取如图 １ 所示的切换函数 σ １（ ｔ） ，其 ＡＤＴ
满足 τ ａ ≥０􀆰 ３５０ ６，由定理 １可得系统（１） 在均方意

义下关于（ｃ ＝ ２􀆰 ６，Ｔ ＝ ２，Ｒ ＝ Ｉ，σ １（ ｔ）） 输入输出有

限时间稳定．通过仿真，可以得到图 ２、３ 所示的系统

输出轨迹和图 ４ 所示的系统输入输出有限时间稳

定．由图 ４可以看出，红色实线 Ｅ ∫π
０
ｙＴＲｙｄη 的轨迹始

终在蓝色点划线 ｃ ＝ ２􀆰 ６ 的下方，即系统（１）在均方

意义下关于 （ｃ ＝ ２􀆰 ６，Ｔ ＝ ２，Ｒ ＝ Ｉ，σ １（ ｔ）） 输入输出

有限时间稳定．

图 １　 系统的切换函数 σ１（ ｔ）

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ σ１（ ｔ） ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

３􀆰 ２　 输入输出有限时间镇定

考虑算例 １中开环系统（１）所对应的控制系统

４４５
左凰，等．随机分布参数切换系统的输入输出有限时间稳定与镇定．

ＺＵＯ Ｈｕａｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｉｎｐｕｔ⁃ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ．



图 ２　 输出轨迹 ｙ１（ ｔ，η）

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｏｕｔｐｕｔ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｙ１（ ｔ，η）

图 ３　 输出轨迹 ｙ２（ ｔ，η）

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｏｕｔｐｕｔ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｙ２（ ｔ，η）

图 ４　 系统输入输出有限时间稳定

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｉｎｐｕｔ⁃ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

（５），其相应的输入矩阵为

Ｂ１ ＝
０􀆰 ３ － ０􀆰 ４
０􀆰 １ 　 ０􀆰 ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｂ２ ＝

０􀆰 ４ － ０􀆰 ７
０􀆰 ２ 　 ０􀆰 １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

控制输入为 ｕ（ ｔ，η） ＝ ｕ１（ ｔ，η） ｕ２（ ｔ，η）( ) Ｔ ．
给定参数 ｃ ＝ ０􀆰 ４，Ｔ ＝ ２，δ ＝ ２５􀆰 ２，λ ＝ １􀆰 ０５，Ｒ ＝

Ｉ，同时取 ρ １ ＝ １０􀆰 １，ρ ２ ＝ ０􀆰 ０９，α ＝ ０􀆰 ０５８ １．通过解定

理 ２中的线性矩阵不等式得可行解如下：

Ｓ１ ＝
０􀆰 ０７１ ８ ５􀆰 ２８８ ６ × １０ －９

５􀆰 ２８８ ６ × １０ －９ ０􀆰 ０７１ ９
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｓ２ ＝
０􀆰 ０７２ ７ １􀆰 ２９９ × １０ －８

１􀆰 ２９９ × １０ －８ ０􀆰 ０７２ ７
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｑ１ ＝
０􀆰 ０６０ ２ １􀆰 ７１１ ７ × １０ －４

１􀆰 ７１１ ７ × １０ －４ ０􀆰 ０６０ ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｑ２ ＝
０􀆰 ０５９ ９ － ４􀆰 ５４５ × １０－１１

－ ４􀆰 ５４５ × １０－１１ ０􀆰 ０５９ ９
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Γ１ ＝
－ ８５􀆰 ２１８ ６ － ５４􀆰 ４２３ ９
６􀆰 ２９８ ７ － ５６􀆰 ７０７ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Γ２ ＝
－ ６􀆰 ０５０ ５ － ９９􀆰 ５９３ ８
３２􀆰 ５４９ １ － ５３􀆰 ８８５ ７

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀆰

于是可选取状态反馈增益矩阵

Ｋ１ ＝ Γ１Ｓ
－１
１ ＝

－ １ １８６􀆰 １ － ７５７􀆰 ４４２ ９
８７􀆰 ６７０ ３ － ７８９􀆰 ２２３ ５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｋ２ ＝ Γ２Ｓ
－１
２ ＝

－ ８２􀆰 ２０７ ５ － １ ３６９􀆰 ３
４４７􀆰 ６２４　 － ７４０􀆰 ８７１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

以及 ＡＤＴ满足 τ ａ ≥ τ∗ａ ＝ ０􀆰 ２１ 的切换函数 σ ２（ ｔ），
如图 ５所示．通过仿真可得引入状态反馈控制律（６）
后的闭环系统（５）的输入输出有限时间稳定，如图 ６

所示．可以看出红色实线 Ｅ ∫π
０
ｙＴＲｙｄη 的轨迹始终在

界 ｃ ＝ ０􀆰 ４的下方，即闭环系统（５）在均方意义下关

于 （ｃ ＝ ０􀆰 ４，Ｔ ＝ ２，Ｒ ＝ Ｉ，σ ２（ ｔ）） 输入输出有限时间

稳定．为了验证所设计控制器的有效性，令 ｕ（ ｔ，η） ＝
０即不加控制器的开环情形作为比较，通过仿真可

得开环系统的输入输出有限时间稳定，如图 ７ 所示．
可以观察到，不加控制器的开环系统（５）并不能在有

限时间区间 ［０，２） 上达到均方稳定，这也就验证了

本文所设计控制器是有效的．

４　 结束语

本文将输入输出有限时间稳定概念引入到了随

机分布参数切换系统中，并对随机分布参数切换系

统的输入输出稳定性进行了分析．考虑到该系统沿

着时间不断切换，通过选择 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数

并利用平均驻留时间方法得到了系统输入输出有限

时间稳定的充分条件，并设计了一个状态反馈控制

器来保证闭环系统输入输出有限时间稳定．此外，解

５４５
学报（自然科学版），２０２１，１３（５）：５４０⁃５４７

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（５）：５４０⁃５４７



图 ５　 系统的切换函数 σ２（ ｔ）

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ σ２（ ｔ） ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

图 ６　 闭环系统输入输出有限时间稳定

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｉｎｐｕｔ⁃ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ

图 ７　 开环系统输入输出有限时间稳定

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｉｎｐｕｔ⁃ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｏｐｅｎ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ

得了控制器的增益 Ｋσ（ ｔ） ．仿真结果表明了该结果的

有效性．本文系统的有限时间输入输出镇定问题是

基于控制器切换与子系统切换同步的情形即同步切

换，此后可以延伸到实际问题中常出现的控制器切

换存在滞后的异步切换，这对系统输入输出有限时

间的镇定问题提出了挑战，需要进一步讨论异步控

制器的设计问题．
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