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一类非线性中立型随机延迟微分方程的
截断型 θ⁃ＥＭ 方法

摘要
本文考虑了一类非线性中立型随机

延迟微分方程，其漂移项系数和扩散项
系数均是超线性增长的，且中立项满足
压缩映射条件．本文建立了这类方程的
截断型 θ⁃ＥＭ 算法，并得到了其收敛率．
最后，给出一个例子验证了理论结果．
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０　 引言

　 　 随机延迟微分方程在众多领域有着重要的应用．当随机微分方程

不仅依赖于过去和现在的状态，也依赖于包含延迟导数和方程本身

的时候，称这类方程为中立型随机延迟微分方程，对这类方程的研究

更加具有现实意义［１］ ．随机微分方程的解析解在很多情况下是无法被

计算出来的，因此可以用数值解来逼近解析解，比如 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ
（ＥＭ） 方法．当漂移项系数和扩散项系数均超线性增长时，文献［２］给
出了带有常延迟的随机微分方程的 θ⁃ＥＭ 方法，如果 θ ＝ ０，则截断型

θ⁃ＥＭ算法退化为截断型 ＥＭ算法．文献［３］给出了截断型 ＥＭ 算法及

其收敛率；文献［４］得到了随机延迟微分方程的 ＥＭ 算法的收敛性；
文献［５］分析了中立型随机微分方程的局部截断型 ＥＭ 算法和 θ 算

法．在文献［２］的基础上，本文给出了中立型随机延迟微分方程的截断

型 θ⁃ＥＭ算法及其数值解的收敛率．最后，通过一个简单的例子说明了

算法的有效性．

１　 相关知识

在本文中，做出如下符号规定．若 ｘ∈Ｒｎ，则 ｘ 表示Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ范

数．若 Ａ 是矩阵，则 Ａ 表示其迹范数，即 Ａ ＝ ｔｒａｃｅ（ＡＴＡ） ．若 ａ，ｂ
是实数，则 ａ∧ ｂ ＝ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝，ａ∨ ｂ ＝ｍａｘ｛ａ，ｂ｝，⌊ａ」表示不超过 ａ的

最大整数．令Ｒ ＋ ＝ ０， ＋ ∞[ ) ．若 Ｈ是一个集合，则ＩＩＨ 表示其示性函数，
这意味着，当 ω ∈ Ｈ 时，ＩＩＨ（ω） ＝ １，否则ＩＩＨ（ω） ＝ ０．令 Ｃ 表示一个任意

可变的正常实数．设（Ω，F， Fｔ{ } ｔ≥０，ＰＰ） 是一个完备的概率空间，其 σ
代数 流 Fｔ{ } ｔ≥０ 满 足 一 般 条 件， E是 定 义 在 ＰＰ 上 的 期 望． 设

C － ρ，０[ ] ；Ｒｎ( ) 是从 ［ － ρ，０］ 映射到 Ｒｎ 上的 ν 函数族， 其范数

‖ν‖ ＝ ｓｕｐ
－ρ≤ϑ≤０

ν（ϑ） ． 设 Lｐ
F０

－ ρ，０[ ] ；Ｒｎ( ) 是 F０ 可 测 的

C － ρ，０[ ] ；Ｒｎ( ) 值的 ξ 随机变量族， 且E‖ξ‖ｐ ＜ ∞ ． 设 Ｂ（ ｔ） ＝
（Ｂ１（ ｔ），Ｂ２（ ｔ），…，Ｂｍ（ ｔ）） Ｔ 是 ｍ 维 Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动．

在本文中，考虑非线性中立型随机延迟微分方程：
ｄ ｘ ｔ( ) － Ｄ ｘ ｔ － τ( )( )[ ] ＝ ｆ ｘ ｔ( ) ，ｘ ｔ － τ( )( ) ｄｔ ＋
　 　 ｇ ｘ ｔ( ) ，ｘ ｔ － τ( )( ) ｄＢ ｔ( ) ， （１）



其初值

ｘ０ ＝ ξ ∈ Lｐ
F０

－ τ，０[ ] ；Ｒｎ( ) ． （２）
其中 ｆ：Ｒｎ × Ｒｎ→Ｒｎ，ｇ：Ｒｎ × Ｒｎ→Ｒｎ×ｍ，Ｄ：Ｒｎ→Ｒｎ

都是连续且 Ｂｏｒｅｌ可测的函数．对初值和中立项施加

以下假设：
（Ａ１） 存在常数 Ｋ１ ＞ ０和 γ ∈ ０，１( ] ，使得：

ξ ｔ( ) － ξ（ ｓ） ≤ Ｋ１ ｔ － ｓ γ，　 ∀ － τ ≤ ｓ，ｔ≤ ０．
（３）

（Ａ２） Ｄ ０( ) ＝ ０和 Ｄ·( ) 满足压缩映射条件，即
存在一个常数 Ｋ２ ∈ ０，１( ) ，使得：
Ｄ ｘ( ) － Ｄ ｙ( ) ≤ Ｋ２ ｘ － ｙ ，　 ∀ｘ，ｙ∈ Ｒｎ ． （４）

下面开始定义中立型随机延迟微分方程（１）的
截断型 θ⁃ＥＭ 方法．首先，选取一个严格单调递减的

函数 φ： ０，１( ] → ０，∞( ) ，使得：

ｌｉｍ
Δ→０

φ Δ( ) ＝ ∞，Ｋφ Δ( ) Δ
１
４ ≤ １，　 ∀Δ∈ ０，１( ] ， （５）

其中， Ｋφ Δ( ) 是依赖于 φ Δ( ) 的函数．例如，对于某个

ε ∈ ０，１ ／ ８( ] ，令 φ Δ( ) ＝ Δ －ε 和 Ｋφ Δ( ) ＝ φ Δ( ) ．对于

给定的步长 Δ∈ ０，１( ] ，定义截断映射：

πΔ ｘ( ) ＝ ｘ ∧ φ Δ( )( )
ｘ
ｘ
， （６）

其中，若 ｘ ＝ ０，设 ｘ ／ ｘ ＝ ０．定义截断的漂移项系数

和扩散项系数：
ｆΔ ｘ，ｙ( ) ＝ ｆ πΔ ｘ( ) ，πΔ ｙ( )( ) ，
ｇΔ ｘ，ｙ( ) ＝ ｇ πΔ ｘ( ) ，πΔ ｙ( )( ) ． （７）
此外，不失一般性，假设存在两个正整数 Ｍ 和

Ｍ′ 使得 Δ ＝ τ
Ｍ

＝ Ｔ
Ｍ′

．定义 ｔｋ ＝ ｋΔ，ｋ ＝ － Ｍ， － Ｍ ＋ １，

…，０，…，Ｍ′ － １． 现在给出 （１） 的离散的截断型

θ⁃ＥＭ 算 法 的 定 义． 当 ｋ ＝ － Ｍ，…，０ 时， 令

ＸΔ ｔｋ( ) ＝ ξ ｔｋ( ) ，
ＸΔ ｔｋ＋１( ) ＝ ＸΔ ｔｋ( ) ＋ Ｄ ＸΔ ｔｋ＋１－Ｍ( )( ) －

Ｄ ＸΔ ｔｋ－Ｍ( )( ) ＋ θｆΔ ＸΔ ｔｋ＋１( ) ，ＸΔ ｔｋ＋１－Ｍ( )( ) Δ ＋
１ － θ( ) ｆΔ ＸΔ ｔｋ( ) ，ＸΔ ｔｋ－Ｍ( )( ) Δ ＋

ｇΔ ＸΔ ｔｋ( ) ，ＸΔ ｔｋ－Ｍ( )( ) ΔＢｋ， （８）
其中 ｋ ＝ ０，１，…，Ｍ′ － １，ΔＢｋ ＝ Ｂ ｔｋ＋１( ) － Ｂ ｔｋ( ) ．
定义：

ｘΔ ｔ( ) ＝∑
Ｍ′－１

ｋ ＝ ０
ＸΔ ｔｋ( ) ＩＩ ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) ｔ( ) ． （９）

另一种连续时间的数值格式定义为

ｘΔ ｔ( ) ＝ ξ ０( ) ＋ Ｄ ｘΔ ｔ － τ( )( ) － Ｄ ξ － τ( )( ) ＋
θｆΔ ｘΔ ｔ( ) ，ｘΔ ｔ － τ( )( ) Δ － θｆΔ ξ ０( ) ，ξ － τ( )( ) Δ ＋

∫ｔ
０
ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄｓ ＋

∫ｔ
０
ｇΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄＢ（ ｓ） ． （１０）

可以发现 ＸΔ ｔｋ( ) ＝ ｘΔ ｔｋ( ) ＝ ｘΔ ｔｋ( ) ．为了方便，记：
ｙΔ ｔ( ) ＝ ｘΔ ｔ( ) － θｆΔ ｘΔ ｔ( ) ，ｘΔ ｔ － τ( )( ) Δ 和

ｙΔ ｔ( ) ＝ ｘΔ ｔ( ) － θｆΔ ｘΔ ｔ( ) ，ｘΔ ｔ － τ( )( ) Δ． （１１）

２　 主要结论

为了得到（１）的截断型 θ⁃ＥＭ 算法的强收敛率，
需要对漂移项系数和扩散项系数施加以下假设：

（Ａ３）存在常数 ＬＲ ＞ ０，使得对任意的 ｘ，ｙ，ｘ，
ｙ∈ Ｒｎ 且 ｘ ∨ ｙ ∨ ｘ ∨ ｙ ≤ Ｒ，有：

ｆ ｘ，ｙ( ) － ｆ ｘ，ｙ( ) ∨ ｇ ｘ，ｙ( ) － ｇ ｘ，ｙ( ) ≤
　 　 ＬＲ ｘ － ｘ ＋ ｙ － ｙ( ) ． （１２）
在（Ａ４）之前，引入函数 Ｖｉ，ｉ ＝ １，２，３．假设存在

ＫＶｉ ＞ ０和 β ｉ ≥ １，使得对任意的 ｘ，ｙ∈ Ｒｎ，有：
０ ≤ Ｖｉ ｘ，ｙ( ) ≤ ＫＶｉ １ ＋ ｘ β ｉ ＋ ｙ β ｉ( ) ． （１３）

令 β ＝ ｍａｘ β ｉ{ } ，ｉ ＝ １，２，３．
（Ａ４） 存在常数 Ｋ３ ＞ ０，ｑ ＞ ２，使得对任意的 ｘ，

ｙ，ｘ，ｙ∈ Ｒｎ，有：
ｘ － Ｄ ｙ( ) － ｘ ＋ Ｄ ｙ( )( ) Ｔ ｆ ｘ，ｙ( ) － ｆ ｘ，ｙ( )( ) ＋

　 　 ｑ － １
２

ｇ ｘ，ｙ( ) － ｇ ｘ，ｙ( ) ２ ≤

　 　 Ｋ３ ｘ － ｘ ２ ＋ Ｖ１ ｙ，ｙ( ) ｙ － ｙ ２ ． （１４）
（Ａ５）存在常数 Ｋ４ ＞ ０和 ｐ ＞ ｑ，使得对任意的

ｘ，ｙ∈ Ｒｎ，有：

ｘ － Ｄ ｙ( )( ) Ｔ ｆ ｘ，ｙ( ) ＋ ｐ － １
２

ｇ ｘ，ｙ( ) ２ ≤

　 　 Ｋ４ １ ＋ ｘ ２( ) ＋ Ｖ２ ｙ，０( ) ｙ ２ ． （１５）
下面的引理证明了（１）解析解的有界性．
引理 １　 假设（Ａ２）—（Ａ５）成立．具有初值条件

（２） 的 中 立 型 随 机 延 迟 微 分 方 程 （ １ ） 在 ｔ ∈
－ τ，Ｔ[ ] 上存在唯一解 ｘ ｔ( ) ，且：
ｓｕｐ

－τ≤ｔ≤Ｔ
E ｘ ｔ( ) ｐ ＜ ∞，∀Ｔ ＞ ０．

（Ａ６） 存在常数 Ｋ５ ＞ ０和 ｐ ＞ ｑ，使得对任意的

ｘ，ｙ∈ Ｒｎ，有：

ｘ － Ｄ ｙ( )( ) Ｔ ｆΔ ｘ，ｙ( ) ＋ ｐ － １
２

ｇΔ ｘ，ｙ( ) ２ ≤

　 　 Ｋ５ １ ＋ ｘ ２( ) ＋ Ｖ３ ｙ，０( ) ｙ ２ ． （１６）
注 １　 当 Ｄ·( ) ＝ ０，由 （Ａ５） 可知对任意的 ｘ，

ｙ∈Ｒｎ，有：

ｘＴ ｆΔ ｘ，ｙ( ) ＋ ｐ － １
２

ｇΔ ｘ，ｙ( ) ２ ≤

　 　 Ｋ５ １ ＋ ｘ ２( ) ＋ Ｖ２ ｙ，０( ) ２ ｙ ２，
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其中 Ｋ５ ＝ ３Ｋ４ １ ／ φ １( )[ ] ∨ １( ) ． 即当不存在中立项

时，可以去掉（Ａ６）．
采用文献［２］中引理 ２．３ 的方法，可以得到下面

的引理．
引理 ２ 　 假设（Ａ３）成立．对任意的 ｘ，ｙ，ｘ，ｙ ∈

Ｒｎ，Δ∈ ０，１( ] 且 Ｋφ（Δ） ≥ １，有：
ｆΔ ｘ，ｙ( ) － ｆΔ ｘ，ｙ( ) ∨ ｇΔ ｘ，ｙ( ) － ｇΔ ｘ，ｙ( ) ≤
２Ｋφ（Δ） ｘ － ｘ ＋ ｙ － ｙ( ) ，

ｘ － Ｄ ｙ( ) － ｘ ＋ Ｄ ｙ( )( ) Ｔ ｆΔ ｘ，ｙ( ) － ｆΔ ｘ，ｙ( )( ) ≤
９Ｋ２φ（Δ） ｘ － ｘ ２ ＋ ｙ － ｙ ２( ) ．
由引理 ２可得：

｜ ｆΔ ｘ，ｙ( ) ｜∨｜ ｇΔ ｘ，ｙ( ) ｜≤
２Ｋφ（Δ） ｘ ＋ ｙ( ) ＋ ｆ ０，０( ) ＋ ｇ ０，０( )( ) ．

（１７）
此外，由文献［６］中的单调算子理论可知：当

９Ｋ２φ（Δ） θΔ ＜ １成立时，对于给定的 ｘΔ（ ｔｋ），存在唯一

的 ｘΔ（ ｔｋ＋１） ．由（５） 得到 θ ２Δ ＜ １ ／ ８１．另外，在下文的

引理 ４证明中，为了得到强收敛率，需要 θΔ３ ／ ４ ＜ １ ／ ８
成立．记Δ∗ ＝ １∧［１ ／ （（８１θ ２） ∨（１６θ ４ ／ ３））］ ．在本文

剩下的部分中，假设 Δ∈ ０，Δ∗( ) 和 θ∈ ０，１( ] ．为了

方便，定义：
K ｔ( ) ＝⌊ ｔ ／ Δ」Δ，　 ∀ － τ ≤ ｔ≤ Ｔ． （１８）
引理 ３ 　 假 设 （ Ａ３ ） 成 立． 对 任 意 的 Δ ∈

０，Δ∗( ) 和 ｔ∈ ０，Ｔ[ ] ，有：
E ｙΔ ｔ( ) － ｙΔ ｔ( ) ｐ FK ｔ( )( ) ≤

ＣΔ
ｐ
２ Ｋｐ

φ（Δ） １ ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋ ｘΔ（ ｓ － τ） ｐ( ) ，∀ｐ ＞ ０．
证明 　 由（１０） 和（１１） 可得：
ｙΔ ｔ( ) － Ｄ ｘΔ ｔ － τ( )( ) ＝ ｙΔ ０( ) － Ｄ ξ － τ( )( ) ＋

　 　 ∫ｔ
０
ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄｓ ＋

　 　 ∫ｔ
０
ｇΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄＢ（ ｓ）， （１９）

其中 ｙΔ ０( ) ＝ ξ ０( ) － θｆΔ ξ ０( ) ，ξ － τ( )( ) Δ．对任意固

定的 ｐ≥ ２和 ｔ∈ ０，Ｔ[ ] ，一定存在整数 ｋ≥ ０使得

ｔ∈ ｔｋ，ｔｋ＋１[ ) ．由假设（Ａ３），Ｈöｌｄｅｒ不等式和 ＢＤＧ不

等式可得：
E ｙΔ ｔ( ) － ｙΔ ｔ( ) ｐ FK ｔ( )( ) ≤

Ｃ E ∫ｔ
K ｔ( )

ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄｓ
ｐ

FK ｔ( )( ) ＋

Ｃ E ∫ｔ
Ｋ ｔ( )

ｇΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ｄＢ（ｓ）
ｐ

FK ｔ( )( ) ≤

ＣΔｐ－１ E ∫ｔ
Ｋ ｔ( )

ｆΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ｐｄｓ FK ｔ( )( ) ＋

ＣΔ
ｐ
２ －１ E ∫ｔ

Ｋ ｔ( )

ｇΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ｐｄｓ FK ｔ( )( ) ≤

ＣΔ
ｐ
２ Ｋｐ

φ（Δ） １ ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋ ｘΔ（ ｓ － τ） ｐ( ) ．

当 ｐ∈ ０，２( ) ，由 Ｊｅｎｓｅｎ不等式可得：
E ｙΔ ｔ( ) － ｙΔ ｔ( ) ｐ FK ｔ( )( ) ≤

　 　 E ｙΔ ｔ( ) － ｙΔ ｔ( ) ２ FK ｔ( )( )
ｐ
２ ≤

　 　 ＣΔ
ｐ
２ Ｋｐ

φ（Δ） １ ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋ ｘΔ（ ｓ － τ） ｐ( ) ．
证毕．
引理 ４　 假设（Ａ２），（Ａ３） 和（Ａ６） 成立．可得：
ｓｕｐ

Δ∈（０，Δ∗）
ｓｕｐ

ｔ∈［０，Ｔ］
E ｘΔ ｔ( ) ｐ ≤ Ｃ，　 ∀Ｔ ＞ ０．

证明 　 由 Ｉｔô公式和 （１９） 可得：
E ｙΔ ｔ( ) － Ｄ ｘΔ ｔ － τ( )( ) ｐ －

ｙΔ ０( ) － Ｄ ξ － τ( )( ) ｐ ≤

E∫ｔ
０
ｐ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·

[ ｙΔ（ｓ） － Ｄ ｘΔ（ｓ － τ）( )( ) ＴｆΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ＋

ｐ － １
２

ｇΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ２ ]ｄｓ≤

E∫ｔ
０
ｐ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·

[ ｘΔ（ｓ） － Ｄ ｘΔ（ｓ － τ）( )( ) ＴｆΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ＋

ｐ － １
２

ｇΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ２ ]ｄｓ ＋

E∫ｔ
０

[ ｐ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·

ｙΔ（ｓ） － ｘΔ（ｓ）( ) ＴｆΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ]ｄｓ ＝ ∶ Ｈ１ ＋ Ｈ２．

（２０）
由假设（Ａ２），（Ａ６）和 Ｈöｌｄｅｒ不等式，可得：

Ｈ１ ≤ E∫ｔ
０
ｐ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·[

(Ｋ５ (１ ＋ ｘΔ（ ｓ） ２ ) ＋

Ｖ３ ｘΔ（ ｓ － τ），０( ) ｘΔ（ ｓ － τ） ２ ) ]ｄｓ≤

Ｃ E∫ｔ
０

ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐｄｓ ＋

Ｃ E∫ｔ
０
１ ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ( ) ｄｓ ＋

Ｃ E∫ｔ
０

Ｖ３ ｘΔ（ ｓ － τ），０( )
ｐ
２ ｘΔ（ ｓ － τ） ｐｄｓ≤

Ｃ E∫ｔ
０

(１ ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋ Ｋｐ
φ（Δ）Δｐ（ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋

ｘΔ（ ｓ － τ） ｐ） ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋ ｘΔ（ ｓ － τ） ｐ ) ｄｓ ＋

Ｃ E∫ｔ
０

( Ｖ３ ｘΔ（ｓ － τ），０( ) ｐ ＋ ｘΔ（ｓ － τ） ２ｐ )ｄｓ≤

Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ ｒ） ｐｄｓ( ) ＋
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Ｃ ∫ｔ
０
E ｘΔ（ ｓ － τ） ｐβｄｓ， （２１）

其中β ＝ β ∨ ２．另外，

Ｈ２ ≤ Ｃ E∫ｔ
０
ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２

ｙΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄｓ ＋

Ｃ E∫ｔ
０

ｙΔ（ ｓ） － ｙΔ（ ｓ） ｐ－２ ｙΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ·

ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｄｓ ＝∶ Ｈ２１ ＋ Ｈ２２ ．
由引理 ２，引理 ３，Ｙｏｕｎｇ不等式和（５），可得：

Ｈ２１ ≤ Ｃ ∫ｔ
０
E [ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·

ｆΔ（ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）） E（ ｙΔ（ｓ） －ｙΔ（ｓ） － θｆΔ（ｘΔ（ｓ），
ｘΔ（ ｓ － τ））Δ FK（ ｓ）） ]ｄｓ≤

Ｃ ∫ｔ
０
E [ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·

ｆΔ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) E ( ｙΔ（ｓ） －ｙΔ（ｓ） FK（ｓ） ) ]ｄｓ ＋

Ｃ ∫ｔ
０
E [ ｙΔ（ ｓ） － Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐ－２·

ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ２Δ ]ｄｓ≤

Ｃ ∫ｔ
０
Δ
１
２ Ｋ２φ（Δ） ＋ １( ) E ｙΔ（ｓ） － Ｄ ｘΔ（ｓ － τ）( ) ｐｄｓ ＋

Ｃ ∫ｔ
０
Δ
１
２ Ｋ２φ（Δ） E １ ＋ ｘΔ（ ｓ） ｐ ＋ ｘΔ（ ｓ － τ） ｐ( ) ｄｓ ＋

Ｃ ∫ｔ
０
Δ

ｐ
２ E ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｐｄｓ≤

Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ ｒ） ｐｄｓ( ) ．
同理可得：

Ｈ２２ ≤ Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ ｒ） ｐｄｓ( ) ．
因此，

Ｈ２ ≤ Ｈ２１ ＋ Ｈ２２ ≤ Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ ｒ） ｐｄｓ( ) ．
（２２）

把（２１）和（２２）插入（２０）可以得到：
E ｙΔ ｔ( ) － Ｄ ｘΔ ｔ － τ( )( ) ｐ ≤

Ｃ (１ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ｒ） ｐｄｓ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ ｒ － τ( ) ｐβｄｓ ) ．

所以，
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｔ

E ｙΔ（ ｒ） － Ｄ ｘΔ ｒ － τ( )( ) ｐ ≤

Ｃ (１ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ｒ） ｐｄｓ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ ｒ － τ( ) ｐβｄｓ ) ．

注意到对任意的 ｃ^ ＞ ０，有：
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｔ

E ｙΔ（ ｒ） ｐ ≤

１ ＋ ｃ^( ) ｐ－１ ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｔ

E ｙΔ（ ｒ） － Ｄ ｘΔ ｒ － τ( )( ) ｐ ＋

１ ＋ ｃ^
ｃ^

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ－１

Ｋｐ
２ ‖ξ‖ｐ ＋ ｓｕｐ

０≤ｒ≤ｔ
E ｙΔ（ ｒ） ｐ( ) ．

当 ｃ^ 足够大时， 对任意的 Ｋ２ ∈ ０，１( ) ， 有

（１ ＋ ｃ^） ／ ｃ^( ) ｐ－１Ｋｐ
２ ＜ １成立．因此，

ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｔ

E ｙΔ（ ｒ） ｐ ≤

ｃ１ ｓｕｐ０≤ｒ≤ｔ
E ｙΔ（ ｒ） － Ｄ ｘΔ ｒ － τ( )( ) ｐ ＋ ｃ２‖ξ‖ｐ，

其中 ｃ１ ＝
ｃ^ｐ－１ １ ＋ ｃ^( ) ｐ－１

ｃ^ｐ－１ － １ ＋ ｃ^( ) ｐ－１Ｋｐ
２

和 ｃ２ ＝
Ｋｐ
２ １ ＋ ｃ^( ) ｐ－１

ｃ^ｐ－１ － １ ＋ ｃ^( ) ｐ－１Ｋｐ
２

．

另外，由引理 ２和不等式 ａ － ｂ ｐ ≥２１－ｐ ａ ｐ －
ｂ ｐ 可得：

ｙΔ ｔ( ) ｐ ≥ ２１－ｐ ｘΔ ｔ( ) ｐ －
θ ｐΔｐ ｆΔ ｘΔ ｔ( ) ，ｘΔ ｔ － τ( )( ) ｐ ≥ ２１－ｐ ｘΔ ｔ( ) ｐ －
２２ｐ－２θ ｐΔｐＫｐ

φ（Δ） ( ｘΔ ｔ( ) ｐ ＋ ｘΔ ｔ － τ( ) ｐ ) －
２ｐ－１θ ｐΔｐ ｆ ０，０( ) ＋ ｇ ０，０( )( ) ＝
２１－ｐ － ２２ｐ－２θ ｐΔｐＫｐ

φ（Δ）( ) ｘΔ ｔ( ) ｐ －
２２ｐ－２θ ｐΔｐＫｐ

φ（Δ） ｘΔ ｔ － τ( ) ｐ －
２ｐ－１θ ｐΔｐ ｆ ０，０( ) ＋ ｇ ０，０( )( ) ．

已知 Δ ＜ １ ／ （１６θ ４ ／ ３），所以有：
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｔ

E ｘΔ（ ｒ） ｐ ≤

Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｙΔ（ ｒ） ｐｄｓ( ) ≤

Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｙΔ（ ｒ） － Ｄ ｘΔ ｒ － τ( )( ) ｐｄｓ( ) ≤

Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ（ｒ） ｐｄｓ( ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ ｒ － τ( ) ｐβｄｓ) ．
由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得：
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｔ

E ｘΔ（ ｒ） ｐ ≤

　 　 Ｃ １ ＋ ∫ｔ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ｘΔ ｒ － τ( ) ｐβｄｓ( ) ． （２３）

定义 ｐｉ ＝ ⌊Ｔ ／ τ」 ＋ ２ － ｉ( ) ｐβ⌊Ｔ／ τ」 ＋１－ｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｍ′
Ｍ

＋

１．注意到 ｐｉ ＋１
β ＜ ｐｉ和 ｐ⌊Ｔ ／ τ」 ＋１ ＝ ｐ，ｉ ＝ １，２，…，Ｍ′

Ｍ
．

由 ξ 的定义和（２３） 可得：
ｓｕｐ
０≤ｒ≤τ

E ｘΔ（ ｒ） ｐ１ ≤ Ｃ．

再由 Ｈöｌｄｅｒ不等式可得：
ｓｕｐ
０≤ｒ≤２τ

E ｘΔ（ ｒ） ｐ２ ≤

Ｃ １ ＋ ∫２τ
０
ｓｕｐ
０≤ｒ≤ｓ

E ( ｘΔ ｒ － τ( ) ｐ１ )
ｐ２β

ｐ１ ｄｓ( ) ≤ Ｃ．

重复此过程可以得到所需结论，证毕．
利用条件期望的性质和类似引理 ４ 的方法可以

得到下面的引理．
引理 ５　 假设（Ａ２），（Ａ３） 和（Ａ６） 成立．对任意

６３５
李燕，等．一类非线性中立型随机延迟微分方程的截断型 θ⁃ＥＭ方法．
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的 Δ∈ ０，Δ∗( ) 和 ｔ∈ ０，Ｔ[ ] ，有：

E ｙΔ ｔ( ) － ｙΔ ｔ( ) ｐ ≤ ＣΔ
ｐ
２ Ｋｐ

φ（Δ），

E ｘΔ ｔ( ) － ｘΔ ｔ( ) ｐ ≤ ＣΔ
ｐ
２ Ｋｐ

φ（Δ） ．
因此，
ｌｉｍ
Δ→０

E ｙΔ ｔ( ) － ｙΔ ｔ( ) ｐ ＝ ｌｉｍ
Δ→０

E ｘΔ ｔ( ) － ｘΔ ｔ( ) ｐ ＝ ０．

此外，由引理１，引理４和Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式可以

得到下面的引理．
引理 ６　 假设（Ａ２）—（Ａ６） 成立．对任意的 Ｒ≥

‖ξ‖，定义停时：
τＲ ＝ ｉｎｆ ｔ≥ ０： ｘ ｔ( ) ≥ Ｒ{ } ，
τΔ，Ｒ ＝ ｉｎｆ ｔ≥ ０： ｘΔ ｔ( ) ≥ Ｒ{ } ．

则有： ＰＰ τＲ ≤ Ｔ( ) ≤ Ｃ
Ｒｐ 和ＰＰ τΔ，Ｒ ≤ Ｔ( ) ≤ Ｃ

Ｒｐ ．

引理 ７　 假设（Ａ１）—（Ａ６） 成立． 令 Δ ∈ （０，
Δ∗） 充分小使得 φ（Δ） ≥ Ｒ∨‖ξ‖成立．可得：

E ｘ Ｔ∧ ρΔ，Ｒ( ) － ｘΔ Ｔ∧ ρΔ，Ｒ( ) ｑ ≤ ＣΔ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ，

其中 ρΔ，Ｒ ∶ ＝ τＲ ∧ τΔ，Ｒ ．
证 明 　 令 ｅΔ ｔ( ) ＝ ｘ ｔ( ) － Ｄ ｘ ｔ － τ( )( ) －

ｙΔ ｔ( ) ＋ Ｄ ｘΔ ｔ － τ( )( ) ．为了方便，记 ρΔ，Ｌ ＝ ρ．显然，
对于 ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ∧ ρ， 有 ｘ（ ｓ） ∨ ｘ（ ｓ － τ） ∨
ｘΔ（ ｓ） ∨ ｘΔ（ ｓ － τ） ≤ Ｒ≤ φ（Δ） ．

因此，对于 ０ ≤ ｓ≤ ｔ∧ ρ，有：
ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ＝ ｆ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ，
ｇΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ＝ ｇ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ．
由 Ｉｔô公式得到：
E ｅΔ ｔ∧ ρ( ) ｑ － θ ｑ ｆΔ ξ ０( ) ，ξ － τ( )( ) ｑΔｑ≤

E∫ｔ∧ρ

０
ｑ ｅΔ（ｓ） ｑ － ２ [ ｅＴΔ（ｓ） ( ｆ ｘ（ｓ），ｘ（ｓ － τ）( ) －

ｆΔ（ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）） ) ＋ ｑ － １
２

ｇ ｘ（ｓ），ｘ（ｓ － τ）( ) －

ｇΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ２ ]ｄｓ≤ E∫ｔ∧ρ

０
ｑ ｅΔ（ ｓ） ｑ－２·

[ (ｘ（ ｓ） － Ｄ ｘ（ ｓ － τ）( ) － ｘΔ（ ｓ） ＋

Ｄ ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ) Ｔ· ( ｆ ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ）( ) －

ｆ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) ) ＋ ｑ － １
２

ｇ ｘ（ｓ），ｘ（ｓ － τ）( ) －

ｇ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ２ ]ｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
ｑ ｅΔ（ ｓ） ｑ－２ ｘΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ）( ) Ｔ

( ｆ ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ）( ) － ｆ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) )ｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
ｑ ｅΔ（ ｓ） ｑ－２ ｘΔ（ ｓ） － ｙΔ（ ｓ）( ) Ｔ·

( ｆ ｘ（ ｓ），ｘ（ ｓ － τ）( ) － ｆ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) )ｄｓ ＝∶

Ｊ１ ＋ Ｊ２ ＋ Ｊ３ ．
由（Ａ４）， Ｙｏｕｎｇ不等式，Ｈöｌｄｅｒ 不等式，引理 ４

和引理 ５可得：

Ｊ１≤Ｃ E∫ｔ∧ρ

０
ｅΔ（ｓ） ｑ( ｄｓ ＋ E∫ｔ∧ρ

０
ｘ（ｓ） －ｘΔ（ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
Ｖ１ ｘ（ ｓ － τ），ｘΔ（ ｓ － τ）( )

ｑ
２·

ｘ（ ｓ － τ） － ｘΔ（ ｓ － τ） ｑｄｓ ) ≤

Ｃ ∫ｔ
０
E( ｅΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋

∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋

∫Ｔ
０

E ｘΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

∫Ｔ
０

E Ｖ１ ｘ（ ｓ － τ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ｑ( )
１
２·

E ｘΔ（ ｓ － τ） － ｘΔ（ ｓ － τ） ２ｑ( )
１
２ ｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
Ｖ１ ｘ（ ｓ － τ），ｘΔ（ ｓ － τ）( )

ｑ
２·

ｘ（ ｓ － τ） － ｘΔ（ ｓ － τ） ｑｄｓ ) ≤

Ｃ ∫ｔ
０
E( ｅΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋

∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋ Δ

ｑ
２ Ｋｑ

φ（Δ） ＋

∫ｔ
０

E Ｖ１ ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) ，ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( )( ) ｑ( )
１
２·

E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ( )
１
２ ｄｓ ) ≤

Ｃ（∫ｔ
０
E ｅΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋

∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋ Δ

ｑ
２ Ｋｑ

φ（Δ） ＋

∫ｔ
０

E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ( )
１
２ ｄｓ） ．

由引理 ２，引理 ５和 Ｙｏｕｎｇ不等式可得：

Ｊ２ ≤ Ｃ (E∫ｔ∧ρ

０
ｅΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
Ｋｑ

φ（Δ） ｘΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
( ｘ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｑ ＋

ｘ（ ｓ － τ） － ｘΔ（ ｓ － τ） ｑ )ｄｓ ) ≤

Ｃ (E∫ｔ∧ρ

０
ｅΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
Ｋｑ

φ（Δ） ｘΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
ｘ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

７３５
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E∫ｔ∧ρ

０
ｘΔ（ ｓ） － ｘΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫０
－τ

ξ（ ｓ） － ξ Ｋ ｓ( )( ) ｑｄｓ ) ≤

Ｃ ∫ｔ
０
E ｅΔ ｓ∧ ρ( ) ｑ( ｄｓ ＋

∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋

Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ＋ Δ

ｑ
２ Ｋｑ

φ（Δ） ＋ Δγｑ ) ．

同理可得：

Ｊ３ ≤ Ｃ（E∫ｔ∧ρ

０
ｅΔ（ ｓ） ｑｄｓ ＋

E∫ｔ∧ρ

０
( θΔ ｆΔ ｘΔ（ ｓ），ｘΔ（ ｓ － τ）( ) ·

ｆ ｘ（ｓ），ｘ（ｓ － τ）( ) － ｆ ｘΔ（ｓ），ｘΔ（ｓ － τ）( ) )
ｑ
２ ｄｓ） ≤

Ｃ ∫ｔ
０
E ｅΔ ｓ∧ ρ( ) ｑ( ｄｓ ＋

∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋

ΔｑＫ２ｑφ（Δ） ＋ Δ
ｑ
２ Ｋｑ

φ（Δ） ＋ Δγｑ ) ．
将这些结果结合到一起可得：

E ｅΔ ｔ∧ ρ( ) ｑ ≤ Ｃ ∫ｔ
０
E ｅΔ ｓ∧ ρ( ) ｑ( ｄｓ ＋

∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋ Δ

ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ＋ Δγｑ ＋

∫ｔ
０

E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ( )
１
２ ｄｓ ) ．

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得：
E ｅΔ ｔ∧ ρ( ) ｑ ≤

Ｃ ( ∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋ Δ

ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ＋ Δγｑ ＋

∫ｔ
０

E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ( )
１
２ ｄｓ ) ．

注意到对任意的 ｔ∈ ０，Ｔ[ ] ，有：
E ｘ ｔ∧ ρ( ) － ｘΔ ｔ∧ ρ( ) ｑ ≤

３ｑ－１ E ｅΔ ｔ∧ ρ( ) ｑ ＋
３ｑ－１ E θｆΔ ｘΔ ｔ∧ ρ( ) ，ｘΔ ｔ∧ ρ － τ( )( ) Δ ｑ ＋
３ｑ－１ E Ｄ ｘ ｔ∧ ρ － τ( )( ) － Ｄ ｘΔ ｔ∧ ρ － τ( )( ) ｑ ≤

Ｃ ( ∫ｔ
０
E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑｄｓ ＋ Δ

ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ＋ Δγｑ ＋

∫ｔ
０

E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ( )
１
２ ｄｓ ) ．

由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得：

E ｘ ｔ∧ ρ( ) － ｘΔ ｔ∧ ρ( ) ｑ ≤ Ｃ (Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ＋ Δγｑ ＋

∫ｔ
０

E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ( )
１
２ ｄｓ ) ．

定义 ｑｉ ＝ ⌊Ｔ ／ τ」 ＋ ２ － ｉ( ) ｑ２⌊Ｔ ／ τ」 ＋１－ｉ，ｉ ＝ １，２，

…，Ｍ′
Ｍ

＋ １．注意到 ２ｑｉ ＋１ ＜ ｑｉ和 ｑ⌊Ｔ ／ τ」 ＋１ ＝ ｑ，ｉ ＝ １，２，

…，Ｍ′
Ｍ
．

由 ｘ（ ｓ － τ） － ｘΔ（ ｓ － τ） ＝ ０，０ ≤ ｓ≤ τ 可得：
ｓｕｐ
０≤ｓ≤τ

E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑ１ ≤

　 　 Ｃ Δ
ｑ１
２ Ｋ２ｑ１φ（Δ） ∨ Δγｑ１( ) ．

由 Ｈöｌｄｅｒ不等式可得：
ｓｕｐ
０≤ｓ≤２τ

E ｘ ｓ∧ ρ( ) － ｘΔ ｓ∧ ρ( ) ｑ２ ≤

Ｃ (Δ
ｑ２
２ Ｋ２ｑ２φ（Δ） ∨ Δγｑ２ ＋ ∫２τ

０
(E ｘ ｓ∧ ρ － τ( ) －

ｘΔ ｓ∧ ρ － τ( ) ２ｑ２
ｑ１
２ｑ２ )

ｑ２
ｑ１ｄｓ ) ≤Ｃ Δ

ｑ２
２ Ｋ２ｑ２φ（Δ） ∨Δγｑ２( ) ．

重复此过程可以得到所需结论．证毕．
定理 １　 假设（Ａ１）—（Ａ６） 成立．对任意充分小

的 Δ∈ ０，Δ∗( ) ，设：

φ（Δ） ≥ ｃ (Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ )

－１
ｐ－ｑ， （２４）

这里的ｃ 是正常数，则有：

E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ≤ Ｃ Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ( ) ， （２５）

E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ≤ Ｃ Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ( ) ． （２６）

证明　 设 δ ＞ ０是任意的实数．对任意的 ａ，ｂ ＞
０，由 Ｙｏｕｎｇ不等式可得：

ａｑｂ ＝ δａｐ( )
ｑ
ｐ

ｂｐ ／ ｐ－ｑ( )

δ ｑ ／ ｐ－ｑ( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ－ｑ
ｐ

≤

　 　 ｑδ
ｐ
ａｐ ＋ ｐ － ｑ

ｐδ ｑ ／ ｐ－ｑ( )
ｂｐ ／ ｐ－ｑ( ) ．

因此，由引理 １，引理 ４和引理 ６可得：
E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ＝

E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ＩＩ ρ ＞ Ｔ{ }( ) ＋
E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ＩＩ ρ≤Ｔ{ }( ) ≤
E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ＩＩ ρ ＞ Ｔ{ }( ) ＋
ｑδ
ｐ

E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｐ ＋ ｐ － ｑ
ｐδ ｑ ／ ｐ－ｑ( )

ＰＰ ρ ≤ Ｔ( ) ≤

E ｘ Ｔ∧ ρ( ) － ｘΔ Ｔ∧ ρ( ) ｑ ＋ Ｃｑδ
ｐ

＋ Ｃ ｐ － ｑ( )

ｐδ ｑ ／ ｐ－ｑ( ) Ｒｐ ．

取 δ ＝ Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ 和 Ｒ ＝ ｃ (Δ

ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨

Δγｑ )
－１
ｐ－ｑ，可得：

E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ≤

E ｘ Ｔ∧ ρ( ) － ｘΔ Ｔ∧ ρ( ) ｑ ＋ ＣΔ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ）∨Δγｑ ．
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由条件（２４） 得到：

φ（Δ） ≥ ｃ Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ( )

－１
ｐ－ｑ ＝ Ｒ．

由引理 ７可得：

E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ｑ ≤ Ｃ Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ( ) ．

此外，由引理 ５ 和式 （ ２５）可以得到式 （ ２６）．
证毕．

３　 实例

考虑一维的非线性中立型随机延迟微分方程：

ｄ ｘ ｔ( ) ＋ １
１２

ｘ ｔ － τ( )
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

　 　 － ４ｘ５ ｔ － τ( ) － ２０ｘ ｔ( ) ＋ ２ｘ ｔ － τ( )[ ] ｄｔ ＋

　 　 ｘ ｔ － τ( )
５
２
ｄＢ ｔ( ) ，

且其初值 ｘ０ 满足假设 （Ａ１） ． 其中，Ｂ ｔ( ) 是一维

Ｂｒｏｗｎｉａｎ运动．显然， 假设（Ａ２）—（Ａ６） 成立．其中，
有： Ｋ２ ＝１ ／ １２，ＬＲ ＝ ４Ｒ４，Ｋ３ ＝ ６０，Ｋ４ ＝ Ｋ５ ＝ ２６０，
Ｖ１ ｙ，ｙ( ) ＝ ４０ ＋ （（ｑ －１） ∨４０）（１ ＋ ｙ ８ ＋ ｙ ８）和
Ｖ２（ｙ，０） ＝ Ｖ３（ｙ，０） ＝ ２４０ ＋ （（ｐ － １） ∨ ４０） ·
（１ ＋ ｙ ８） ．

对于 ε ∈ ０，１ ／ ４( ] ，定义 φ（Δ） ＝ ４ １ ／ ４Δ － ε
４ ．因

此，当 Ｋφ（Δ） ＝ ４ φ（Δ）( ) ４ 时，可以得到 Ｋφ（Δ）Δ
１
４ ＝

Δ －ε ＋ １４ ≤ １ 和 ｌｉｍ
Δ→０

φ（Δ） ＝ ∞ ．选取 ｑ ＝ ２，ｐ ＝ ３，ｃ ＝
４ １ ／ ４ ，ε ＝ ３３ ／ １３６．可得：

　 　 φ（Δ） ＝
４ １
４
Δ － ε

４ ≥
４ １
４
Δ４ε －１ ＝

　 　
４ １
４

Δ
ｑ
２ Ｋ２ｑφ（Δ） ∨ Δγｑ( )

－１
ｐ－ｑ ．

当 ｑ ＝ ２时，由定理 １可得：
E ｘ（Ｔ） － ｘΔ（Ｔ） ２ ≤ ＣΔ １－４ε( ) ∧２γ ．
这个例子说明了此算法的有效性，即本文的结

论覆盖了一类非线性中立型随机延迟微分方程．
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