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噪声采样区间下具有随机短时滞的
网络化系统镇定研究

摘要
在实际工程中，网络化控制系统的

采样间隔往往受到不可预知的物理约
束，而这会导致噪声采样区间，也就是实
际采样区间以一定的概率分布围绕着理
想采样周期随机波动．本文研究噪声采
样区间下具有随机短时滞的网络化系统
镇定问题．首先利用离散时间方法建立
一个闭环随机系统模型，但由于采样噪
声和时变短时滞都具有随机性，因此，闭
环随机系统模型的系统矩阵具有高度非
线性和双重随机性．为了解决系统矩阵
的高度非线性和双重随机性给镇定控制
器设计带来的困难，本文利用汇合范德
蒙矩阵方法和克罗内克积运算，计算出
与系统矩阵相关的三个矩阵乘积的数学
期望．在此基础上，本文得到了保证闭环
系统随机稳定的充分条件．与此同时，通
过求解线性矩阵不等式设计了镇定控制
器．最后，通过两个仿真算例，验证了此
设计方法的有效性．
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０　 引言

　 　 近年来，随着数字硬件技术的飞速发展，采样控制方法在网络化

系统的镇定问题中得到了广泛的研究［１⁃９］ ．然而，由于通信网络的容量

有限，采样数据在传输过程中可能诱导出网络时延，从而对被控系统

产生重要影响，并可能导致系统故障、不稳定或性能下降［１０⁃１２］ ．因此，
研究具有时变时滞的网络化控制系统的镇定问题具有重要意义．例
如，在考虑时变短时滞的情况下，文献［１３］用鲁棒控制方法研究了一

类网络化采样数据系统的稳定性问题．更多关于时变短时滞下网络化

控制系统的稳定性问题研究见文献［１４⁃１６］．注意到在许多情况下，网
络诱导时滞是随机的［１７］，因此，已有一些文献研究了时变采样间隔和

随机时变时滞双重影响下采样数据系统的控制问题，可参见文献［１８⁃
１９］以及其中的参考文献．

需要注意的是，在上述文献中，所考虑的网络化采样数据系统的

采样间隔（周期性和非周期性）通常被假定为有界的和确定性的．然
而，在工程实践中，由于不良的物理约束（例如时钟误差漂移、信号传

输设备的性能退化和采样器的随机故障），网络化控制系统的采样间

隔通常以随机方式发生［２０］ ．换言之，实际采样间隔可能受到噪声干

扰，并基于某个概率分布在理想采样周期周围随机波动．近年来，已有

一些关于噪声采样间隔下采样数据系统控制的研究成果．例如：对于

具有噪声采样间隔的采样数据系统，文献［２１］和［２２］分别研究了单

一控制输入的镇定问题和多控制输入的量化 ／饱和控制问题；文献

［２３］通过假设采样误差遵循分类分布来设计同步控制器．需要指出的

是，在大多数现有的关于具有随机时滞的采样数据控制系统的研究

中，很少是基于噪声采样间隔下进行的．因此，本文的第一个动机是建

立一个统一的框架使得噪声采样区间下具有随机时滞的采样数据系

统得以镇定．
针对采样数据系统的镇定问题，已有文献主要采用输入延迟方

法［２４］、离散时间方法［２５］和脉冲建模方法［２６］对其进行建模和分析．例
如：文献［２７］采用输入延迟方法研究了具有常数时滞的多智能体采

样数据系统的领导者和跟随者一致性问题；文献［１６］利用离散时间

方法，研究了一类具有短时变时滞的采样数据系统的模型预测控制



　 　 　 　问题．但是，到目前为止，很少有文献利用离散时间

方法来研究具有随机时滞的网络化系统镇定问题，
特别是在实际采样间隔受噪声扰动的情况下．利用

离散时间方法对最初的系统建模后，等价的离散模

型的系统矩阵由于包含采样误差和采样误差与随机

时滞之差这两个随机变量而具有高度非线性和双重

随机性．找到有效的方法计算包括系统矩阵在内的

三个矩阵乘积的数学期望值，对于控制器的设计至

关重要．因此，本文的第二个动机是解决离散时间方

法建模后控制器设计所面临的困难．
基于上述分析，本文致力于研究噪声采样区间

下具有随机时滞的网络化系统的镇定问题．主要贡

献可总结如下：１）研究了一类具有随机时滞的网络

化采样数据系统的新的镇定问题．其中，实际采样间

隔由于受到噪声扰动的影响，它以某种概率分布围

绕着理想采样周期随机波动．文献［１３⁃１６］可以看成

是本文的特例．２）利用离散时间方法建模后，等效的

离散时间系统具有高度非线性和双重随机性，在期

望运算中采用汇合范德蒙矩阵法和克罗内克积运算

解决了控制器设计难点．３）考虑的采样误差可以是

连续或离散的随机变量．本文在仿真中给出了两种

特殊情况，包括服从均匀分布的连续采样误差和一

类离散采样误差．

１　 问题构建及系统建模

考虑以下受噪声采样间隔和随机时变时滞影响

的网络控制系统：
ｘ̇（ ｔ） ＝ Ａｘ（ ｔ） ＋ Ｂｕ（ ｔ） ， （１）

其中，状态向量 ｘ（ ｔ） ∈Ｒｎ 和控制输入 ｕ（ ｔ） ∈Ｒｍ，Ａ
和 Ｂ 是具有适当维数的常数矩阵，ｘ（０） 是系统（１）
的初始值．

系统（１） 是非周期采样的并且采样区间 ｈｋ 由两

个部分组成，ｈｋ ＝ ｈ ＋ ε ｋ，其中常数 ｈ表示理想周期采

样间隔，随机变量 ε ｋ 表示不可预测的环境导致的采

样误差．随机变量 ε ｋ 的概率密度函数（概率质量函

数） 记为 ｆ（ε） ．
注 １　 在本文中，采样误差 ε ｋ 可以是连续的或

离散的随机变量．假设概率密度函数或概率质量函

数是给定的．在仿真部分中除了讨论连续采样误差

的情况外，还讨论了服从离散概率分布的采样误差．
本文给出了以下两个假设：
假设 １　 时滞 τ ｋ ＝ τ ｓｃ（ｋ） ＋ τ ｃａ（ｋ），其中 ０ ≤

τ ｋ ＜ ｈｋ，τ ｓｃ（ｋ） 和 τ ｃａ（ｋ） 分别为传感器到控制器的

时滞和控制器到执行器的时滞．随机时滞 τ ｋ 的概率

密度函数（概率质量函数） 记为 ｆ（τ） ．
注 ２　 文献［２８］利用时滞分析方法来减少生产

停机时间，并可估计故障时滞的概率密度函数；文献

［２９］所考虑的时滞遵循指数分布；文献［３０］基于互

联网的机器人遥操作系统的时滞服从平行转移伽玛

分布．在本文中，随机延迟 τ ｋ 的概率分布是一般的，
其中，文献［２８⁃３０］ 中的概率分布是本文的特例．

假设 ２　 随机变量 ε ｋ 和随机时滞 τ ｋ 是相互独

立的．
对被控对象（１） 进行采样周期为 ｈｋ 的采样后，

具有零阶保持器的控制输入 ｕ（ ｔ） 为

ｕ（ ｔ） ＝
Ｋｘ（ ｔｋ－１），　 ｔｋ ≤ ｔ ＜ ｔｋ ＋ τ ｋ，
Ｋｘ（ ｔｋ），　 ｔｋ ＋ τ ｋ ≤ ｔ ＜ ｔｋ＋１，

{ （２）

其中， ｔｋ{ } ∞ｋ ＝ ０ 为采样序列，Ｋ 为待确定的增益矩阵．
将（２）代入（１）中，并将方程从 ｔｋ 积分到 ｔｋ＋１，用 ｘｋ 表

示 ｘ（ ｔｋ），并注意到 ｈｋ ＝ ｔｋ＋１ － ｔｋ，可以得到如下闭环

系统：

ｘｋ＋１ ＝ ｅＡ（ｈ
＋εｋ）ｘｋ ＋ ∫ｈ＋εｋ

ｈ＋εｋ－τ ｋ
ｅＡｓｄｓＢＫｘｋ－１ ＋

　 　 ∫ｈ＋εｋ－τ ｋ
０

ｅＡｓｄｓＢＫｘｋ ． （３）

注 ３　 基于假设 ２，可以用卷积公式计算随机变

量 ε ｋ － τ ｋ 的概率密度函数（概率质量函数） ．在本文，
设 σ ｋ ＝ ε ｋ － τ ｋ，并将随机变量 σ ｋ 的概率密度函数

（概率质量函数） 记为 ｆ（σ） ．
需要注意的是，随机变量 ε ｋ 和随机变量σ ｋ 的存

在给期望的计算带来了困难．

令 Ｈ１ ε ｋ( ) ＝ ∫ｈ＋εｋ
０
ｅＡｓｄｓＡ，Ｈ２ ε ｋ( ) ＝ ∫ｈ＋εｋ

０
ｅＡｓｄｓＢＫ

以及 Ｊ σ ｋ( ) ＝ ∫ｈ＋σｋ

０
ｅＡｓｄｓＢＫ． 根 据 ｅＡ（ｈ＋εｋ） ＝ Ｉ ＋

∫ｈ＋εｋ
０
ｅＡｓｄｓＡ，可以得到

ｅＡ（ｈ＋εｋ） ＋ ∫ｈ＋σ ｋ

０
ｅＡｓｄｓＢＫ ＝ Ｉ ＋ Ｈ１（ε ｋ） ＋ Ｊ（σ ｋ） ，

∫ｈ＋εｋ
ｈ＋εｋ－τ ｋ

ｅＡｓｄｓＢＫ ＝ Ｈ２（ε ｋ） － Ｊ（σ ｋ） ．

因此，系统（３） 可以重新表示为

ｘｋ＋１ ＝ （Ｉ ＋ Ｈ１（ε ｋ） ＋ Ｊ（σ ｋ））ｘｋ ＋
　 　 （Ｈ２（ε ｋ） － Ｊ（σ ｋ））ｘｋ－１ ．

令 ｙｋ ＝
ｘｋ

ｘｋ－１
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ú
ú
，则上述闭环系统可表示为

ｙｋ＋１ ＝
Ｉ ＋ Ｈ１（ε ｋ） ＋ Ｊ（σ ｋ） Ｈ２（ε ｋ） － Ｊ（σ ｋ）

Ｉ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｙｋ ．

（４）

０１５
胡志佩，等．噪声采样区间下具有随机短时滞的网络化系统镇定研究．

ＨＵ Ｚｈｉｐｅｉ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｔｉｍｅ⁃ｖａｒｙｉｎｇ ｓｈｏｒｔ ｄｅｌａｙｓ：ｔｈｅ ｎｏｉｓｙ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｉｎｔｅｒｖａｌｓ ｃａｓｅ．



本文的目的是设计一个镇定控制器，使随机增

广系统（４）是随机稳定的．更具体地说，如果对任何

初始状态 ｙ（０） ∈Ｒ２ｎ，E｛∑
∞

ｋ ＝ ０
‖ｙｋ‖２｝ ＜ ∞ 成立，那

么随机增广系统（４） 是随机稳定的．

２　 主要结果

本节考虑噪声采样区间下具有随机时滞的线性

网络化系统的镇定问题．为证明本文的主要结论，首
先给出以下引理．

引理 １［２２］ 　 矩阵 Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ 具有特征值 λ １，λ ２，
…，λ ｌ 及它们的重数 ｎ１，ｎ２，…，ｎｌ，其中 ｎ１ ＋ ｎ２ ＋… ＋
ｎｌ ＝ ｎ．那么可以得到

ｅＡｓ ＝ π（ ｓ）Ｖ －１
ａ  Ｉ( )Ａ， （５）

其中：
π（ ｓ） ＝ [ ｅλ１ｓ 　 ｓｅλ１ｓ 　 …　 ｓｎ１－１ｅλ１ｓ 　 …　 ｅλ ｌｓ 　 ｓｅλ ｌｓ

…　 ｓｎｌ－１ｅλ ｌｓ ]，
Ａ ＝ Ｉ ＡＴ … Ａ（ｎ－１） Ｔ[ ] Ｔ ．

而 Ｖａ 是文献［２２］ 中的汇合范德蒙矩阵．
根据引理 １，从（５） 可以得出

E ∫ｈ＋εｋ
０
ｅＡｓｄｓ{ } ＝ ∫＋∞

－∞
∫ｈ＋ε
０

π ｓ( )  Ｉ( ) ｄｓｆ（ε）ｄε·

　 　 （Ｖ －１
ａ  Ｉ）Ａ Γ１， （６）

E ∫ｈ＋σｋ

０
ｅＡｓｄｓ{ } ＝ ∫＋∞

－∞
∫ｈ＋σ
０

π ｓ( )  Ｉ( ) ｄｓｆ（σ）ｄσ·

　 　 （Ｖ －１
ａ  Ｉ）Ａ Γ２ ． （７）

引理 ２ 　 对于 E ∫ｈ＋εｋ
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋εｋ
０

π（ ｓ）ｄｓ{ } ，存
在一个矩阵 Ｕｇ 使得

E ∫ｈ＋εｋ
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋εｋ
０

π（ ｓ）ｄｓ{ } ＝ ＵＴｇＵｇ ． （８）

证明　 对于任意 ξ ≠ ０，

ξ Ｔ E ∫ｈ＋εｋ
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋εｋ
０

π（ ｓ）ｄｓ{ } ξ ＝

　 　 ∫＋∞
－∞

ξ Ｔ ∫ｈ＋ε
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋ε
０

π（ ｓ）ｄｓξ ｆ（ε）ｄε．

令 Π ＝ ∫ｈ＋ε
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋ε
０

π（ ｓ）ｄｓ，则 Π 是实对称

矩阵．矩阵∫ｈ＋ε
０

π（ ｓ）ｄｓ 为实矩阵，因此 Π 是一个半正

定矩阵． 因此， 对于任意 ξ ≠ ０，ξ ＴΠξ ≥ ０， 即

ξ Ｔ ∫ｈ＋ε
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋ε
０

π（ ｓ）ｄｓξ ≥ ０．并且 ｆ（ε） ≥ ０，这

意味着 ξ Ｔ ∫ｈ＋ε
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋ε
０

π（ ｓ）ｄｓξ ｆ（ε） ≥０．即对于

任意 ξ ≠ ０，

ξ Ｔ E ∫ｈ＋εｋ
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋εｋ
０

π（ ｓ）ｄｓ{ } ξ ≥ ０．

另外，∫＋∞
－∞
∫ｈ＋ε
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋ε
０

π（ ｓ）ｄｓｆ（ε）ｄε 是实

对称矩阵，那么

E ∫ｈ＋εｋ
０

πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋εｋ
０

π（ ｓ）ｄｓ{ }≥ ０，
即存在一个矩阵 Ｕｇ 使得（８） 成立．证毕．

对于E ∫ｈ＋σ ｋ

０
πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋σｋ

０
π（ ｓ）ｄｓ{ } ，根据引理２，

存在一个矩阵 Ｕｈ 使得

E ∫ｈ＋σｋ

０
πＴ（ ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋σ ｋ

０
π（ ｓ）ｄｓ{ } ＝ ＵＴｈＵｈ ． （９）

以下的定理用于设计增广系统（４）的镇定控

制器．
定理 １ 　 给定正参数 α，β，γ，κ，如果存在矩阵

Ｘ ＞ ０，Ｚ ＞ ０和 Ｙ，使下列不等式成立：

Ξ^１ Ξ^２ Ξ^３ Ξ^５ ０

∗ － Ｚ Ξ^４ ０ Ξ^６
∗ ∗ － Ｉ Ｘ ０ ０
∗ ∗ ∗ － Ｉ Ｘ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － Ｉ Ｘ
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ê
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＜ ０，

（１０）
其中：
Ξ^１ ＝ Ｚ ＋ Γ１ＡＸ ＋ ＸＡＴΓＴ１ ＋ Γ２ＢＹ ＋ ＹＴＢＴΓＴ２，

Ξ^２ ＝ Γ１ＢＹ － Γ２ＢＹ，

Ξ^３ ＝ ＸＡＴΦＴ
１ ＹＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

Ξ^４ ＝ ＹＴＢＴΦＴ
１ － ＹＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

Ξ^５ ＝ ζ １ ＸＡＴΦＴ
１ ζ ２ ＹＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

Ξ^６ ＝ ζ ３ ＹＴＢＴΦＴ
１ ζ ４ ＹＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

ζ １ ＝
１
α

＋ １
γ
，ζ ２ ＝ α ＋ １

κ
，ζ ３ ＝

１
β

＋ κ，ζ ４ ＝ β ＋ γ，

Φ１ ＝ （Ｕｇ  Ｉ）（Ｖ －１
ａ  Ｉ）Ａ，

Φ２ ＝ Ｕｈ  Ｉ( ) Ｖ －１
ａ  Ｉ( ) Ａ，

而Γ１，Γ２ 则分别定义在式（６） 和（７） 中，那么离散时

间随机系统（４） 是随机稳定的． 另外，如果不等式

（１０） 是可解的，控制器增益参数为 Ｋ ＝ ＹＸ －１ ．
证明 　 构造李雅普诺夫函数 Ｖ（ｙｋ） ＝ ｙＴｋＰｙｋ，其

中，Ｐ ＝ ｄｉａｇ｛Ｐ，Ｑ｝ 是一个正定矩阵．定义李雅普诺

夫函数之差为

ΔＶ（ｙｋ） ＝ E｛Ｖ（ｙｋ＋１） ｙｋ｝ － Ｖ（ｙｋ） ． （１１）
然后可以通过（４）和（１１）得到

E｛ΔＶ（ｙｋ）｝ ＝

１１５
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E ｙＴｋ
ΛＴ１ＰΛ１ ＋ Ｑ － Ｐ ΛＴ１ＰΛ２

∗ ΛＴ２ＰΛ２ － Ｑ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｙｋ{ } ，

（１２）
其中， Λ１ ＝ Ｉ ＋ Ｈ１（ε ｋ） ＋ Ｊ（σ ｋ），

Λ２ ＝ Ｈ２（ε ｋ） － Ｊ（σ ｋ） ．
通过引理 １和引理 ２，通过（５） 和（８） 可以得到

E ∫ｈ＋εｋ
０
ｅＡＴｓｄｓＰ ∫ｈ＋εｋ

０
ｅＡｓｄｓ{ } ＝

E{ ∫ｈ＋εｋ
０
ＡＴ （Ｖ －Ｔ

ａ πＴ（ ｓ））  Ｉ( ) ｄｓ·

Ｐ ∫ｈ＋εｋ
０
（π（ ｓ）Ｖ －１

ａ ）  Ｉ( ) Ａｄｓ } ＝

E{ＡＴ（Ｖ －Ｔ
ａ  Ｉ） ∫ｈ＋εｋ

０
πＴ（ ｓ）  Ｉ( ) ｄｓ·

Ｐ ∫ｈ＋εｋ
０

π（ ｓ）  Ｉ( ) ｄｓ（Ｖ －１
ａ  Ｉ）Ａ } ＝

ＡＴ（Ｖ－Ｔ
ａ  Ｉ） E ∫ｈ＋εｋ

０
πＴ（ｓ）ｄｓ ∫ｈ＋εｋ

０
π（ｓ）ｄｓ( )  Ｐ{ }·

（Ｖ －１
ａ  Ｉ）Ａ ＝ＡＴ（Ｖ －Ｔ

ａ  Ｉ） （ＵＴｇＵｇ）  Ｐ( )·
（Ｖ －１

ａ  Ｉ）Ａ ＝ＡＴ（Ｖ －Ｔ
ａ  Ｉ）（ＵＴｇ  Ｉ）·

（Ｉ Ｐ）（Ｕｇ  Ｉ）（Ｖ －１
ａ  Ｉ）Ａ ＝

ΦＴ
１（Ｉ Ｐ）Φ１ ． （１３）

运用同样的方法，通过（５）和（９）可以得到

E ∫ｈ＋σ ｋ

０
ｅＡＴｓｄｓＰ ∫ｈ＋σｋ

０
ｅＡｓｄｓ{ } ＝

ＡＴ（Ｖ －Ｔ
ａ  Ｉ） （ＵＴｈＵｈ）  Ｐ( ) （Ｖ －１

ａ  Ｉ）Ａ ＝
ＡＴ（Ｖ －Ｔ

ａ  Ｉ）（ＵＴｈ  Ｉ）（Ｉ Ｐ）（Ｕｈ  Ｉ）·
（Ｖ －１

ａ  Ｉ）Ａ ＝ ΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ ． （１４）

对于任意 α ＞ ０，通过（１３） 和（１４） 可以得到下

列不等式

E ２ｘＴｋＨＴ１（ε ｋ）ＰＪ（σ ｋ）ｘｋ{ }≤

E{
１
α
ｘＴｋＨＴ１（ε ｋ）ＰＨ１（ε ｋ）ｘｋ ＋

αｘＴｋ ＪＴ（σ ｋ）ＰＪ（σ ｋ）ｘｋ } ≤

E{ ｘＴｋ (
１
α
ＡＴΦＴ

１（Ｉ Ｐ）Φ１Ａ ＋

αＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫ )ｘｋ } ． （１５）

根据（６）、（７）以及（１５），可以得到

E ｘＴｋ（ΛＴ１ＰΛ１ ＋ Ｑ － Ｐ）ｘｋ{ }≤

E{ ｘＴｋ (Ｑ ＋ ＰΓ１Ａ ＋ ＡＴΓＴ１Ｐ ＋

（１ ＋ １
α
）ＡＴΦＴ

１（Ｉ Ｐ）Φ１Ａ ＋

ＰΓ１ＢＫ ＋ ＫＴＢＴΓＴ２Ｐ ＋

（１ ＋ α）ＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫ )ｘｋ } ． （１６）

同样地，对于任意 β ＞ ０，通过（１３） 和（１４），可
以得到
－ ２ E ｘＴｋＨＴ２（ε ｋ）ＰＪ（σ ｋ）ｘｋ{ }≤

E{
１
β
ｘＴｋＨＴ２（ε ｋ）ＰＨ２（ε ｋ）ｘｋ ＋

βｘＴｋＪＴ（σ ｋ）ＰＪ（σ ｋ）ｘｋ } ≤

E{ ｘＴｋ ( １β ＫＴＢＴΦＴ
１（Ｉ Ｐ）Φ１ＢＫ ＋

βＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫ )ｘｋ } ． （１７）

根据式（１３）、（１４）以及（１７），可以得到

E ｘＴｋ－１（ΛＴ２ＰΛ２ － Ｑ）ｘｋ－１{ }≤

E{ ｘＴｋ－１ (（１ ＋ １
β
）ＫＴＢＴΦＴ

１（Ｉ Ｐ）Φ１ＢＫ ＋

１ ＋ β( ) ＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫ － Ｑ )ｘｋ－１ } ．

（１８）
对于 E ｘＴｋΛＴ１ＰΛ２ｘｋ－１{ } ，通过（１３）、 （１４），在任

意 γ ＞ ０的情况下，下列不等式成立：
E － ｘＴｋＨＴ１（ε ｋ）ＰＪ（σ ｋ）ｘｋ－１{ }≤

　 　 E{
ｘＴｋ
２γ

ＡＴΦＴ
１（Ｉ Ｐ）Φ１Ａｘｋ ＋

　 　
γｘＴｋ－１
２

ＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫｘｋ－１ } ． （１９）

而在任意 κ＞０的情况下，下列不等式成立：
E －ｘＴｋ ＪＴ（σｋ）ＰＨ２（εｋ）ｘｋ－１{ }≤

E{
ｘＴｋ
２κ

ＫＴＢＴΦＴ
２（ＩＰ）Φ２ＢＫｘｋ＋

κｘＴｋ－１
２

ＫＴＢＴΦＴ
１（ＩＰ）Φ１ＢＫｘｋ－１ } ． （２０）

结合 （１９）、 （２０）， 根据 （６）、 （７） 以及 （１３）、
（１４），可以得到

E ｘＴｋΛＴ１ＰΛ２ｘｋ－１{ }≤

E{ ｘＴｋＰΓ１ＢＫｘｋ－１ － ｘＴｋＰΓ２ＢＫｘｋ－１ ＋

ｘＴｋＡＴΦＴ
１（Ｉ Ｐ）Φ１Ｂ ×

Ｋｘｋ－１ － ｘＴｋＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫｘｋ－１ ＋

１
２γ

ｘＴｋＡＴΦＴ
１（Ｉ Ｐ） ×

Φ１Ａｘｋ ＋ γ
２
ｘＴｋ－１ＫＴＢＴΦＴ

２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫｘｋ－１ ＋

１
２κ

ｘＴｋＫＴＢＴ × ΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫｘｋ ＋

２１５
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κ
２
ｘＴｋ－１ＫＴＢＴΦＴ

１（Ｉ Ｐ）Φ１ＢＫｘｋ－１ } ． （２１）

结合（１６）、（１８）以及（２１），（１２）可以重新表

示为

E｛ΔＶ（ｙｋ）｝ ≤ E ｙＴｋ
Π^１１ Π^１２

∗ Π^２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｙｋ{ } ， （２２）

其中：
Π^１１ ＝ Ｑ ＋ ＰΓ１Ａ ＋ ＰΓ１ＢＫ ＋ ＡＴΓＴ１Ｐ ＋

（１ ＋ １
α

＋ １
γ
）ＡＴΦＴ

１（Ｉ Ｐ）Φ１Ａ ＋

ＫＴＢＴΓＴ２Ｐ ＋ （１ ＋ α ＋ １
κ
）ＫＴＢＴΦＴ

２（ＩＰ）Φ２ＢＫ，

Π^１２ ＝ ＰΓ１ＢＫ ＋ ＡＴΦＴ
１（Ｉ Ｐ）Φ１ＢＫ －

ＰΓ２ＢＫ － ＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫ，

Π^２２ ＝ － Ｑ ＋ （１ ＋ １
β

＋ κ）ＫＴＢＴΦＴ
１（Ｉ Ｐ）Φ１ＢＫ ＋

１ ＋ β ＋ γ( ) ＫＴＢＴΦＴ
２（Ｉ Ｐ）Φ２ＢＫ．

如果Π
Π^１１ Π^１２

∗ Π^２２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＜ ０，那么存在一个正参

数 σ ＝－ λｍａｘ（Π）使E｛ΔＶ（ｙｋ）｝ ≤－ σ E ‖ｙｋ‖２{ } ．
根据文献［３１］可以得出随机增广系统（４）是随机稳

定的．

根据舒尔补定理，不等式Π ＜ ０当且仅当

Ξ１ Ξ２ Ξ３ Ξ５ ０
∗ － Ｑ Ξ４ ０ Ξ６
∗ ∗ － Ｉ Ｐ－１ ０ ０
∗ ∗ ∗ － Ｉ Ｐ－１ ０
∗ ∗ ∗ ∗ － Ｉ Ｐ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０

（２３）
成立，其中：
Ξ１ ＝ Ｑ ＋ ＰΓ１Ａ ＋ ＡＴΓＴ１Ｐ ＋ ＰΓ２ＢＫ ＋ ＫＴＢＴΓＴ２Ｐ，
Ξ２ ＝ ＰΓ１ＢＫ － ＰΓ２ＢＫ，

Ξ３ ＝ ＡＴΦＴ
１ ＫＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

Ξ４ ＝ ＫＴＢＴΦＴ
１ － ＫＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

Ξ５ ＝ ζ １ ＡＴΦＴ
１ ζ ２ ＫＴＢＴΦＴ

２[ ] ，

Ξ６ ＝ ζ ３ ＫＴＢＴΦＴ
１ ζ ４ ＫＴＢＴΦＴ

２[ ] ．

用 ｄｉａｇ｛Ｐ －１，Ｐ －１，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝ 对不等式（１０） 进行同

余变换，并令Ｘ ＝ Ｐ －１，Ｚ ＝ Ｐ －１ＱＰ －１以及Ｙ ＝ＫＸ，可以

得到不等式（２３），即不等式（１０）成立意味着Π ＜ ０，
从而得到系统（４） 是随机稳定的．证毕．

３　 仿真算例

算例 １ 　 考虑一个由（１）描述的连续时间线性

系统，系统矩阵如下：

Ａ ＝
－０ ５ ０ ８ ０ ４
０ －０ ５ ０ １２
０ ０ ０ １

，

　 　 Ｂ ＝
０ ２ ０ １５
０ １１ ０ ６

－ ０ ３　 ０ ６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú



根据引理 １，可以得到矩阵 Ａ 的特征值分别为

λ １ ＝ － ０ ５和 λ ２ ＝ ０ １，其重数分别为 ｎ１ ＝ ２和 ｎ２ ＝
１．然后，可以得到汇合范德蒙矩阵

Ｖａ ＝
１ ０００ ０ ０ １ ０００ ０

－ ０ ５００ ０ 　 １ ０００ ０ ０ １００ ０
０ ２５０ ０ － １ ０００ ０ ０ ０１０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú



选定理想周期采样间隔为 ｈ ＝ ０ ２５．假设采样误

差服从 － ０ ０３ 到 ０ ０３ 的均匀分布，时滞服从 ０ 到

０ ０７的均匀分布．因此，可以得到

ＵＴｇＵｇ ＝
０ ０５５ ４ ０ ００６ ８ ０ ０５９ ８
０ ００６ ８ ０ ０００ ８ ０ ００７ ４
０ ０５９ ８ ０ ００７ ４ ０ ０６４ ４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

ＵＴｈＵｈ ＝
０ ０４２ １ ０ ００４ ６ ０ ０４４ ９
０ ００４ ６ ０ ０００ ５ ０ ００４ ９
０ ０４４ ９ ０ ００４ ９ ０ ０４８ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú



矩阵 Ｕｇ 和 Ｕｈ 可通过计算得出：

Ｕｇ ＝
０ ０００ ０ ０ ０００ ０ － ０ ０００ ０
０ ０００ ７ － ０ ００１ ８ － ０ ０００ ５
０ ２３５ ４ ０ ０２９ １ ０ ２５３ ８

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｕｈ ＝
０ ０ ０

０ ００１ ０ － ０ ００２ ５ － ０ ０００ ７
０ ２０５ １ 　 ０ ０２２ ３ 　 ０ ２１９ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú



假设α ＝ β ＝ γ ＝ κ ＝ １．利用ＭＡＴＬＡＢ ２０１５ｂ上的

ＬＭＩ工具箱求解不等式（１０），得到如下可行解：

Ｘ ＝
８８９ ２０３ ９ － ２０７ ７２４ ３ ８ ４８７ ６

－ ２０７ ７２４ ３ ６３０ ０００ ６ ２ ５２７ ８
８ ４８７ ６ ２ ５２７ ８ １２ １４７ ４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｚ ＝
１５５ ２５０ ６ － ２８ ０２４ １ － ０ ４５４ ８
－ ２８ ０２４ １ ９１ ０３６ ６ ０ ３９２ ０
－ ０ ４５４ ８ ０ ３９２ ０ ０ ５８５ ８

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｙ ＝
－ ２８８ ４９３ ４ － ４１３ ０１２ ６ ３ ７６１ ２
－ １４４ ２０９ ０ － ２０９ ５２７ ２ － ４ ２３１ ８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 

根据定理 １，设计的控制器增益为
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Ｋ ＝ ＹＸ －１ ＝
－ ０ ５２７ １ － ０ ８３２ ８ ０ ８５１ ２
－ ０ ２５９ ０ － ０ ４１７ ６ － ０ ０８０ ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

将初始值设置为 ｘ（０） ＝ ５ － ３ ４[ ] Ｔ ． 仿真结

果如图 １—３所示．图 １ 描述了没有控制输入时的状

态轨迹．图 ２ 描述了服从均匀分布的时滞．图 ３ 给出

了服从均匀分布的采样误差和带有控制器的闭环系

统的状态轨迹，验证了闭环系统在噪声采样区间和

随机时滞都服从均匀分布的情况下的随机稳定性．

图 １　 无控制输入时系统的状态轨迹

Ｆｉｇ １　 Ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔｓ

图 ２　 服从均匀分布的时滞

Ｆｉｇ ２　 Ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｏｂｅｙｉｎｇ ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

算例 ２　 考虑以下系统模型［３２］：
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选定理想周期采样间隔为 ｈ ＝ ０ ５．假设采样误

差是一个具有概率质量函数的离散随机变量，且其

概率质量函数为

图 ３　 服从均匀分布的采样误差（上）和带有控制器的

闭环系统（下）的状态轨迹

Ｆｉｇ ３　 Ｓａｍｐｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｂｅｙｉｎｇ ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ （ｕｐ） ａｎｄ
ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｌｏｓｅｄ ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ （ｂｏｔｔｏｍ）

P ε{ } ＝
ρ，　 　 ε ＝ ０ １，
１ － ρ，　 ε ＝ ０．{ （２４）

设 ρ ＝ ０ ４．假设时滞服从 ０到 ０ ３的均匀分布，
α ＝β ＝ γ ＝ κ ＝ １．通过求解线性矩阵不等式（１０），可
以得到
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Ｙ ＝ １ ６９９ ０ － ７ ３９１ ３[ ] 
根据定理 １，设计的控制器增益为

Ｋ ＝ ＹＸ －１ ＝ － ０ ０９４ ７ － １ ２５４ ８[ ] 
设初始状态为 ｘ（０） ＝ １ － ０ ８[ ] Ｔ ． 从图 ４ 可

以看出，当采样误差服从（２４）且随机延迟服从均匀

分布时，闭环系统是随机稳定的．
通过两个仿真算例得出的结果，可以看出，本文

的设计方法是有效的．

４　 结语

本文研究了噪声采样区间下具有随机时滞的网

络化系统镇定问题．首先，利用离散时间方法建立了

一个等效随机系统模型，但其系统矩阵具有高阶非

线性和双重随机性．然后，利用汇合范德蒙矩阵方法

和克罗内克积运算，计算了包括离散时间系统矩阵

在内的三个矩阵乘积的数学期望，并设计出了镇定

控制器．最后，通过两个仿真算例验证了所设计方法

的有效性．

４１５
胡志佩，等．噪声采样区间下具有随机短时滞的网络化系统镇定研究．
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图 ４　 服从伯努利分布的采样误差（上）和带有控制器的

闭环系统（下）的状态轨迹
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