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摘要
基于事件触发机制，研究了一类非

严格反馈非线性系统的自适应神经网络
追踪控制问题．结合反步技术、神经网络
和事件触发机制，提出了一种自适应神
经网络控制方案，减少了数据传输量并
减轻了控制器和执行器之间的传递负
担，保证了输出信号尽可能地追踪到参
考信号，同时使得闭环系统的所有信号
有界．此外，通过避免芝诺现象保证了所
提事件触发机制的可行性．最后，给出一
个例子验证了所提出策略的有效性．
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０　 引言

　 　 近年来，由于非线性系统被广泛地应用在实际生活中，因此相关

的控制问题受到广泛的关注．在对非线性系统的研究中，反步技术成

为处理非线性系统相关问题的有力工具之一［１⁃２］ ．基于反步技术，文献

［３］研究了一类带有全状态约束的随机非线性系统的自适应追踪控

制问题．然而，当非线性系统中的非线性函数不再是完全已知或者具

有未知参数的线性形式时，仍然使用传统的反步控制技术研究此类

系统会有一定的困难．因此，基于上述分析，大量的有关模糊逼近和神

经网络的控制策略［４⁃９］被提出．例如，文献［７］结合反步技术和模糊逻

辑系统针对一类带有时滞的随机非线性系统设计了一种自适应追踪

控制方案．
值得注意的是，上述所提到的文献［７］研究的是一类带有严格反

馈结构的系统，这类系统中的非线性函数 ｆｉ（·）至多包含系统中的前

ｉ 个状态．然而，非严格反馈非线性系统中的非线性函数 ｆｉ（·）是包含

全部状态变量 ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］ Ｔ 的函数，这一特性无疑将增加虚拟

控制器设计的难度．为解决上述问题，人们针对非严格反馈非线性系

统展开了一系列的研究［１０⁃１４］ ．在文献［１３］中，通过对非线性函数进行

假设解决了非严格反馈带来的困难，并且针对带有未知时滞的非严

格反馈随机系统提出了一种自适应神经网络控制策略．不同的是，文
献［１４］移除了关于非线性函数的假设，利用模糊逻辑系统的结构特

征克服了非严格反馈带来的困难．
随着网络控制系统的迅速发展，事件触发控制［１５⁃１８］作为一种节

省网络通信资源的有效方法得到了广泛的研究．如文献［１５］基于事件

触发机制和命令滤波，讨论了一类随机非线性系统的追踪控制问题．
本文结合反步技术和事件触发机制，针对非严格反馈非线性系统

提出一种自适应神经网络追踪控制策略．在控制设计的过程中，基于神

经网络及其结构特征解决了系统中非线性函数和非严格反馈结构带来

的问题．通过将反步技术、神经网络与事件触发机制相结合设计了一个

自适应神经网络控制器，所设计的控制器不仅可以保证所有信号在闭

环系统中有界，而且减少了控制器与执行器之间的传递次数，节约了通

信资源．同时，通过排除芝诺现象证明了该方案的有效性．　 　 　 　



１　 问题陈述

考虑一类单输入单输出非严格反馈下的非线性

系统：
ｄｘｉ ＝ ｆｉ（ｘ） ＋ ｇｉ（ｘ）ｘｉ ＋１，ｉ ＝ １，…，ｎ － １，
ｄｘｎ ＝ ｆｎ（ｘ） ＋ ｇｎ（ｘ）ｕ，
ｙ ＝ ｘ１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中 􀭵ｘｉ ＝ ［ｘ１，…，ｘｉ］ Ｔ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 且􀭵ｘｎ ＝ ｘ∈ Ｒｎ

代表 状 态 向 量，ｕ 和 ｙ 分 别 代 表 输 入 和 输 出，
ｆｉ（ｘ）（ ｉ ＝１，…，ｎ） 是 未 知 光 滑 的 非 线 性 函 数，
ｇｉ（ｘ）（ ｉ ＝ １，…，ｎ） 是已知光滑的非线性函数．

假设 １［２］ 　 对于 ｉ ＝ １，…，ｎ，函数 ｇｉ（ｘ） 的符号

不变，存在已知常数 ｇ１ 和 ｇ２，使得

０ ＜ ｇ１ ≤｜ ｇｉ（ｘ） ｜≤ ｇ２ ＜ ∞，∀ｘ∈ Ｒｎ ． （２）
显然，式（２）表明 ｇｉ（ｘ） 严格正或者严格负，因

此可以假设 ｇｉ（ｘ） ＞ ０，∀ｘ∈ Ｒｎ ．
假设 ２　 参考信号 ｙｄ 及其直到 ｎ 阶导数 ｙ（ｎ）ｄ 是

连续有界的．
控制目标：基于事件触发机制，利用神经网络自

适应控制方法，使系统的输出 ｙ 尽可能地跟踪到参

考信号 ｙｄ，且保证所有信号在闭环系统中是有界的．
为了更好地实现控制目标，下面给出一些预备

知识．
引理 １［１］ 　 对于任意的变量 ξ ∈ Ｒ 和常数 ρ ＞

０，有以下不等式成立：

０ ≤｜ ξ ｜ － ξｔａｎｈ ξ
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷≤ δρ，δ ＝ ０􀆰 ２７８ ５． （３）

引理 ２［４］ 　 对∀ｔ∈ Ｒ ＋，令 Ｖ（ ｔ） 是一个连续函

数并且 Ｖ（０） 有界．若有不等式

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ ａ１Ｖ（ ｔ） ＋ ａ２， （４）
这里 ａ１ ＞ ０，ａ２ ＞ ０是常数，则 Ｖ（ ｔ） 有界．

在本文中，径向基函数神经网络将会被用来逼

近连续的非线性函数．径向基函数神经网络可被表

达成如下形式：
ｆｎｎ（Ｚ） ＝ ＷＴＳ（Ｚ）， （５）

其中 Ｚ∈ ΩＺ⊂Ｒｑ 是输入向量，Ｗ ＝ ［ｗ１，…，ｗ ｌ］ Ｔ 是
权向量，ｌ（ ＞ １） 是径向基函数神经网络节点的数

目，Ｓ（Ｚ） ＝ ［ ｓ１（Ｚ），…，ｓｌ（Ｚ）］ Ｔ 是基函数向量且

ｓｉ（Ｚ） ＝ ｅｘｐ －
（Ｚ － μ ｉ） Ｔ（Ｚ － μ ｉ）

η ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

这里 μ ｉ ＝ ［μ ｉ１，μ ｉ２，…，μ ｉｑ］ Ｔ 是接受域的中心且常数

η ＞ ０是高斯函数的宽度．
式（５）表明如果 ｆ（·）在紧集ΩＺ⊂Ｒｑ 上是连续

的，则对任意的精度 ε ＞ ０，有一个径向基函数神经

网络（５） 使得

ｆ（Ｚ） ＝ Ｗ∗ＴＳ（Ｚ） ＋ δ（Ｚ），
这里 Ｗ∗ 是理想的权向量且逼近误差 δ（Ｚ） 满足

｜ δ（Ｚ） ｜≤ ε．
引理 ３［６］ 　 令 Ｓ（·）是径向基函数神经网络（５）

的一个基函数向量．􀭰ｚｎ ＝ ［ ｚ１，…，ｚｎ］ Ｔ和μ ｉ ＝ ［μ ｉ１，μ ｉ２，
…，μ ｉｎ］ Ｔ 分别是输入变量和接受域的中心．对一个整

数 ｋ ＜ ｎ 定义了一个新的输入变量 􀭰ｚｋ ＝ ［ ｚ１，…，ｚｋ］ Ｔ

和 􀭵μ ｉ ＝ ［μ ｉ１，μ ｉ２，…，μ ｉｋ］ Ｔ， 则对于相同的宽度常

数，有
Ｓ（􀭰ｚｎ） ＴＳ（􀭰ｚｎ） ≤ Ｓ（􀭰ｚｋ） ＴＳ（􀭰ｚｋ），

这里􀭰ｚｋ 和􀭵μ ｉ 分别是由􀭰ｚｎ 和μ ｉ 的前 ｋ个元素组成的向

量．

２　 自适应神经网络控制设计

通过反步设计法，构造一个针对系统（１）的自适

应神经追踪控制器．首先，定义坐标变换如下：
ｚ１ ＝ ｘ１ － ｙｄ，
ｚｉ ＝ ｘｉ － α ｉ －１，ｉ ＝ ２，…，ｎ，

{ （６）

其中 ｚｉ 是虚拟状态追踪误差，α ｉ 是虚拟控制器．
在设计过程中，虚拟控制器和自适应律将会被

设计为如下形式；

α ｉ ＝ － ｃｉｚｉ － θ^ｉ‖Ｓｉ（Ｘｉｉ）‖ｔａｎｈ (
ｚｉ‖Ｓｉ（Ｘｉｉ）‖

ρ ｉ
)， （７）

θ^
·
ｉ ＝ － γ ｉ θ^ｉ ＋ λ ｉｚｉ‖Ｓｉ（Ｘｉｉ）‖ｔａｎｈ (

ｚｉ‖Ｓｉ（Ｘｉｉ）‖
ρ ｉ

)， （８）
这里 ｉ ＝ １，…，ｎ，ｃｉ，ρ ｉ，γ ｉ 和λ ｉ 是正设计常数，Ｓｉ（Ｘｉｉ）
是径向基函数神经网络的一个基函数向量，Ｘ１１ ＝

［ｘ１，ｙｄ，ｙ̇ｄ］ Ｔ，Ｘｉｉ ＝ ［ｘ１，ｘ２，…，ｘｉ，ｙｄ，ｙ̇ｄ，…，ｙ（ ｉ）ｄ ，θ^１，
θ^２，…，θ^ｉ －１］ Ｔ，θ^ｉ 是未知常数 θ ｉ 的估计．

注 １　 从式（８）可以得出若 θ^ｉ（０） ≥０则 θ^ｉ（ｔ） ≥
０，ｔ≥ ０，因此本文将假设 θ^ｉ（０） ≥ ０．

步骤 １．由 ｚ１ ＝ ｘ１ － ｙｄ 可得

ｚ̇１ ＝ ｆ１（ｘ） ＋ ｇ１（ｘ）ｘ２ － ｙ̇ｄ ． （９）
给出如下李雅普诺夫函数为

Ｖ１ ＝
１
２
ｚ２１ ＋

ｇ１
２λ １
􀭴θ２１， （１０）

其中 􀭴θ１ ＝ θ １ － θ^１ 是参数误差．
通过联立式（９） 和（１０），可以得出：
Ｖ̇１ ＝ ｚ１（ ｆ１（ｘ） ＋ ｇ１（ｘ）ｘ２ － ｙ̇ｄ － ｇ１（ｘ１）ｘ２） －

　 　
ｇ１
λ １
􀭴θ１ θ^
·
１ ＋ ｚ１ｇ１（ｘ１） ｚ２ ＋ ｚ１ｇ１（ｘ１）α１ ． （１１）

０６
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根据杨氏不等式有：

ｚ１ｇ１（ｘ１） ｚ２ ≤
１
２
ｇ１（ｘ１） ｚ２１ ＋

１
２
ｇ１（ｘ１） ｚ２２ ． （１２）

将式（１２）代入式（１１）有

Ｖ̇１ ＝ ｚ１ｇ１（ｘ１）α１ ＋ ｚ１φ１（Ｘ１） －
ｇ１
λ １
􀭴θ１ θ^
·
１ －
１
２
ｚ２１ ＋

　 　 １
２
ｇ１（ｘ１） ｚ２２， （１３）

这里φ１（Ｘ１）＝ ｆ１（ｘ） ＋ ｇ１（ｘ）ｘ２ － ｙ̇ｄ － ｇ１（ｘ１）ｘ２ ＋
１
２
ｚ１ ＋

１
２
ｇ１（ｘ１） ｚ１，且 Ｘ１ ＝ ［ｘ，ｙｄ，ｙ̇ｄ］ Ｔ ．

应用神经网络逼近 φ１（Ｘ１），即：
ｚ１φ１（Ｘ１） ＝ ｚ１Ｗ∗Ｔ

１ Ｓ１（Ｘ１） ＋ ｚ１δ １（Ｘ１），
　 　 ‖δ １（Ｘ１）‖ ≤ ε １，ε １ ＞ ０． （１４）

联立引理 ３以及式（３），式（１４）可以被重新写为

ｚ１φ１（Ｘ１） ≤｜ ｚ１ ｜ ‖Ｗ∗Ｔ
１ ‖‖Ｓ１（Ｘ１）‖ ＋

１
２
ｚ２１ ＋

１
２
ε ２１ ≤

ｚ１θ １ｇ１‖Ｓ１（Ｘ１）‖ｔａｎｈ (
ｚ１‖Ｓ１（Ｘ１）‖

ρ １
) ＋

δｇ１θ １ρ １ ＋
１
２
ｚ２１ ＋

１
２
ε ２１ ≤

ｚ１θ １ｇ１‖Ｓ１（Ｘ１１）‖ｔａｎｈ (
ｚ１‖Ｓ１（Ｘ１１）‖

ρ １
) ＋

δｇ１θ １ρ １ ＋
１
２
ｚ２１ ＋

１
２
ε ２１， （１５）

这里 θ １ ＝
‖Ｗ∗Ｔ

１ ‖
ｇ１

．

考虑式（７） 中的虚拟控制器 α１ 和式（８） 中的自

适应率θ^
·
１，并且联立式（１３） 和式（１５） 可得：

Ｖ̇１ ≤－ ｃ１ｇ１ｚ２１ ＋
ｇ１γ １
λ １
􀭴θ１ θ^１ ＋

１
２
ｇ１（ｘ１） ｚ２２ ＋ υ １， （１６）

其中 υ １ ＝ δｇ１θ １ρ １ ＋
１
２
ε ２１ ．

步骤 ｉ（ ｉ ＝ ２，…，ｎ） ．由 ｚｉ ＝ ｘｉ － α ｉ －１ 可得：
ｚ̇ｉ ＝ ｆｉ（ｘ） ＋ ｇｉ（ｘ）ｘｉ ＋１ － Ｌｉ －１， （１７）

其中

Ｌｉ －１ ＝∑
ｉ －１

ｊ ＝ １

∂α ｉ －１

∂ｘ ｊ
（ ｆ ｊ（ｘ） ＋ ｇ ｊ（ｘ）ｘ ｊ ＋１） ＋

　 　 ∑
ｉ －１

ｊ ＝ ０

∂α ｉ －１

ｙ（ ｊ）ｄ
ｙ（ ｊ ＋１）ｄ ＋∑

ｉ －１

ｊ ＝ １

∂α ｉ －１

∂θ^ ｊ

θ^
·
ｊ ．

给出如下李雅普诺夫函数为

Ｖｉ ＝ Ｖｉ －１ ＋
１
２
ｚ２ｉ ＋

ｇ１
２λ ｉ

􀭴θ２ｉ ， （１８）

其中 􀭴θｉ ＝ θ ｉ － θ^ｉ 是参数误差．
通过联立式（１７） 和（１８），可以得出：
Ｖ̇ｉ ＝ Ｖ̇ｉ －１ ＋ ｚｉ（ ｆｉ（ｘ） ＋ ｇｉ（ｘ）ｘｉ ＋１ － Ｌｉ －１ －

　 　 ｇｉ（􀭵ｘｉ）ｘｉ ＋１） －
ｇ１
λ ｉ

􀭴θｉ θ^
·
ｉ ＋ ｚｉｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚｉ ＋１ ＋

　 　 ｚｉｇｉ（􀭵ｘｉ）α ｉ ． （１９）
根据杨氏不等式有：

ｚｉｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚｉ ＋１ ≤
１
２
ｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚ２ｉ ＋ １

２
ｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚ２ｉ ＋１ ． （２０）

将式（２０）代入式（１９）有

Ｖ̇ｉ ≤－∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
ｃｊｇ１ｚ２ｊ ＋∑

ｉ －１

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

λ ｊ

􀭴θ ｊ θ^ ｊ ＋∑
ｉ －１

ｊ ＝ １
υ ｊ ＋

　 　 ｚｉｇｉ（􀭵ｘｉ）α ｉ ＋ ｚｉφ ｉ（Ｘｉ） －
ｇ１
λ ｉ

􀭴θｉ θ^
·
ｉ －

　 　 １
２
ｚ２ｉ ＋ １

２
ｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚ２ｉ ＋１， （２１）

这里 φ ｉ（Ｘｉ） ＝ ｆｉ（ｘ） ＋ ｇｉ（ｘ）ｘｉ ＋１ － Ｌｉ －１ － ｇｉ（􀭵ｘｉ）ｘｉ ＋１ ＋
１
２
ｚｉ ＋

１
２
ｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚｉ ＋

１
２
ｇｉ －１（􀭵ｘｉ －１） ｚｉ，且 Ｘｉ ＝ ［ｘ，ｙｄ，ｙ̇ｄ，

…，ｙ（ ｉ）ｄ ，θ^１，θ^２，…，θ^ｉ －１］ Ｔ ．
应用神经网络逼近 φ ｉ（Ｘｉ），即：
ｚｉφ ｉ（Ｘｉ） ＝ ｚｉＷ∗Ｔ

ｉ Ｓｉ（Ｘｉ） ＋ ｚｉδ ｉ（Ｘｉ），
　 　 ‖δ ｉ（Ｘｉ）‖ ≤ ε ｉ，ε ｉ ＞ ０． （２２）
与步骤 １ 的处理方法相同，式（２２）可以被重新

写为

ｚｉφｉ（Ｘｉ）≤｜ ｚｉ ｜ ‖Ｗ∗Ｔｉ ‖‖Ｓｉ（Ｘｉ）‖ ＋ １
２
ｚ２ｉ ＋

１
２
ε２ｉ ≤

ｚｉθ ｉｇ１‖Ｓｉ（Ｘｉ）‖ｔａｎｈ (
ｚｉ‖Ｓｉ（Ｘｉ）‖

ρ ｉ
) ＋ δｇ１θ ｉρ ｉ ＋

１
２
ｚ２ｉ ＋ １

２
ε２ｉ ≤ ｚｉθ ｉｇ１‖Ｓｉ（Ｘｉｉ）‖ｔａｎｈ (

ｚｉ‖Ｓｉ（Ｘｉｉ）‖
ρ ｉ

) ＋

δｇ１θ ｉρ ｉ ＋
１
２
ｚ２ｉ ＋ １

２
ε ２ｉ ， （２３）

这里 θ ｉ ＝
‖Ｗ∗Ｔ

ｉ ‖
ｇ１

．

选择式（７） 中所设计的虚拟控制器 α ｉ 和式（８）

中的自适应率θ^
·
ｉ，并且联立式（２１） 和式（２３） 可得：

Ｖ̇ｉ ≤－∑
ｉ

ｊ ＝ １
ｃｊｇ１ｚ２ｊ ＋∑

ｉ

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

λ ｊ

􀭴θ ｊ θ^ ｊ ＋∑
ｉ

ｊ ＝ １
υ ｊ ＋

　 　 １
２
ｇｉ（􀭵ｘｉ） ｚ２ｉ ＋１， （２４）

１６
学报（自然科学版），２０２１，１３（１）：５９⁃６５

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（１）：５９⁃６５



其中 υ ｊ ＝ δｇ１θ ｊρ ｊ ＋
１
２
ε ２ｊ ．

步骤 ｎ．实际的控制器被设计为

ψ（ｔ）＝ － （１ ＋ ｄ） (αｎｔａｎｈ
ｚｎｇｎ（ｘ）αｎ

κ
＋􀭰ｒ１ｔａｎｈ

ｚｎｇｎ（ｘ）􀭰ｒ１
κ )，

（２５）
ｕ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔｋ），∀ｔ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） ． （２６）

事件触发机制被设计为如下形式：
ｔｋ＋１ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ∈ Ｒ ｜ ｅ（ ｔ） ｜≥ ｄ ｜ ｕ（ ｔ） ｜ ＋ ｒ１｝， （２７）
其中 ｅ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ） － ｕ（ ｔ）为测量误差，κ，０ ＜ ｄ ＜ １，ｒ１

和􀭰ｒ１ ＞
ｒ１
１ － ｄ

是正参数．ｔｋ，ｋ∈Ｚ ＋ 代表控制器的更新

时间．式（２７） 表明在区间［ ｔｋ，ｔｋ＋１） 上 ψ（ ｔ） ＝ （１ ＋
τ １（ ｔ）ｄ）ｕ（ ｔ） ＋ τ ２（ ｔ） ｒ１，这里的 τ １（ ｔ） 和 τ ２（ ｔ） 满足

｜ τ １（ ｔ） ｜ ≤１和 ｜ τ ２（ ｔ） ｜≤１．因此，进一步很容易地

可以得到 ｕ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ）
１ ＋ τ １（ ｔ）ｄ

－
τ ２（ ｔ） ｒ１
１ ＋ τ １（ ｔ）ｄ

．

由 ｚｎ ＝ ｘｎ － α ｎ－１ 可得：
ｚ̇ｉ ＝ ｆｎ（ｘ） ＋ ｇｎ（ｘ）ｕ － Ｌｎ－１， （２８）

其中，

Ｌｎ－１ ＝∑
ｎ－１

ｊ ＝ １

∂α ｎ－１

∂ｘ ｊ
（ ｆ ｊ（ｘ） ＋ ｇ ｊ（ｘ）ｘ ｊ ＋１） ＋

　 　 ∑
ｎ－１

ｊ ＝ ０

∂α ｎ－１

ｙｄ
（ ｊ） ｙｄ

（ ｊ ＋１） ＋∑
ｎ－１

ｊ ＝ １

∂α ｎ－１

∂θ^ ｊ

θ^
·
ｊ ．

给出如下李雅普诺夫函数为

Ｖｎ ＝ Ｖｎ－１ ＋
１
２
ｚ２ｎ ＋

ｇ１
２λ ｎ

􀭴θ２ｎ， （２９）

其中 􀭴θｎ ＝ θ ｎ － θ^ｎ 是参数误差．
通过联立式（２８） 和（２９），可以得出：

Ｖ̇ｎ ＝ Ｖ̇ｎ－１ ＋ ｚｎ（ ｆｎ（ｘ） － Ｌｎ－１） ＋ ｚｎｇｎ（ｘ）ｕ －
ｇ１
λ ｎ

􀭴θｎ θ^
·
ｎ≤

－∑
ｎ－１

ｊ ＝ １
ｃｊｇ１ｚ２ｊ ＋∑

ｎ－１

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

λ ｊ

􀭴θ ｊ θ^ ｊ ＋∑
ｎ－１

ｊ ＝ １
υ ｊ ＋

ｚｎｇｎ（ｘ）ｕ ＋ ｚｎφ ｎ（Ｘｎ） －
ｇ１
λ ｎ

􀭴θｎ θ^
·
ｎ － １
２
ｚ２ｎ ． （３０）

有 φ ｎ（Ｘｎ） ＝ ｆｎ（ｘ） － Ｌｎ－１ ＋ １
２
ｚｎ ＋ １

２
ｇｎ－１（􀭵ｘｎ－１） ｚｎ，

Ｘｎ ＝［ｘ，ｙｄ，ｙ̇ｄ，…，ｙ（ｎ）ｄ ，θ^１，θ^２，…，θ^ｎ－１］ Ｔ ．
利用神经网络逼近 φ ｎ（Ｘｎ），即：
ｚｎφ ｎ（Ｘｎ） ＝ ｚｎＷ∗Ｔ

ｎ Ｓｎ（Ｘｎ） ＋ ｚｎδ ｎ（Ｘｎ），
　 　 ‖δ ｎ（Ｘｎ）‖ ≤ ε ｎ，ε ｎ ＞ ０． （３１）

应用与前面相同的处理方法，式（３１）可以被重

新写为

ｚｉφｎ（Ｘｎ） ≤ ｚｎθｎｇ１‖Ｓｎ（Ｘｎｎ）‖ｔａｎｈ (
ｚｎ‖Ｓｎ（Ｘｎｎ）‖

ρｎ
) ＋

δｇ１θ ｎρ ｎ ＋ １
２
ｚ２ｎ ＋ １

２
ε ２ｎ， （３２）

其中 θ ｎ ＝
‖Ｗ∗Ｔ

ｎ ‖
ｇ１

．

根据 ｕ（ ｔ） 的定义以及引理 １，有以下不等式

成立：

ｚｎｇｎ（ｘ）ｕ ＝ ｚｎｇｎ（ｘ） ( ψ（ｔ）
１ ＋ τ１（ｔ）ｄ

－
τ２（ｔ）ｒ１
１ ＋ τ１（ｔ）ｄ

) ≤

　 　 －｜ ｚｎｇｎ（ｘ）α ｎ ｜ － ｜ ｚｎｇｎ（ｘ）􀭰ｒ１ ｜ ＋

　 　 ｚｎｇｎ（ｘ）
τ ２（ ｔ） ｒ１
１ ＋ τ １（ ｔ）ｄ

＋ ０􀆰 ５５７κ ≤

　 　 ｚｎｇｎ（ｘ）α ｎ ＋ ０􀆰 ５５７κ． （３３）
由杨氏不等式，可得：

∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

λ ｊ

􀭴θ ｊ θ^ ｊ ≤－∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

２λ ｊ

􀭴θ２ｊ ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

２λ ｊ
θ ２ｊ ． （３４）

取式（７）中所设计的虚拟控制器 α ｎ 和式（８） 中

的自适应率θ^
·
ｎ，联立式（３２）、（３３） 和（３４） 可得：

Ｖ̇ｎ ≤－∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊｇ１ｚ２ｊ －∑

ｎ

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

２λ ｊ

􀭴θ２ｊ ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
υ ｊ， （３５）

其中：υ ｊ ＝ δｇ１θ ｊρ ｊ ＋
１
２
ε２ｊ ，ｊ ＝ １，…，ｎ － １；υｎ ＝ δｇ１θｎρｎ ＋

１
２
ε ２ｎ ＋∑

ｎ

ｊ ＝ １

ｇ１γ ｊ

２λ ｊ
θ ２ｊ ＋ ０􀆰 ５５７κ．

３　 稳定性分析

定理 １　 考虑非严格反馈非线性系统（１）、虚拟

控制器（７）、实际控制器（２６）和自适应率（８），在假设

１、假设 ２以及时间触发机制（２７）的条件下，闭环系统

内的所有信号都是有界的，且误差变量 ｚｉ 将会保持在

紧集Ωｚ 中，这里Ωｚ ＝ { ｚｉ，􀭴θｉ ｜ Ｖ（ｚｉ（ｔ）） ≤Ｖ（０） ＋
ａ２
ａ１
，

Ｖ（􀭴θｉ（ ｔ）） ≤ Ｖ（０） ＋
ａ２
ａ１
，ｉ ＝ １，…，ｎ } ．

证明 　 令 Ｖ ＝ Ｖｎ，定义 ａ１ ＝ ｍｉｎ｛２ｃｊｇ１，γ ｊ，ｊ ＝ １，

２，…，ｎ｝，ａ２ ＝∑
ｎ

ｊ ＝ １
υ ｊ，那么可以将（３５） 式重新写为

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ ａ１Ｖ（ ｔ） ＋ ａ２，ｔ≥ ０， （３６）

２６
廉玉晓，等．基于事件触发机制的一类非严格反馈非线性系统的自适应神经网络追踪控制．

ＬＩＡＮ Ｙｕｘｉａｏ，ｅｔ ａｌ．Ａｄａｐｔｉｖｅ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｓｔｒｉｃｔ⁃ｆｅｅｄｂａｃｋ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｉｎｇ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ．



因此，由式（３６）和引理 ２ 可以得出 Ｖ（ ｔ） 是有界的，
且有：

Ｖ（ ｔ） ≤ （Ｖ（０） －
ａ２
ａ１
）ｅ －ａ１ｔ ＋

ａ２
ａ１
，ｔ≥ ０， （３７）

其中 Ｖ（０） ＝∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
２
ｚ２ｊ （０） ＋∑

ｎ

ｊ ＝ １

ｇ１
２λ ｊ

􀭴θ２ｊ （０） ．这意味着

ｚｉ，θ^ｉ 和 􀭴θｉ 是有界的，且保持在紧集 Ωｚ 中．同时，由于

｜ ｔａｎｈ（·） ｜ ＜ １，α ｉ 也是有界的．进而，所有的信号

ｘｉ ＝ｚｉ ＋ α ｉ －１ 都是有界的．从式（３７） 中可以得到 ｚ２１ ≤

２（Ｖ（０） －
ａ２
ａ１
）ｅ －ａ１ｔ ＋ ２

ａ２
ａ１
，因此可以通过对参数进行

适当的调整，使得追踪误差 ｚ１ 尽可能小．

４　 可行性分析

接下来，通过排除芝诺现象证明所提出的事件

触发机制的可行性．
定理 ２　 考虑非严格反馈非线性系统（１）、虚拟

控制器（７）、实际控制器（２６）和自适应率（８），在假

设 １、假设 ２以及时间触发机制（２７）的条件下，存在

一个正常数 ｔ∗，使得∀ｋ∈ Ｚ ＋，｛ ｔｋ＋１ － ｔｋ｝ ≥ ｔ∗，进
而芝诺现象被排除．

证明 　 根据 ∀ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１），ｅ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔ） －

ｕ（ ｔ），有 ｄ
ｄｔ

｜ ｅ ｜ ＝ ｄ
ｄｔ
（ｅ × ｅ）

１
２ ＝ ｓｉｇｎ（ｅ） ｅ̇≤｜ ψ̇ ｜ ．

由式（２５） 可得 ψ 是可微的，并且存在一个正常数 ｓ，
使得 ｜ ψ̇ ｜≤ ｓ，由于 ｅ（ ｔｋ） ＝ ０及 ｌｉｍｔ→ｔｋ＋１

ｅ（ ｔ） ＝ ｄ ｜ ｕ（ ｔ） ｜ ＋

ｒ１，则 ｔ∗ ≥
ｄ ｜ ｕ（ ｔ） ｜ ＋ ｒ１

ｓ
，因此避免了芝诺现象．

５　 仿真实例

这一部分，将给出一个例子证明所提出方案的

有效性．考虑下面的非严格反馈非线性系统：
ｄｘ１ ＝ ｆ１（ｘ） ＋ ｇ１（ｘ）ｘ２，

ｄｘ２ ＝ ｆ２（ｘ） ＋ ｇ２（ｘ）ｕ，

ｙ ＝ ｘ１，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

且 ｆ１（ｘ） ＝ １ － ｃｏｓ（ｘ１ｘ２），ｇ１（ｘ） ＝ ２􀆰 ５ ＋ ０􀆰 ５ｓｉｎ（ｘ１），
ｆ２（ｘ） ＝ ｘ２１ｅｘ２，ｇ１（ｘ） ＝ ２ ＋ ｓｉｎ（ｘ１ｘ２），参考信号 ｙｄ ＝
０􀆰 ７２ｓｉｎ（ ｔ） ．另外，虚拟控制器和真实的控制器被构

造为如下形式：

α１ ＝ － ｃ１ｚ１ － θ^１‖Ｓ１（Ｘ１１）‖ｔａｎｈ (
ｚ１‖Ｓ１（Ｘ１１）‖

ρ １
)，

α２ ＝ － ｃ２ｚ２ － θ^２‖Ｓ２（Ｘ２２）‖ｔａｎｈ (
ｚ２‖Ｓ２（Ｘ２２）‖

ρ ２
)，

ψ（ ｔ） ＝ － （１ ＋ ｄ） (α２ ｔａｎｈ
ｚ２ｇ２（ｘ）α２

κ
＋

　 　 􀭰ｒ１ ｔａｎｈ
ｚ２ｇ２（ｘ）􀭰ｒ１

κ )，
ｕ（ ｔ） ＝ ψ（ ｔｋ），∀ｔ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

自适应律被设计为

θ^
·
１ ＝ － γ１θ^１ ＋ λ１ｚ１‖Ｓ１（Ｘ１１）‖ｔａｎｈ (

ｚ１‖Ｓ１（Ｘ１１）‖
ρ１

)，

θ^
·
２ ＝ － γ２θ^２ ＋ λ２ｚ２‖Ｓ２（Ｘ２２）‖ｔａｎｈ (

ｚ２‖Ｓ２（Ｘ２２）‖
ρ２

) ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

状态初始值为 ｘ１（０） ＝ １，ｘ２（０） ＝ － １􀆰 ５，θ^１（０） ＝

１，θ^２（０） ＝ ２．参数 ｃ１ ＝ ３５，ｃ２ ＝ １０，ρ １ ＝ １，ρ ２ ＝ １，ｄ ＝
０􀆰 ５，ｒ１ ＝ １，􀭰ｒ１ ＝ ９􀆰 ５，κ ＝ １５，γ １ ＝ ２，γ ２ ＝ ５，λ １ ＝ １，
λ ２ ＝１．第 １ 个神经网络系统有 ７３ 个节点，节点中心

在区间［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］ × ［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］ × ［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］
上均匀分布，宽度为 ２．第 ２ 个神经网络系统包含 ７６

个节点，节点中心在区间［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］ × ［ － １􀆰 ５，
１􀆰 ５］ × ［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］ × ［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］ × ［ － １􀆰 ５，
１􀆰 ５］ ×［ － １􀆰 ５，１􀆰 ５］上均匀分布，宽度为２．仿真结果

如图 １—６所示．图 １ 描绘的是输出 ｙ 追踪参考信号

ｙｄ，可以看到即便给出一个较大的初值 ｘ１（０） ＝ １，输
出 ｙ也可以较快地追踪到参考信号 ｙｄ；图 ２表示的是

追踪误差 ｚ１；图 ３是 ｘ１（ ｔ） 和 ｘ２（ ｔ） 的轨迹，可以看出

ｘ１（ ｔ） 和 ｘ２（ ｔ） 显然有界；图 ４是自适应参数 θ^１（ ｔ） 和

θ^２（ ｔ） 的曲线；图 ５是事件触发控制器 ｕ 的轨迹；图 ６
表示的是触发时间的间隔 ｔｋ＋１ － ｔｋ ．

图 １　 输出 ｙ 和参考信号 ｙｄ 的轨迹

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｏｕｔｐｕｔ ｙ ａｎｄ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｓｉｇｎａｌｓ ｙｄ

３６
学报（自然科学版），２０２１，１３（１）：５９⁃６５
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图 ２　 追踪误差 ｚ１ 的轨迹

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｚ１

图 ３　 状态 ｘ１ 和 ｘ２ 的轨迹

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅｓ ｘ１ ａｎｄ ｘ２

图 ４　 自适应参数 θ^１ 和 θ^２ 的轨迹

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ θ^１ ａｎｄ θ^２

６　 结论

本文研究了一类非严格反馈非线性系统的自适

应神经网络追踪控制问题．利用反步技术和神经网

络逼近，设计了一个基于事件触发的自适应神经网

络控制器，使闭环系统的所有信号有界．同时，所提

出的事件触发机制减少了控制器与执行器之间的传

递次数，并且避免了芝诺现象．所给出的仿真实例证

图 ５　 事件触发控制器 ｕ
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｕ

图 ６　 触发时间的间隔 ｔｋ＋１－ｔｋ
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｔｉｍｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ｔｒｉｇｇｅｒｉｎｇ ｔｋ＋１－ｔｋ

明了该方法的有效性．
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