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摘要
本文研究了基于量化脉冲控制的非

线性领导跟随多智能体系统的一致性问
题．基于矩阵理论、李雅普诺夫函数和利
普希茨不等式，给出了若干假设和充分
条件．通过构造比较系统，利用微分方程
理论，给出了固定时间下的一致性准则，
且计算了达到一致需要的时间．最后，选
择合适的参数，通过数值仿真验证了理
论分析的有效性．
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０　 引言

　 　 随着人工智能的发展，多智能体系统［１］作为人工智能的一个重

要分支，受到了广泛的关注并成为研究的热点．在各学科专家、学者的

共同努力下，多智能体系统在一致性［２⁃３］、同步［４⁃５］、群集［６⁃７］、协
调［８⁃９］、优化控制［１０］等领域取得了丰硕的成果．此外，关于一致性问题

有两个常见的研究方向，一个是领导跟随模型［１１］，另一个是无领导监

督模型［１２］ ．
领导跟随一致性［１３⁃１６］，意味着多智能体系统内，跟随者的动态行

为要与领导者达到统一．需要指出的是，一致性类型有很多，如渐近一

致性［１７］、指数一致性［１８］、有限时间一致性［１９］、固定时间一致性［２０⁃２１］

等．指数一致性作为一种特殊的渐近一致性，已经被很多学者研究．然
而，渐近一致性和指数一致性通常是在时间趋于无穷时实现的，这在

现实生活中很难实现．近年来，有限时间一致性的概念被提出，解决了

渐近一致性和指数一致性的缺陷，且达到一致的时间是可计算的．但
它仍有缺陷，因为该时间依赖于系统的初始状态．作为一种特殊的有

限时间一致，固定时间一致是避免这种缺陷的好方法［２２⁃２４］ ．但现有关

于领导跟随多智能体系统的文献中，研究固定时间的成果相对较少．
因此，研究领导跟随多智能体系统的固定时间一致性具有重要的意

义．不失一般性，本文建立的是最基本的非线性领导跟随多智能体系

统模型．
当多智能体之间的连接很弱时，没有控制器就很难实现系统的

同步．迄今为止，已经发表了很多控制方案，如自适应控制［２５］、事件触

发控制［２６⁃２７］、协同控制［２８］、脉冲控制［２９］、状态反馈控制［３０］、采样数据

控制［３１］、间歇控制［３２］等．脉冲控制是一种典型的控制方法，广泛应用

于生物、医学、物理、航天等领域．一方面，系统不可避免地会受到干扰

和中断，脉冲效应可以很好地模拟状态的突变；另一方面，它可以有

效缓解信息传递的压力．
由于通信信道的比特率、能量和带宽是有限的，信息量化［３３］在控

制方案中起着重要作用．一般有两种量化器：均匀量化器［３４⁃３６］和对数

量化器［３７⁃３９］ ．本文考虑对数量化器．
考虑到上述几个因素，本文通过量化脉冲控制的方法分析了非



　 　 　 　线性领导跟随多智能体系统的一致性问题．本文的

新颖之处在于：１）建立领导跟随多智能体系统模型，
并设计了合适的控制协议；２）将通信数据量化，且在

脉冲时刻进行系统内的信息交换，大大降低了通信

带宽和能耗；３）所建立的模型是最基本的非线性多

智能体系统．
本文的其余内容如下所示：第 １ 节是预备知识，

并介绍一些必要的假设、定义和引理；第 ２ 节建立了

非线性领导跟随多智能体系统模型，并基于李雅普

诺夫函数给出了定理；第 ３ 节通过选择合适的参数

进行仿真，验证了上述理论分析的正确性；第 ４ 节是

结论．
注 １　 本文中， Ｒ 表示实数集，ＩＮ 表示 Ｎ × Ｎ 单

位矩阵，ＸＴ 表示矩阵 Ｘ 的转置矩阵，ｄｉａｇ（ｘ１，ｘ２，…，
ｘＮ）表示Ｎ × Ｎ对角阵，ｍａｘ｛ｘｉ｝表示 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ 的

最大值．令Ｍ为一个实对称矩阵，则Ｍ ＞ ０（Ｍ ＜ ０）
表示正（负） 定矩阵．

１　 预备知识

１ １　 图论

G ＝ （V，E，A ）是一个无向图．在图G中，V ＝ ｛ｖ１，
ｖ２，…，ｖＮ｝ 是节点集，E 是边集，其中边表示为 ｅｉｊ ＝
（ｖｉ，ｖｊ） ．A ＝ ［ａｉｊ］ Ｎ×Ｎ 是邻接矩阵，其元素 ａｉｊ 的值依

赖于对应的两个节点是否连通．当 ｅｉｊ∈E时 ａｉｊ ＝ １，否
则 ａｉｊ ＝ ０．第 ｉ 个节点 ｖｉ 的邻域表示为 Nｉ ＝ ｛ｖ∈ V：

（ｖｉ，ｖｊ） ∈ E｝ ．度矩阵D 是对角阵，其元素 ｄｉ ＝∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ．

通过计算L ＝ D － A 可以得到拉普拉斯矩阵L ＝
（ ｌｉｊ） Ｎ×Ｎ，其元素满足：

ｌｉｊ ＝
∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ａｉｊ，　 ｉ ＝ ｊ，

－ ａｉｊ， ｉ≠ ｊ．
{ （１）

１ ２　 对数量化器

在量化过程中，给定量化参数，将整个取值范围

划分为若干个量化电平．量化级数与量化误差成反

比，与量化质量成正比．给定量化器的密度 ι ∈ （０，

１） 和准确度 ζ ＝ １ － ι
１ ＋ ι

∈ （０，１） ．对于∀ｘ∈ Ｒ，定义

数量化器 Ｑ（·）：Ｒ→ω 为

Ｑ（ｍ） ＝
ωｉ，　 　 　 　

１
１ ＋ ζ

ωｉ ＜ ｍ ＜ １
１ － ζ

ωｉ，

０，　 　 　 　 　 　ｍ ＝ ０，
－ Ｑ（ － ｍ）， ｍ ＜ ０．

ì
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ï
ïï

ï
ï

这是一组量化电平的映射，量化电平为 ωｉ ＝
｛ ±ωｉ：ωｉ ＝ ι ｉω０，ｉ ＝ ０， ± １， ± ２，…｝，其中ω０ ＞ ０．

量化器关于原点对称，且满足 Ｑ（ｍ） ＝ （１ ＋
Ξｉ）ｍ，∃Ξｉ ∈ ［ － ζ，ζ］ ． 而且， 如果 ｍ ∈ Ｒｎ， 有

Ｑ（ｍ） ＝ （Ｑ（ｍ） １，Ｑ（ｍ） ２，…，Ｑ（ｍ） Ｎ） ．

１ ３　 假设和相关引理

在这部分，将介绍后续证明需要用到的假设、定
义和引理．

假设 １　 给定利普希茨常数 ｌｆ ＞ ０满足

｜ ｆ（ ｔ，ｓ ｊ（ ｔ）） － ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） ｜≤ ｌｆ ｜ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ） ｜ ．
假设 ２　 给定利普希茨常数 ｌξ１，ｌξ２，…，ｌξＮ ＞ ０

满足 ｜ ξ ｉ（ ｓ ｊ（ ｔ）） － ξ ｉ（ ｓｉ（ ｔ）） ｜≤ ｌξ ｉ ｜ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ） ｜ ，其
中 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

引理１［４０］ 　 当满足ｌｉｍ
ｔ→∞

｜ ｓｉ（ｔ） － ｓ０（ｔ） ｜ ＝ ０，ｉ ＝ １，

２，…，Ｎ时，可以认为在控制协议下跟随者与领导者达

到一致．当总存在 Ｔ ＞ ｔ０ 满足ｌｉｍ
ｔ→Ｔ

｜ ｓｉ（ｔ） － ｓ０（ｔ） ｜ ＝ ０，

ｉ ＝１，２，…，Ｎ 时，可以认为在控制协议下跟随者与领

导者达到固定时间一致．
引理 ２［４１］ 　 令 θ １，θ ２，…，θＮ ≥ ０，ｎ ＞ １，０ ＜

ｍ≤１， 则 满 足：∑
Ｎ

ｉ ＝ １
θｍ
ｉ ≥ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
θ ｉ( )

ｍ
和∑

Ｎ

ｉ ＝ １
θ ｎ
ｉ ≥

Ｎ１－ｎ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
θ ｉ( )

ｎ
．

引理 ３［４２］ 　 假设在（ ｔ，Ｔ） 区间上有脉冲序列

τ ＝ｔ１，ｔ２，…，令 Ｔ 表示平均脉冲间隔，Ｋξ（ ｔ，ｔ０） 表示

给定区间内的脉冲次数，存在 Ｋ０ ∈ Ｎ ＋ 和 Ｔ ∈ Ｒ ＋

满足

ｔ － ｔ０
Ｔ

－ Ｋ０ ≤ Ｋξ（ ｔ，ｔ０） ≤
ｔ － ｔ０
Ｔ

＋ Ｋ０ ．

引理 ４［４３］ 　 众所周知，对于无向连通图 G 满足

ｍＴLｍ≥∑
Ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉｍ２ｉ ，其中λ ｉ 是拉普拉斯矩阵L的特征

根，且满足 ０ ＝ λ １≤ λ ２≤…≤ λ ｎ ．另外，图的代数连

通度满足 λ ２（L ） ＝ ｍｉｎ
‖ｍ‖≠０，１ＴＮｍ ＝ ０

ｍＴ L ｍ
‖ｍ‖

，因此得出当

１ＴＮｍ ＝ ０时有 ｍＴLｍ≥ λ ２（L ）ｍＴ ．

２　 主要结果

本节建立了领导跟随多智能体系统模型．此外，
通过构造李雅普诺夫函数得到了同步标准和一些充

分条件，证明了领导跟随多智能体系统在量化脉冲

控制下的固定时间一致性，并给出了同步时间．
考虑含 Ｎ 个多智能体的非线性多智能体系统，

２５
董鑫淼，等．基于量化脉冲控制策略的领导跟随多智能体系统的固定时间一致性．

ＤＯＮＧ Ｘｉｎｍｉａｏ，ｅｔ ａｌ．Ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｉｎ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｑｕａｎｔｉｚｅｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ．



拓扑结构用无向图 G 表示，标记为 １，２，…，Ｎ 的多智

能体可以被动态描述为

ｓ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） ＋ ｕｉ（ ｔ）， （１）
其中， ｘｉ∈Ｒ描述第 ｉ个多智能体的状态，ｆ：Ｒ × Ｒ→
Ｒ是一个非线性函数，且 ｕｉ∈Ｒ是第 ｉ个多智能体的

控制协议．
标记为 ０ 的多智能体称为领导者，是根据实际

情况设定的理想目标轨迹，ｓ０（ ｔ） 可以被动态描述为

ｓ̇０（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｓ０（ ｔ）） ． （２）
第 ｉ 个多智能体的控制协议被设计为

ｕｉ（ ｔ） ＝ － α ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｘ
ｙ －

　 　 β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｐ
ｑ ＋

　 　 ∑
＋∞

ｋ ＝ １
ｇｉＱ（ ｓｉ － ｓ０）δ（ ｔ － ｔｋ）， （３）

其中，控制参数 α，β ＞ ０，ｘ，ｙ，ｐ 和 ｑ 都是正奇数，且
满足 ｘ ＜ ｙ 和 ｑ ＞ ｐ．

在控制协议（３） 下，系统（１） 被改写为

ｓ̇ｉ（ｔ） ＝ ｆ（ｔ，ｓｉ（ｔ）） ＋ α ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｓｊ（ｔ） － ｓｉ（ｔ））( )
ｘ
ｙ ＋

　 　 β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｓｊ（ｔ） － ｓｉ（ｔ））( )
ｐ
ｑ ，　 　 ｔ≠ ｔｋ，

Δｓｉ（ｔ） ＝ ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｇｉＱ（ｓｉ（ｔ
－
ｋ ） － ｓ０（ｔ

－
ｋ ））， ｔ ＝ ｔｋ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï （４）

令 ｃｉ（ ｔ） ＝ ｓｉ（ ｔ） － ｓ０（ ｔ），可以得到误差系统．

ｃ̇ｉ（ｔ） ＝ ｆ（ｔ，ｓｉ（ｔ）） ＋ α ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｓｊ（ｔ） － ｓｉ（ｔ））( )
ｘ
ｙ ＋

　 　 β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｓｊ（ｔ） － ｓｉ（ｔ））( )
ｐ
ｑ ，　 ｔ≠ ｔｋ，

Δｃｉ（ｔ） ＝ ｇｉＱ（ｃｉ（ｔ
－
ｋ ））， ｔ ＝ ｔｋ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï （５）

定理 １　 假定假设 １和 ２满足且 γ ｋ∈（０，１） ．当
（ＩＮ ＋ ＧΞ＋ Ｇ） Ｔ（ＩＮ ＋ ＧΞ＋ Ｇ） － γ ｋＩＮ ＜ ０时，非线性

多智能体系统（４） 将在固定时间内达到领导跟随一

致性，一致时间为

Ｔ ＝
Ｔａ

（１ － ω）ｌｎγ
ｌｎ １ － γＮ０（１－ω）ｌｎγ

Ｔａ（η ３ － η １）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｔａ

（１ － υ）ｌｎγ
ｌｎ

Ｔａ（η２ － η１）
Ｔａ（η２ － η１）γ２Ｎ０（１

－υ） － ｌｎγ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ＴａＮ０，

其 中，η １ ＝ ２ｌｆ，η ２ ＝ ２
ｘ
ｙ α（λ ２（ L ））

ｘ＋ｙ
２ｙ ，η ３ ＝

２
ｐ
ｑ βＮ

ｑ－ｐ
２ｑ （λ ２（L ））

ｐ＋ｑ
２ｑ ，L 为图 G 的拉普拉斯矩阵．

证明 　 选择李雅普诺夫函数［４４］Ｖ（ｃ（ ｔ）） ＝

１
２∑

ｎ

ｉ ＝ １
（ｃｉ（ ｔ）） ２ ．对于 ｔ≠ ｔｋ，可以从式（５） 推导出

Ｖ̇（ｃ（ ｔ）） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉ（ ｔ） ｃ̇ｉ（ ｔ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）

é

ë
ê
ê ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） － ｆ（ ｔ，ｓ０（ ｔ）） ＋

α ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｘ
ｙ ＋

β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｐ
ｑ ù

û
ú
ú ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）（ ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） － ｆ（ ｔ，ｓ０（ ｔ））） ＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）

é

ë
ê
êα ∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｘ
ｙ ＋

β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｐ
ｑ ù

û
ú
ú ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ．

（６）
根据假设 １，有

Ｖ１（ｃ（ ｔ）） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）（ ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） － ｆ（ ｔ，ｓ０（ ｔ））） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｃｉ（ ｔ） ｜ ｜ ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） － ｆ（ ｔ，ｓ０（ ｔ）） ｜≤

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｃｉ（ ｔ） ｜ ｌｆ ｜ ｓｉ（ ｔ） － ｓ０（ ｔ） ｜ ＝

ｌｆ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃ２ｉ（ ｔ） ≤ ２ｌｆＶ（ｃ（ ｔ）） ＝ η １Ｖ（ｃ（ ｔ）） ． （７）

其中， η １ ＝ ２ｌｆ ＞ ０．
由于图 G 是无向图和奇函数的性质，有

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））
ｘ
ｙ ＝

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ））

ｘ
ｙ ＝

１
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ））

ｘ
ｙ ＋

１
２∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉ（ ｔ）∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ａ ｊｉ（ｃｉ（ ｔ） － ｃｊ（ ｔ））

ｘ
ｙ ＝

１
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｃｉ（ ｔ） － ｃｊ（ ｔ））（ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ））

ｘ
ｙ ＝

－ １
２∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ））

ｘ＋ｙ
ｙ ． （８）

根据引理 ４，有

Ｖ２（ｃ（ ｔ）） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ ｔ） [α ∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｘ
ｙ ＋

β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｐ
ｑ ] ＝

３５
学报（自然科学版），２０２１，１３（１）：５１⁃５８
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－ １
２
α ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ
２ｙ
ｘ＋ｙ
ｉｊ （ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ）） ２[ ]

ｘ＋ｙ
２ｙ －

１
２
βＮ

ｑ－ｐ
２ｑ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ
２ｑ
ｐ＋ｑ
ｉｊ （ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ）） ２[ ]

ｐ＋ｑ
２ｑ ． （９）

由于∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ
２ｙ
ｘ＋ｙ
ｉｊ （ｃｊ（ｔ） － ｃｉ（ｔ））２ ＝ ２ｃＴ（ｔ） Lｃ（ｔ）≥

４λ ２（L）Ｖ（ｃ（ ｔ）） 和∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ
２ｑ
ｐ＋ｑ
ｉｊ （ｃｊ（ ｔ） － ｃｉ（ ｔ）） ２ ＝

２ｃＴ（ ｔ）Lｃ（ ｔ） ≥ ４λ ２（L ）Ｖ（ｃ（ ｔ）），可以得到

Ｖ２（ｃ（ ｔ）） ≤－ ２
ｘ
ｙ α（λ ２（L ））

ｘ＋ｙ
２ｙ Ｖ

ｘ＋ｙ
２ｙ （ｃ（ ｔ）） －

　 　 ２
ｐ
ｑ βＮ

ｑ－ｐ
２ｑ （λ ２（L ））

ｐ＋ｑ
２ｑ Ｖ

ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ）） ． （１０）

综上所述，李雅普诺夫函数可以被改写为

Ｖ̇（ｃ（ ｔ）） ≤ η １Ｖ（ｃ（ ｔ）） － η ２Ｖ
ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ）） －

　 　 η ３Ｖ
ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ））， （１１）

其中，η２ ≤２
ｘ
ｙ α（λ２（L ））

ｘ＋ｙ
２ｙ ，η３ ＝ ２

ｐ
ｑ βＮ

ｑ－ｐ
２ｑ （λ２（L ））

ｐ＋ｑ
２ｑ ．

当 ｔ ＝ ｔｋ 时，

Ｖ（ｃ（ ｔ ＋ｋ ）） ＝
１
２
ｃＴ（ ｔ ＋ｋ ）ｃ（ ｔ

＋
ｋ ） ＝

１
２
ｃＴ（ ｔ －ｋ ）（ＩＮ ＋ ＧΞ ＋ Ｇ） Ｔ（ＩＮ ＋ ＧΞ ＋ Ｇ）ｃ（ ｔ －ｋ ） ＝

１
２
ｃＴ（ ｔ －ｋ ） [（ＩＮ ＋ ＧΞ ＋ Ｇ） Ｔ（ＩＮ ＋ ＧΞ ＋ Ｇ） －

γ ｋＩＮ ] ＋ １
２
γ ｋｃＴ（ ｔ

－
ｋ ）ｃ（ ｔ

－
ｋ ） ． （１２）

由于 （ＩＮ ＋ ＧΞ＋ Ｇ） Ｔ（ＩＮ ＋ ＧΞ＋ Ｇ） － γ ｋＩＮ 是负

定的，因此

Ｖ（ｃ（ｔ ＋ｋ ）） ≤
１
２
γ ｋｃＴ（ｔ

－
ｋ ）ｃ（ｔ

－
ｋ ） ≤ γＶ（ｃ（ｔ －ｋ ）） ． （１３）

方便起见，用 γ ＝ｍａｘ｛γ １，γ ２，…，γ ｋ｝来代替 γ ｋ ．
根据式（６）—（１３），可以推导出

Ｖ̇（ｃ（ ｔ）） ≤ η １Ｖ（ｃ（ ｔ）） － η ２Ｖ
ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ）） －

　 　 η ３Ｖ
ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ）），　 　 　 　 ｔ≠ ｔｋ，

Ｖ（ｃ（ ｔ ＋ｋ ）） ≤ γＶ（ｃ（ ｔ －ｋ ））， ｔ ＝ ｔｋ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

显而易见，当 ０ ＜ Ｖ（ｃ（ ｔ）） ＜ １时，η ３Ｖ
ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ））

趋近于０，当Ｖ（ｃ（ ｔ）） ≥１时，η ２Ｖ
ｐ＋ｑ
２ｑ （ｃ（ ｔ））趋近于０，

所以忽略不计．因此将式（１４） 改写成以下形式．

Ｖ̇（ｃ（ｔ）） ≤

０，　 　 　 　 　 　 　 　 Ｖ（ｔ） ＝ ０，ｔ≠ ｔｋ，
－ （η２ － η１）Ｖυ（ｔ）， ０ ＜ Ｖ（ｔ） ＜ １，ｔ≠ ｔｋ，
－ （η３ － η１）Ｖω（ｔ）， Ｖ（ｔ） ≥１，ｔ≠ ｔｋ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｖ（ｃ（ｔ＋ｋ ）） ≤ γＶ（ｃ（ｔ－ｋ ）），　 　 　 　 ｔ ＝ ｔｋ ．　 　 　 　 （１５）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

其中 υ ＝ ｘ ＋ ｙ
２ｙ
，ω ＝ ｐ ＋ ｑ

２ｑ
．

因此构建如下比较系统［４５］：

ν̇（ ｔ） ＝
０，　 　 　 　 　 　 　 ν（ ｔ） ＝ ０，ｔ≠ ｔｋ，
－ （η ２ － η １）ν υ（ ｔ），０ ＜ ν（ ｔ） ＜ １，ｔ≠ ｔｋ，
－ （η ３ － η １）νω（ ｔ），ν（ ｔ） ≥ １，ｔ≠ ｔｋ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

ν（ ｔｋ） ＝ γν（ ｔ －ｋ ），　 　 　 　 　 ｔ ＝ ｔｋ，
ν（０） ＝ Ｖ（０） ＝ ν ０ ．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１６）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

观察可知， 在误差系统 （１４） 中存在平衡点

ｃ（ ｔ） ＝０．当 ｃ（ ｔ） ＝ ０时，Ｖ̇（ｃ（ ｔ）） ＝ ０，ν̇（ｃ（ ｔ）） ＝ ０．通
过比较式（１６） 和（１５） 发现，当 ｔ≥０时 ０ ＜ Ｖ（ ｔ） ＜
ν（ ｔ） ．因此，将通过求 ν（ ｔ） 来求 Ｖ（ ｔ） ．根据参数的不

同取值范围，微分方程（１６） 的解将分两部分考虑．
考虑 ０ ＜ γ ＜ １，为了方便计算，当 ν（ ｔ） ≥１时，

假设 ｒ（ ｔ） ＝ ν １－ω（ ｔ），式（１５） 可改写为
ｒ̇（ｔ） ＝ － （η３ － η１）（ω － １），　 ０ ＜ ｒ（ｔ） ≤ １，ｔ≠ ｔｋ，

ｒ（ｔ ＋ｋ ） ＝ γ１ｒ（ｔｋ），　 ｔ ＝ ｔｋ，

ｒ（０） ＝ ｒ０ ＝ ν１－ω０ ．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （１７）

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中，γ １ ＝ γ １
－ω≥１．如果画出 ｒ（ ｔ）关于 ν（ ｔ）的曲线，

可以看出连续部分大致是下降的，且当 ν（ ｔ） →１时，
ｒ（ ｔ） → １，当 ν（ ｔ） → ∞ 时，ｒ（ ｔ） → ０．

式（１６） 的解可以通过数学归纳法［４６］ 求出．

ｒ（ ｔ） ＝ γＮζ（０，ｔ）
１ ｈ（０） ＋ （η ３ － η １）（ω － １）∫ｔ

０
γＮζ（σ，ｔ）
１ ｄσ，

（１８）
这表明 ｒ（ ｔ）是单调递增的，且 ｒ（０） ＜ １，ｒ（ ｔ）

ｔ→∞
＝ ＋∞ ．

因此不难发现必然存在一个时间点 Ｔ１ 满足ｒ（ ｔ）
ｔ→Ｔ１

＝ １．

接下来求解 Ｔ１，

γＮζ（０，ｔ）
１ ｈ（０） ＋ （η ３ － η １）（ω － １）∫ｔ

０
γＮζ（σ，ｔ）
１ ｄσ ＝ １．

（１９）
由于 Ｎζ（０，ｔ） ＞ ０未知，因此只能估算出 Ｔ１ 的

最大值．由于 γＮζ（０，ｔ）
１ ｈ（０） ＞ ０，有

（η ３ － η １）（ω － １）∫ｔ
０
γＮζ（σ，ｔ）
１ ｄσ ≤ １． （２０）

根 据 Ｎζ（ ｔ，Ｔ） 的 定 义， 有 ∫ｔ
０
γＮζ（σ，ｔ）
１ ｄσ ≥

∫ｔ
０
γ

ｔ－σ
Ｔａ

－Ｎ０
１ ｄσ．令σ ＝ ｔ － σ

Ｔａ

－ Ｎ０，可以得到 － Ｔａ（η ３ －

η １）（ω － １）∫ｔ ｔ
Ｔａ

－Ｎ０
γσ１ ｄσ≤ １．解这个微分不等式可以

得到

ｔ≤
Ｔａ

ｌｎγ １
ｌｎ １ －

γＮ０
１ ｌｎγ １

Ｔａ（η ３ － η １）（１ － ω）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

４５
董鑫淼，等．基于量化脉冲控制策略的领导跟随多智能体系统的固定时间一致性．

ＤＯＮＧ Ｘｉｎｍｉａｏ，ｅｔ ａｌ．Ｆｉｘｅｄ⁃ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｉｎ ｌｅａｄｅｒ⁃ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｑｕａｎｔｉｚｅｄ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ．



令 γ １ ＝ γ １－ω，可以求得ｒ（ ｔ）
ｔ→Ｔ１

＝ １中

Ｔ１ ＝
Ｔａ

（１ － ω）ｌｎγ
ｌｎ １ － （１ － ω）γＮ０（１－ω） ｌｎγ

Ｔａ（η ３ － η １）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

接下来考虑另一种情况 ０ ＜ ν（ ｔ） ＜ １，设定

ｒ（ ｔ） ＝ ν １－υ，可以得到

ｒ̇（ｔ） ＝ － （η２ － η１）（１ － υ），　 ０ ＜ ｒ（ｔ） ≤ １，
　 　 ｔ≠ ｔｋ，ｔ≥ Ｔ，

ｒ（ｔ ＋ｋ ） ＝ γ２ｒ（ｔｋ），　 ｔ ＝ ｔｋ，ｔ≥ Ｔ，
ｒ（Ｔ１） ＝ １．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２３）

其中 ０ ＜ γ ２ ＜ １满足 γ ２ ＝ γ １－υ ．如果画出 ｒ（ ｔ） 关于

ν（ ｔ）的曲线，可以看出连续部分大致是上升的，且当

ν（ ｔ） → １时，ｒ（ ｔ） → １，当 ν（ ｔ） → ０时，ｒ（ ｔ） → ０．
通过数学归纳法，可推出

ｒ（ ｔ） ＝ γＮζ（Ｔ１，ｔ）
２ ｒ（Ｔ１） －

　 　 （η ２ － η １）（１ － υ）∫ｔ
Ｔ１
γＮζ（σ，ｔ）
２ ｄσ， （２４）

这表明 ｒ（ ｔ） 是单调递增的，且 ｒ（Ｔ１） ＝ １．
根据 Ｎζ（ ｔ，Ｔ） 的定义且 ０ ＜ γ ２ ＜ １，可以有

γＮζ（Ｔ１，ｔ）
２ ≤ γ

ｔ－σ
Ｔａ

－Ｎ０
２ ，进而得出

∫ｔ
Ｔ１
γＮζ（σ，ｔ）
２ ｄσ ≥ ∫ｔ

Ｔ１
γ

ｔ－σ
Ｔａ

＋Ｎ０
２ ｄσ ＝

　 　 － ＴａγＮ０
２ ∫ｔ

Ｔ１
γ

ｔ－σ
Ｔａ２ ｄ

ｔ － σ
Ｔａ

＝ －
ＴａγＮ０

２

ｌｎγ ２
１ － γ

ｔ－Ｔ１
Ｔａ２( ) ．

因此，式（２４） 可以重写为

ｒ（ｔ） ≤γ
ｔ－Ｔ１
Ｔａ

Ｎ０
２ ｈ（Ｔ１） － （η２ － η１）（１ － υ）∫ｔ

Ｔ１
γ

ｔ－σ
Ｔａ

＋Ｎ０
２ ｄσ ＝

１ －
Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０２

ｌｎγ ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú γ

ｔ－Ｔ１
Ｔａ

－Ｎ０
２ ＋

Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０２
ｌｎγ ２

＝ ｒ（ ｔ） ． （２５）

由于 １ －
Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０２

ｌｎγ ２
＞ ０， 且

Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０２
ｌｎγ ２

＜ ０，必然存在一个时间点

ｔ 满足：
ｔ － Ｔ１ ＝ ２ＴａＮ０ ＋

Ｔａ

ｌｎγ ２
ｌｎ

Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）
Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０２ － ｌｎγ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

令 γ ２ ＝ γ １－υ，在 ｒ（ ｔ） → １之后，可以认为存在一

个时间 Ｔ２，使得ｒ（ ｔ）
ｔ→Ｔ２
→ ０，其中

Ｔ２ ＝ ２ＴａＮ０ ＋

Ｔａ

（１ － υ）ｌｎγ
ｌｎ

Ｔａ（η ２ － η １）
Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０（１－υ） － ｌｎγ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

（２６）
根据上述分析可以得到同步时间为

Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ Ｔ２ ＝
Ｔａ

（１ － ω）ｌｎγ
ｌｎ １ － （１ － ω）γＮ０（１－ω） ｌｎγ

Ｔａ（η ３ － η １）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ＴａＮ０ ＋

Ｔａ

（１ － υ）ｌｎγ
ｌｎ

Ｔａ（η ２ － η １）
Ｔａ（η ２ － η １）（１ － υ）γ ２Ｎ０（１－υ） － ｌｎγ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

（２７）
注 ２　 估算的 Ｔ 值是最大同步时间，且不确定

是在连续时间还是脉冲跳变点．

３　 数值仿真

本节选择一些合适的参数通过仿真验证以上理

论分析的有效性．
考虑如下多智能体系统，网络拓扑如图 １所示．

图 １　 网络拓扑图

Ｆｉｇ １　 Ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｍａｐ

ｓ̇０（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｓ０（ ｔ））
和

ｓ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ，ｓｉ（ ｔ）） ＋ α ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｘ
ｙ ＋

　 　 β ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ ｓ ｊ（ ｔ） － ｓｉ（ ｔ））( )
ｐ
ｑ ，　 ｔ≠ ｔｋ，

Δｓｉ（ ｔ） ＝∑
ｊ∈Ｎｉ

ｇｉＱ（ ｓｉ（ ｔ
－
ｋ ） － ｓ０（ ｔ

－
ｋ ））， ｔ ＝ ｔｋ，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中，ｓ０ 是一个孤立的控制节点，满足初始值 ｓ０（０） ＝
０ ５，其余 ４ 个多智能体满足初始值为 ｓ０（０） ＝
［ － ０ １， － ２ ７， １ ８， ２ ４］ Ｔ ．Ｆ（ ｔ，ｍ（ ｔ）） ＝ ［ ｆ（ ｔ，
ｍ１（ ｔ））， ｆ（ ｔ，ｍ２（ ｔ））， ｆ（ ｔ，ｍ３（ ｔ））， ｆ（ ｔ，ｍ４（ ｔ））］ ．ｆ（ ｔ，
ｍｉ（ ｔ）） ＝ ｃｏｓ２（ｍｉ（ ｔ）） －｜ ｓｉｎ（ｍｉ（ ｔ）） ｜ ，满足常数为

ｌｆ ＝［１，１，１ ８，１ ２］ Ｔ 的利普希茨条件．如图 ２ 所示．
ｓ（ ｔ） 的拉普拉斯矩阵为

L ＝

－ ２ 　 １ 　 ０ 　 １
１ － ２ 　 １ 　 ０
０ 　 １ － ２ 　 １
１ 　 ０ 　 １ － ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．

５５
学报（自然科学版），２０２１，１３（１）：５１⁃５８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２１，１３（１）：５１⁃５８



令步长为 ０ ０００ １，脉冲间隔为 ０ ００２，脉冲增益

γ ＝０ ８．取α ＝ ４ ３，β ＝ ２ ５，ｘ ＝ １，ｙ ＝ ３，ｐ ＝ ５，ｑ ＝ ３．经
过计算得，η １ ＝ ４ ４，η ２ ＝ ９ ７９８ ８，η ３ ＝ １６ ４５９ １，且
（ＩＮ ＋ ＧΞ ＋ Ｇ） Ｔ（ＩＮ ＋ ＧΞ ＋ Ｇ） － γ ｋＩＮ ＜ ０也 满足．

无向图 G 的代数连通度为 ２，经过计算得到 Ｔ１ ＝
０  ０７１ ８ ｓ，Ｔ ２ ＝ ０  １０２ ０ ｓ，因此同步时间 Ｔ ＝
０ １７３ ８ ｓ．

显而易见，定理 １是有效的，图 ２ 展示了跟随者

将在约 ０ １８ ｓ的位置与领导者达到一致．

图 ２　 在脉冲控制下 ｓ（ ｔ） 中的每一个节点都与 ｓ０（ ｔ） 达到一致

Ｆｉｇ ２　 Ｅｖｅｒｙ ｎｏｄｅ ｏｆ ｓ（ ｔ） ａｃｈｉｅｖｅｓ ｓｏｏｎ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ ｗｉｔｈ ｓ０（ ｔ）

ｕｎｄｅｒ ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ

４　 结论

通过选择合适的脉冲控制协议，解决了非线性

领导跟随多智能体系统的固定时间一致性问题．为
减少通信损失，脉冲控制协议保证多智能体系统内

的多智能体在脉冲时刻进行信息交互．利用李雅普

诺夫函数、凸分析和利普希茨条件，得到了两个充分

条件，使系统在固定时间内达到一致，该时间可计算

且与初始状态无关．最后通过仿真验证了理论推导

的可行性．
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