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权重平衡有向网络下分布式约束优化的
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摘要
本文研究权重平衡有向网络下分布

式约束优化问题的求解，其中网络的全
局目标函数是由每个智能体的局部目标
函数的和构成，全局的约束是由每个智
能体的局部约束的交构成．为了分布式
求解该问题的最优解，首先引入智能体
的局部共轭函数将其转换为 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对
偶问题．其次，从 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶问题出发，
提出一类基于奇异摄动系统的分布式连
续时间算法．在局部目标函数和其梯度
分别满足强凸和 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ（李普希兹）连
续 的 情 况 下， 结 合 凸 分 析 方 法 和
Ｌｙａｐｕｎｏｖ（李雅普诺夫）稳定性理论，结
果表明所提算法能够获得原问题和对偶
问题的最优值．最后，数值仿真进一步验
证了所提算法的有效性．
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０　 引言

　 　 在过去的几十年里，多智能体系统的分布式协调问题因其在工

程、自然、社会科学等领域的广泛应用，已有大量的研究成果．分布式

优化作为多智能体系统中的一个重要协调问题，其目的是多智能体

通过与邻居之间的相互协作实现整个网络最优决策．在分布式优化问

题的求解方面，早期的工作主要基于迭代格式的离散时间算法．比如，
Ｎｅｄｉｃ 等将多智能体一致机制和优化方法相结合，分别设计了用于求

解无约束优化和凸交约束优化的分布式次梯度算法和分布式次梯度

投影算法［１⁃２］ ．另外，文献［３⁃８］建立了求解等式或不等式约束优化的

分布式离散时间优化算法．
由于连续时间系统在算法设计和分析方面的优势，基于连续时

间系统的分布式优化算法设计近年来受到了研究者的广泛关注．针对

无向网络下无约束分布式优化问题，文献［９⁃１０］分别设计了基于零梯

度和一致性和基于牛顿⁃辛普森一致性的连续时间算法．文献［１１⁃１２］
针对权重平衡有向网络下无约束的情况，从原始对偶的角度出发，分
别提出了基于鞍点动力学和基于负反馈梯度流的连续时间算法．为了

消除参数对全局网络信息的依赖性，文献［１３］提出了一种自适应的

连续时间算法．通过结合估计左特征向量的一致性协议和权重平衡有

向网络下的连续时间算法［１２］，文献［１４］进一步给出了权重非平衡有

向网络下的连续时间协调算法．相比较无约束的情况，约束优化问题

在实际中的应用更加广泛［１５⁃２０］ ．考虑到多个局部约束交的情况，文献

［１５］设计了基于二阶多智能体系统的分布式优化算法．为了避免上述

工作中乘子变量的无界性，文献［１６］进一步提出了基于原始对偶的

连续时间算法．此外，文献［１７］采用神经网络动力学求解局部等式和

不等式约束的分布式优化问题．最近，文献［１８⁃２０］研究了同时包含局

部等式、不等式和闭凸集约束的分布式优化问题．对于更多的分布式

优化算法的工作，读者可参考一些文献综述［２１⁃２３］ ．
从上述的工作中可以发现，分布式约束优化问题的连续时间算

法设计主要针对无向网络．在有向网络下，智能体之间的信息交互往

往是不对称的，这也导致无向网络下基于对称拉普拉斯矩阵的算法

通常不再适用有向网络的情况．因此，有待进一步探讨有向网络下约



　 　 　 　束优化问题的连续时间算法设计．本文考虑一类带

有局部闭凸集约束的分布式优化问题，其中网络的

全局目标函数由智能体的局部目标函数的和构成．
目的是在权重平衡有向网络下，智能体分布式合作

找到该问题的全局最优解．对于该问题的研究，文献

［２４］给出了基于 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶梯度的离散时间算

法，该算法的详细收敛性分析在文献［２５］中给出．由
于获得 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶梯度仍需要求解最优化问题，因
此很难在迭代中直接使用 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶梯度．为此，
本文从不精确的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶梯度出发，结合一致性

机制，提出一类基于奇异摄动系统的分布式连续时

间算法．针对所提出的算法，结合凸分析和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
稳定性理论，对所提算法进行收敛性分析及数值仿

真验证．

１　 预备知识

本节给出论文中使用的数学符号、代数图论及

凸分析中的相关概念和理论预备知识．

１􀆰 １　 符号说明

记 Ｒ 和 Ｒｎ 分别表示实数域和 ｎ 维欧式空间．
Ｒｐ×ｑ 表示 Ｒ 上的 ｐ × ｑ 维的矩阵空间．给定向量 ｘ ∈
Ｒｎ 和矩阵 Ａ ∈ Ｒｐ×ｑ，ｘ 和 Ａ 的欧式范数分别为

‖ｘ‖ ＝ ｘＴｘ 和 ‖Ａ‖ ＝ λｍａｘ（ＡＴＡ ）， 其 中

λｍａｘ（ＡＴＡ） 表示矩阵 ＡＴＡ的最大特征值．Ｉｎ 表示 ｎ阶

单位矩阵．１ｎ（０ｎ） 表示元素全为 １（０） 的 ｎ维列向量．
给定 Ｎ 个列向量 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ，ｃｏｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ） ＝
（ｘＴ

１，ｘＴ
２，…，ｘＴ

Ｎ）Ｔ 表示按照ｘ１ 到ｘｎ 顺序堆叠的列向量．
ｄｉａｇ（ａ１，ａ２，…，ａｎ） 表示以实数 ａ１，ａ２，…，ａｎ 为对角元

的对角矩阵．符号 ⊗ 表示克罗内克（Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ） 积．

１􀆰 ２　 代数图论

Ｎ 个智能体之间的信息交互可表示为一个有向

通信网络 G（V，E），其中 V ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝ 是节点（智
能体） 的集合，E ⊂ V × V 是节点之间的边构成的集

合（假定没有自环） ．边（ ｉ，ｊ） ∈ E 表示智能体 ｉ 可以

收到来自智能体 ｊ 的信息．一条有向路径是由边连接

的有序节点对构成．若任意两个节点之间都存在一

条有向路径，则称有向网络 G 是强连通的．定义 Ａ ＝
（ａｉｊ） Ｎ×Ｎ 是 G 的权重邻接矩阵．若（ ｉ，ｊ） ∈ E，则 ａｉｊ ＞

０；否则 ａｉｊ ＝ ０．采用 ｄｉｎ
ｉ ＝∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ 和 ｄｏｕｔ

ｉ ＝∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａ ｊｉ 分别表

示智能体 ｉ的入度和出度．相应地，G 的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ（拉
普拉斯矩阵）Ｌ ＝ （ ｌｉｊ） Ｎ×Ｎ 定义为 Ｌ ＝ Ｄｉｎ － Ａ，其中

Ｄｉｎ ＝ｄｉａｇ（ｄｉｎ
１ ，ｄｉｎ

２ ，…，ｄｉｎ
Ｎ ） ．由 Ｌ 的定义可知，Ｌ１Ｎ ＝

０Ｎ ．进一步，若１Ｔ
ＮＬ ＝ ０Ｔ

Ｎ，称有向网络G是权重平衡的．
引理 １［１２］ 　 假定 G 是权重平衡有向强连通网

络，其 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 为 Ｌ．则对称矩阵
Ｌ ＋ ＬＴ

２
满足如下

性质：

（Ⅰ） Ｌ ＋ ＬＴ

２
只有一个零特征值，其余的特征值

都是正实数， 并对特征值排序为 ０ ＝ λ １ ＜ λ ２ ≤
λ ３ ≤… ≤ λＮ；

（Ⅱ） ｍｉｎ
１ＴＮｘ ＝ ０

ｘＴ Ｌ ＋ ＬＴ

２
ｘ ≥ λ ２‖ｘ‖２ ．

１􀆰 ３　 凸分析

给定集合 K⊆Ｒｎ，若∀ｘ∈K，∀ｙ∈K和∀ａ∈
（０，１），都有ａｘ ＋ （１ － ａ）ｙ∈K，则K为凸集．连续可微

函数 ｆ：K → Ｒ 是 δ⁃ 强凸函数（δ ＞ ０） 当且仅当（ｘ －
ｙ）Ｔ（∇ｆ（ｘ） － ∇ｆ（ｙ）） ≥ δ‖ｘ － ｙ‖２，∀ｘ，ｙ ∈ K．函
数 ｆ：K → Ｒｎ 是 μ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续当且仅当 ‖ｆ（ｘ） －
ｆ（ｙ）‖ ≤ μ‖ｘ － ｙ‖，∀ｘ，ｙ ∈ K，其中 μ ＞ ０．

对于任意向量 ｕ∈ Ｒｎ，定义 ｕ在闭凸集 K ⊆ Ｒｎ

上的投影为

PK（ｕ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｘ∈K

‖ｕ － ｘ‖．

根据投影的定义，可得如下不等式：
（ｕ － PK（ｕ））Ｔ（ｖ － PK（ｕ）） ≤ ０，∀ｕ ∈ Ｒｎ，ｖ ∈ Ｒｎ ．

（１）

２　 问题描述

考虑一组多智能体求解如下分布式优化问题：

ｍｉｎ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｆｉ（ｘ０），　 ｓ．ｔ．　 ｘ０ ∈∩

Ｎ

ｉ ＝ １
Ωｉ， （２）

其中 ｘ０ ∈ Ｒｎ 是智能体享有的共同决策变量，ｆｉ：
Ｒｎ →Ｒ和Ωｉ ⊂Ｒｎ，ｉ∈V分别是智能体 ｉ的局部凸目

标函数和局部闭凸集约束．这里，智能体只知道自己

的局部目标函数和局部约束．因此，需要智能体分布

式协作求解全局的最优决策．
为求解优化问题（２），做出如下假设：
假设 １
ａ） 对于 ｉ ∈ V，ｆｉ：Ωｉ → Ｒ 是 ｍｉ⁃ 强凸函数

（ｍｉ ＞ ０）；
ｂ） 对于 ｉ∈ V，梯度∇ｆｉ：Ωｉ → Ｒ是Ｍｉ⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ

连续（Ｍｉ ＞ ０）；

ｃ） 存在一个内点 􀭹ｘ０ 使得 􀭹ｘ０ ∈∩
Ｎ

ｉ ＝ １
Ωｉ ．

０５５
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注 １　 假设 １ 保证了问题（２）解的存在性和唯

一性．
假设 ２　 智能体之间的有向通信网络满足强连

通且权重平衡性．

３　 主要结果

本节首先将问题（２）转化为等价形式，然后从等

价形式的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶问题出发，设计一类基于奇异

摄动系统的分布式连续时间算法．最后，对所提算法

进行了详细的收敛性分析．

３􀆰 １　 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶问题

问题（２）等价为

ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｆｉ（ｘｉ），

ｓ．ｔ．　 ｘ ∈ Ω ＝ ∏
Ｎ

ｉ ＝ １
Ωｉ，　 ｘ１ ＝ ｘ２ ＝ … ＝ ｘＮ， （３）

其中 ｘ ＝ ｃｏｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ） ∈ ＲＮｎ，∏
Ｎ

ｉ ＝ １
Ωｉ ⊂ ＲＮｎ 是

Ωｉ（ ｉ ∈ V） 的笛卡尔积．
对于 ｉ ∈ V， 定义 ｆｉ：Ｒｎ → Ｒ 的共轭函数为

ｆ∗ｉ （ｗｉ） ＝ ｓｕｐ
ｘｉ∈Ωｉ

（ｗＴ
ｉ ｘｉ － ｆｉ（ｘｉ）） ．根据文献［２６］ 可知，问

题（３） 的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶问题可表示为

ｍａｘ － ｆ∗（ｗ） ＝ － ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｆ∗ｉ （ｗｉ），　 ｓ．ｔ．∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｗｉ ＝ ０ｎ，

（４）
其中 ｗ ＝ ｃｏｌ（ｗ１，ｗ２，…，ｗＮ） ．

在假设 １ 下，问题（３） 和问题（４） 之间没有对偶

间隙．换句话说，两个问题的最优值相等．ｗ∗ 是问题

（４） 的一个最优解当且仅当对于任意的 ｉ，ｊ ∈ V，有

∇ｆ∗ｉ （ｗ∗
ｉ ）＝∇ｆ∗ｊ （ｗ∗

ｊ ） 和∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ∗

ｉ ＝ ０ｎ ．对于每个 ｉ∈V

和ｗｉ ∈Ｒｎ，􀭵ｘｉ（ｗｉ） ≜ ａｒｇ ｍａｘ
ｘｉ∈Ωｉ

（ｗＴ
ｉ ｘｉ － ｆｉ（ｘｉ）） 是唯一

的且 ∇ｆ∗ｉ （ｗｉ） ＝ 􀭵ｘｉ（ｗｉ） ．
由文献［２７］ 中的定理 ３􀆰 ３４ 可知，对于任意的

ｘｉ ∈Ωｉ，􀭵ｘｉ（ｗｉ） ∈ Ωｉ 满足：
（ｘｉ － 􀭵ｘｉ（ｗｉ）） Ｔ（ｗｉ － ∇ｆｉ（􀭵ｘｉ（ｗｉ））） ≤ ０．
等价地，
􀭵ｘｉ（ｗｉ） ＝ PΩｉ

（􀭵ｘｉ（ｗｉ） ＋ ｗｉ － ∇ｆｉ（􀭵ｘｉ（ｗｉ））） ．
进而，当 ｗ∗ 是问题（４） 的一个最优解时，可得

􀭵ｘ１（ｗ∗
１ ） ＝ 􀭵ｘ２（ｗ∗

２ ） ＝ … ＝ 􀭵ｘＮ（ｗ∗
Ｎ ） ＝ ｘ∗

０

是问题（２） 的最优解．
相应地，ｘ∗ ＝ 􀭵ｘ（ｗ∗） ＝ １Ｎ ⊗ ｘ∗

０ 是问题（３） 的最

优解且满足：

ｘ∗ ＝ PΩ（ｘ∗ ＋ ｗ∗ － ∇ｆ（ｘ∗））， （５）
其中 ∇ｆ（ｘ） ＝ ｃｏｌ（∇ｆ（ｘ１），∇ｆ（ｘ２），…，∇ｆ（ｘＮ）） ．

引理 ２［２４⁃２５］ 　 在假设 １ 下， 对于每个 ｉ ∈ V，

∇ｆ∗ｉ （ｗｉ） ＝ 􀭵ｘｉ（ｗｉ） 是
１
ｍｉ

⁃Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ．

３􀆰 ２　 算法设计和收敛性分析

对于 ｉ ∈ V，智能体 ｉ 实施如下算法：
ε ｘ̇ｉ ＝ PΩｉ

（ｘｉ ＋ ｗｉ － ∇ｆｉ（ｘｉ）） － ｘｉ，

ｗ̇ｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘｉ － ｘ ｊ）， （６）

其中 ε 是有待确定的小参数．在算法（６） 的执行中，
ｘｉ 用于逼近共轭函数 ｆ∗ｉ （ｗｉ） 的梯度 􀭵ｘｉ（ｗｉ），ｗｉ 用于

搜索问题（４） 的最优解．当问题（４） 的最优值获得

时，ｘｉ 自然收敛到问题（２） 的最优解．这将在接下来

的定理中给予证明．为方便，将算法（６） 表示为如下

等价形式：
ε ｘ̇ ＝ PΩ（ｘ ＋ ｗ － ∇ｆ（ｘ）） － ｘ，
ｗ̇ ＝ － （Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｘ． （７）
定理 １　 在假设 １ 和假设 ２ 下，给定 ｃｏｌ （ｘ，ｗ）

的初始值满足（１Ｔ
ｎ ⊗ Ｉｎ）ｗ（０）＝ ０ｎ 和 ｘ（０） ∈Ω，参数

ε 满足如下不等式：
１
ε

＞ （Ｍ ＋ ｍ ＋ １）２‖Ｌ‖２

２λ２ｍ３
＋ Ｍ ＋ １

ｍ２ ‖Ｌ‖， （８）

其中 ｍ 表示 ｍｉ（ ｉ ∈ V） 中的最小值，Ｍ 表示 Ｍｉ（ ｉ ∈
V） 中的最大值．则由系统（７） 产生的轨道 ｃｏｌ（ｘ（ ｔ），
ｗ（ ｔ）） 是有界的，且 ｘ（ ｔ） 收敛到 ｘ∗ ＝ １Ｎ ⊗ ｘ∗

０ ，其中

ｘ∗
０ 是问题（２） 的最优解．

证明 　 记 ｃｏｌ（ｘ∗，ｗ∗） 为系统（７） 的一个平衡

点，则可得

ｘ∗ ＝ PΩ（ｘ∗ ＋ ｗ∗ － ∇ｆ（ｘ∗））， （９）
（Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｘ∗ ＝ ０Ｎｎ ． （１０）

由式（１０）可得 ｘ∗ ＝ １Ｎ ⊗ ｘ∗
０ ．

注意到

（１Ｔ
ｎ ⊗ Ｉｎ） ｗ̇ ＝ （１Ｔ

ｎ ⊗ Ｉｎ）（Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｘ ＝ ０ｎ，
因此，

（１Ｔ
ｎ ⊗ Ｉｎ）ｗ（ ｔ） ＝ （１Ｔ

ｎ ⊗ Ｉｎ）ｗ（０） ＝ ０ｎ ．
这也表明（１Ｔ

ｎ ⊗ Ｉｎ）ｗ∗ ＝ ０ｎ ．结合式（９） 和 ３􀆰 １ 节的

分析可得 ｘ∗ 和 ｗ∗ 分别是问题（３） 和问题（４） 的最

优解．
设 ｙ ＝ ｘ － 􀭵ｘ（ｗ），其中 􀭵ｘ（ｗ） 是 ｆ∗（ｗ） 的梯度且

满足：
􀭵ｘ（ｗ） ＝ PΩ（􀭵ｘ（ｗ） ＋ ｗ － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ））），

则在变量 ｙ 和 ｗ 下，可重写系统（７） 为

１５５
学报（自然科学版），２０２０，１２（５）：５４９⁃５５５
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ｙ̇ ＝ １
ε
（PΩ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ） ＋ ｗ － ∇ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ））） －

　 　 ｙ － 􀭵ｘ（ｗ）） － ∂􀭵ｘ（ｗ）
∂ｗ

ｗ̇，

ｗ̇ ＝ － （Ｌ ⊗ Ｉｎ）（􀭵ｘ（ｗ） ＋ ｙ） ． （１１）
考虑如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
Ｖ ＝ ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）） － ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） － ｙＴ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） ＋

　 　 １
２
‖ｙ‖２ ＋ ｆ∗（ｗ） － ｆ∗（ｗ∗），

则 Ｖ 关于系统（１１） 的导数为

Ｖ̇ ＝ ∂Ｖ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ｙ̇ ＋ ∂Ｖ
∂ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

ｗ̇ ＝

１
ε
（∇ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）） － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） ＋ ｙ） Ｔ（PΩ（Δ） －

ｙ － 􀭵ｘ（ｗ）） － 􀭵ｘ（ｗ） Ｔ（Ｌ ⊗ Ｉｎ）􀭵ｘ（ｗ） －

􀭵ｘ（ｗ） Ｔ（Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｙ ＋ ｙＴ（∇２ ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） ＋ ＩＮｎ）
∂􀭵ｘ（ｗ）
∂ｗ

（Ｌ ⊗ Ｉｎ）（􀭵ｘ（ｗ） ＋ ｙ） ．

其中

Δ ＝ ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ） ＋ ｗ － ∇ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）），
∂Ｖ
∂ｙ

＝ ∇ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）） － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） ＋ ｙ，

∂Ｖ
∂ｗ

＝ ∂􀭵ｘ（ｗ）
∂ｗ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（∇ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）） － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） －

∇２ ｆ（􀭵ｘ（ｗ））ｙ） ＋ 􀭵ｘ（ｗ） ．
由投影不等式（１），可得不等式：
（PΩ（Δ） － Δ） Ｔ（PΩ（Δ） － 􀭵ｘ（ｗ）） ≤ ０，
（ｗ － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ））） Ｔ（PΩ（Δ） － 􀭵ｘ（ｗ）） ≤ ０．
由 ｆ 的强凸性，∇ｆ 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性及引理 ２

可分别得：
（∇ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）） － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ））） Ｔｙ ≥ ｍ‖ｙ‖２，
‖∇２ ｆ（􀭵ｘ（ｗ））‖ ≤ Ｍ，
∂􀭵ｘ（ｗ）
∂ｗ

≤ １
ｍ
．

注意到

􀭵ｘ（ｗ） Ｔ（Ｌ ⊗ Ｉｎ）􀭵ｘ（ｗ） ＝

􀭵ｘ（ｗ） Ｔ ＬＴ ＋ Ｌ
２

⊗ Ｉｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀭵ｘ（ｗ） ＝ ｅＴ ＬＴ ＋ Ｌ

２
⊗ Ｉｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ，

其中 ｅ ＝
１Ｎ

Ｎ
⊗ （（１Ｔ

ｎ ⊗ Ｉｎ）􀭵ｘ（ｗ）） ．

根据引理 １ 中的（Ⅱ） 可知成立不等式

􀭵ｘ（ｗ） Ｔ（Ｌ ⊗ Ｉｎ）􀭵ｘ（ｗ） ≥ λ ２‖ｅ‖２ ．

因此，可化简 Ｖ̇ 为

Ｖ̇ ≤－ ｍ
ε
‖ｙ‖２ － １

ε
‖PΩ（Δ） － ｙ － 􀭵ｘ（ｗ）‖２ －

λ ２‖ｅ‖２ － ｅＴ（Ｌ ⊗ Ｉｎ）ｙ ＋

ｙＴ（∇２ ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） ＋ ＩＮｎ）
∂􀭵ｘ（ｗ）
∂ｗ

（Ｌ ⊗ Ｉｎ）（ｅ ＋ ｙ） ≤

－ ｍ
ε
‖ｙ‖２ － １

ε
‖PΩ（Δ） － ｙ －􀭵ｘ（ｗ）‖２ － λ２‖ｅ‖２ ＋

‖Ｌ‖‖ｅ‖‖ｙ‖ ＋ Ｍ ＋ １
ｍ

‖Ｌ‖‖ｅ‖‖ｙ‖ ＋

Ｍ ＋ １
ｍ

‖Ｌ‖‖ｙ‖２ ≤

－ ｍ
ε

－ （Ｍ ＋ ｍ ＋ １）２

２λ２ｍ２ ‖Ｌ‖２ － Ｍ ＋ １
ｍ

‖Ｌ‖æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｙ‖２ －

１
ε
‖PΩ（Δ） － ｙ － 􀭵ｘ（ｗ）‖２ －

λ ２

２
‖ｅ‖２ ． （１２）

由不等式（８）可知， Ｖ̇ ≤ ０．
注意集合W１ ＝ ｛ｗ ｜ （１Ｔ

ｎ ⊗ Ｉｎ）ｗ ＝ ０ｎ｝ 关于系统

（１１） 是不变集．由 ＬａＳａｌｌｅ（拉萨尔） 不变原理可知，
轨道 ｃｏｌ（ｙ（ ｔ），ｗ（ ｔ）） 收敛到最大不变集 M，其中

M 是W１ ∩｛ Ｖ̇ ＝ ０｝ 的子集．对于任意的点 ｃｏｌ（􀭰ｙ，􀭺ｗ）
∈ M，可知

􀭰ｙ ＝ ０Ｎｎ，PΩ（􀭵ｘ（ｗ） ＋ 􀭺ｗ － ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ））） ＝ 􀭵ｘ（􀭺ｗ），
ｅ ＝０Ｎｎ，（１Ｔ

ｎ ⊗ Ｉｎ）􀭺ｗ ＝ ０ｎ ． （１３）
因此，

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ ＝ ０Ｎｎ，ｌｉｍｔ→∞
PΩ（Δ） ＝ 􀭵ｘ（ｗ），ｌｉｍ

ｔ→∞
ｅ ＝ ０Ｎｎ ．

（１４）
再次利用 ｆ 的强凸性和 ∇ｆ 的 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续性

可得：
ｍ
２
‖ｙ‖２ ≤ ｆ（ｙ ＋ 􀭵ｘ（ｗ）） － ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） －

　 　 ｙＴ∇ｆ（􀭵ｘ（ｗ）） ≤ Ｍ
２
‖ｙ‖２ ．

结合 ｆ∗（ｗ） ≥ ｆ∗（ｗ∗），有

０ ≤ ｍ
２
‖ｙ‖２ ＋ ｆ∗（ｗ） － ｆ∗（ｗ∗） ≤ Ｖ ≤

　 　 Ｍ
２
‖ｙ‖２ ＋ ｆ∗（ｗ） － ｆ∗（ｗ∗） ． （１５）

因此， Ｖ单调递减有下界．进而，Ｖ的极限存在．由 Ｖ̇≤
０ 可得 Ｖ（ ｔ） ≤ Ｖ（０） ．结合（１５） 的左边不等式可得

ｆ∗（ｗ） － ｆ∗（ｗ∗） ≤ Ｖ（０） ．记集合 W２ ＝ ｛ｗ ｜ ｗ ∈
W１，ｆ∗（ｗ） ≤ Ｖ（０） ＋ ｆ∗（ｗ∗）｝ ．

由文献［２４］ 命题 ２ 可知，集合 W２ 是紧集．因此

存在收敛子列 ｗ（ ｔｋ），使得ｌｉｍ
ｋ→∞

ｗ（ ｔｋ） ＝ 􀭾ｗ．结合（１３），

２５５
朱亚楠，等．权重平衡有向网络下分布式约束优化的连续时间算法设计．

ＺＨＵ Ｙａｎａｎ，ｅｔ ａｌ．Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ⁃ｔｉｍｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｄｅｓｉｇｎ ｆｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｗｅｉｇｈｔ⁃ｂａｌａｎｃｅｄ ｄｉｒｅｃｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ．



可知 ｃｏｌ（０Ｎｎ，􀭾ｗ） ∈ M，其中 􀭾ｗ 是问题（４） 的一个最

优解．这也表明ｌｉｍ
ｔ→∞

ｆ∗（ｗ（ ｔｋ）） － ｆ∗（ｗ∗） ＝ ０．结合式

（１５） 和ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ（ ｔ） ＝ ０Ｎｎ，有ｌｉｍ
ｋ→∞

Ｖ（ ｔｋ） ＝ ０．利用 Ｖ的极限

存在，可得 Ｖ的极限为零．进而，ｌｉｍ
ｔ→∞

ｆ∗（ｗ） ＝ ｆ∗（ｗ∗） ．

根据文献［２８］ 中的定理２􀆰 １􀆰 ５，并结合ｗ，ｗ∗ ∈W１，
∇ｆ∗（ｗ∗） ＝ ｘ∗ 和 ∇ｆ∗（ｗ） ＝ 􀭵ｘ（ｗ），可得：

ｆ∗（ｗ） － ｆ∗（ｗ∗） ≥ （∇ｆ∗（ｗ∗）） Ｔ（ｗ － ｗ∗） ＋

　 　 ｍ
２
‖∇ｆ∗（ｗ） － ∇ｆ∗（ｗ∗）‖２ ＝

　 　 ｍ
２
‖􀭰ｘ（ｗ） － ｘ∗‖２ ．

因此，有ｌｉｍ
ｔ→∞

􀭵ｘ（ｗ） ＝ ｘ∗ ．

由ｌｉｍ
ｔ→∞

ｙ ＝ ０Ｎｎ → ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ ＝ 􀭵ｘ（ｗ），进而有ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ ＝ ｘ∗ ．

综上可知，定理 １ 的结论成立．

４　 数值仿真

本节给出一个数值例子验证所提算法的有效

性．考虑由 ５ 个智能体构成的通信网络如图 １ 所示．
智能体的局部目标函数和局部闭凸集约束给定

如下：
ｆ１ ＝ （ｘ － １） ２ ＋ ｅ０􀆰 ５ｘ，ｆ２ ＝ （ｘ － ４） ２，ｆ３ ＝ ｘ２，
ｆ４ ＝ ｘ２ ＋ ｅ０􀆰 １ｘ，ｆ５ ＝ ｘ２ ＋ ｅ －０􀆰 １ｘ，

图 １　 智能体之间的通信拓扑

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｔｏｐｏｌｏｇｙ ａｍｏｎｇ ａｇｅｎｔｓ

　 　 Ω１ ＝ ［ － １，１］，Ω２ ＝ ［ － ２，２］，Ω３ ＝ ［０，２］，
Ω４ ＝ ［ － ５，１］，Ω５ ＝ ［０，３］ ．
在这个优化问题中，可以计算出 ｍ ＝ ２ 和 Ｍ ＝

２ ＋０􀆰 ２５ｅ０􀆰 ５ ．图 １ 中的通信网络的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵

Ｌ ＝

１ ０ ０ ０ － １
－ １ １ ０ ０ ０

０ － １ １ ０ ０
０ ０ － １ １ ０
０ ０ ０ － １ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，

则 Ｌ 的范数和
Ｌ ＋ ＬＴ

２
的第二特征值 λ ２ 分别为

‖Ｌ‖ ＝ ３􀆰 ６１８ 和 λ ２ ＝ ０􀆰 ６９１．根据表示式（８），只

要选择
１
ε

≥１１􀆰 ３即可．在仿真中，选取
１
ε

＝ １２．图２给

出了运行算法（６） 的仿真结果．由图 ２ 可以看出，轨
道 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５） Ｔ 和ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２，ｗ３，ｗ４，ｗ５） Ｔ

都是有界的．此外，智能体的５条轨道 ｘｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，
５） 一致收敛到上述优化问题的最优解．这也进一步

验证了算法（６） 的有效性．

５　 结论与展望

为求解权重平衡有向网络下分布式凸交优化问

题的最优解，本文从其等价问题的 Ｆｅｎｃｈｅｌ 对偶问题

出发，将投影方法和一致性机制相结合，设计了基于

奇异摄动的分布式连续时间算法．然后，结合凸分析

方法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论证明了所提算法的收

敛性，并从数值仿真进一步验证了算法的有效性．本
文仅考虑了有向网络为权重平衡的情况．未来将进

一步探讨权重非平衡网络下分布式约束优化的连续

时间算法设计．

图 ２　 算法（６）在图 １ 的通信网络下运行的结果

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ （６） ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ｎｅｔｗｏｒｋ ｇｉｖｅｎ ｉｎ Ｆｉｇ．１，
（ａ） ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｘ ａｎｄ （ｂ） ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｗ

３５５
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