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基于遗传算法的非高斯系统随机分布控制

摘要
传统的控制理论并未考虑工业过程

中的一些不确定因素，而这些不确定因
素在生产过程中对系统的能源损耗和精
度都有很大的影响．为了解决上述问题，
本文研究一种基于数据的非高斯随机分
布系统优化控制策略，该策略采用核密
度估计（ＫＤＥ）方法完全基于输出数据估
计输出概率密度函数（ＰＤＦ），根据控制
目标建立性能指标函数，采用遗传算法
优化性能指标函数，实现输出 ＰＤＦ 对目
标 ＰＤＦ 的跟踪．以磨矿系统为模型进行
仿真，采用 ＰＤＦ 表征粒度分布（ＰＳＤ）．仿
真结果表明，基于遗传算法的非高斯随
机分布最优控制算法能有效地实现随机
分布控制系统的控制目标，为实际工业
生产提供参考．
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０　 引言

　 　 工业技术的不断发展一方面使得生产率快速提高，社会不断进

步，另一方面工业过程中的不确定因素也使得工业控制越来越复杂，
传统的控制理论在很多情况下已经不符合现代工业的发展要求．近几

十年来，在控制理论界中有很多面向随机系统的随机控制和随机估

计方面的研究［１⁃２］，其研究成果已经广泛地应用于诸多工业领域，如
最小方差控制，它属于随机最优控制的一种特殊情形，具有求解和实

现简便的优点．对于线性高斯系统，可以采用最小方差控制等方

法［３⁃４］，但是当系统含有非高斯变量时，使用均值和方差不能完全描

述系统的特征，这些方法便不适用．有鉴于此，以 ＰＤＦ（概率密度函数）
为控制对象的非高斯随机分布系统控制理论逐渐成为随机控制研究

领域的一个新分支［５⁃６］ ．尽管非高斯随机分布系统控制理论研究意义

重大，但是开展非高斯随机分布系统的理论研究是相当复杂的．
在随机分布控制系统中，控制的目标是实现输出的 ＰＤＦ 跟踪目

标 ＰＤＦ［７⁃１０］，在基于泛函算子模型的随机分布控制系统中，基于数据

采用 ＫＤＥ（核密度估计）方法估计 ＰＤＦ 具有很多优越性［４］ ．采用 ＫＤＥ
估计输出的 ＰＤＦ，根据控制目标建立性能指标函数，并将控制目标转

化为性能指标函数优化的控制方法能够大大简化算法程序，并且即

使当建模发生误差，由于该算法基于数据特征，因此也不会很敏感．在
以往优化性能指标函数时，往往采用的是梯度算法．梯度算法的计算

过程复杂，当需要优化的指标函数复杂或者系统本身就很复杂时，算
法过程中的求导和泰勒展开比较困难，且计算量大耗时长．因此，在实

际应用中寻找到对模型要求低、计算量小，能找到全局最优解的算法

是很关键的．现代智能算法大多来源于生物智能或者物理现象，虽然

在理论上还不完善也不能确保找到解的最优性，但是它符合非高斯

随机分布系统的优化要求，即对模型要求低、搜索全局化、鲁棒性强

且高效．
遗传算法最早由美国的 Ｈｏｌｌａｎｄ 教授提出，它来源于 ２０ 世纪 ６０

年代自然与人工自适应系统研究的一种模拟生物的遗传和进化来解

决最优化的搜索启发式算法［１１］ ．遗传算法具有较强的灵活性，能够通

过稍加调整以适应实际待解决问题．遗传算法由于其特殊的搜索特

性，对优化问题没有太多的数学要求，且具有有效地进行概率意义的

全局搜索的能力．作为一种智能算法，在工业生产中遗传算法可以用



　 　 　 　来优化性能指标函数，通过种群个体的遗传操作、交
叉操作和变异操作不断更新优化种群，最终找到最

优解，即最优控制输入．
本文根据随机分布相关控制理论，基于数据采

用 ＫＤＥ 估计输出 ＰＤＦ，并建立性能指标函数，采用

遗传算法对性能指标函数进行优化，找到最优控制．
以磨矿系统为例进行仿真实验，以证明所提方法的

有效性．

１　 系统模型

本文考虑一个工业上的模型———磨矿系统模

型，该模型的控制目标是：在每一个时刻，系统输出

ＰＳＤ（粒度分布）跟踪一个目标 ＰＳＤ．本文用 ＰＤＦ 表

征 ＰＳＤ，二者可视为等价．选矿是矿产品生产过程中

最重要的环节，而磨矿又是选矿中动力和金属材料

消耗最大的一个阶段［１２］ ．磨矿回路是一个非常复杂

的非线性系统，为了提高资源利用率，提高矿料研磨

后的磨矿作业指标是一项富有挑战性但是非常有意

义的任务．

图 ２　 算法流程

Ｆｉｇ ２　 Ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｍｉｎｅｒａｌ ｇｒｉｎｄｉｎｇ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图 １ 所示为磨矿结构回路，考虑较为普遍的湿

磨情况，在工作过程中研磨机和蓄液池都需不断加

入水．其中水力旋流器的作用是在离心力和重力的

作用下使质量大的矿物颗粒与质量小的矿物颗粒分

离，质量大的成为底流矿料通过沉沙口再次进入研

磨机，质量小的随溢流排出．同时新添矿料通过进料

器添加到研磨机内，研磨后的矿物颗粒通过排矿口

进入蓄液池，蓄液池的悬浮液由水泵抽入水力旋

流器［１３］ ．
设磨矿系统模型为

ｘｋ＋１ ＝ ｆ（ｘｋ，ｕｋ，ωｋ），
ｙｋ ＝ ｈ（ｘｋ，ｕｋ，ｖｋ），

{ （１）

其中 ｋ 表示的是系统生产过程的采样时刻， ｕｋ 是控

制输入序列，即磨矿机新添矿料量， ｙｋ 是受控输出序

列，即磨矿系统输出的随机粒度， ｘｋ 是系统的状态序

列，即磨矿系统磨矿浓度， ωｋ 和 ｖｋ 是非高斯随机输

入序列，即磨矿过程中不确定因素引起的输入．
在采样时刻 ｋ，将系统 （ １） 的输出 ＰＤＦ 记为

图 １　 磨矿结构回路

Ｆｉｇ １　 Ｓｋｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｉｎｅｒａｌ ｇｒｉｎｄｉｎｇ ｃｉｒｃｕｉｔ

γｙｋ ，目标 ＰＤＦ 由矿料性质和后续选择方法决定，记
为 γｄ ，即磨矿产品的 ＰＳＤ［１４⁃１５］ 设定值．在每个采样

时刻 ｋ，将系统输出的 Ｌ 个溢流产品粒度｛ ｙｋｉ｝（ ＝ １，
２，…，Ｌ ）作为样本，采用 ＫＤＥ 的方法得到系统输出

的 ＰＤＦ，即 γｙｋ ，根据控制目标建立性能指标函数，使
用遗传算法优化性能指标函数得到最优控制 ｕｋ ，使
得输出 ＰＤＦ 跟踪目标 ＰＤＦ．

磨矿系统的算法结构如图 ２ 所示．

２　 基于 ＫＤＥ 的粒度 ＰＤＦ 估算

ＫＤＥ 是一种非参数估计，不需要先验知识和任

何概率分布形式的假设，单纯地从数据出发研究样

本的分布特征，适合于求取每一采样时刻 ｋ 流溢产

品粒度的 ＰＤＦ．根据 ＫＤＥ 原理， γｙｋ（τ） 的核密度估

计［１６⁃１７］为

γ^（τ） ＝ １
Ｌｈ∑

Ｌ

ｉ ＝ １
Ｋ（

τ － ｙｋｉ

ｈ
） ， （２）

其中 τ 表示为统计学中肯德尔相关系数的值，Ｌ 为样

本容量，ｈ 为带宽，起平滑系数的作用， Ｋ（·） 为核函

数，通常选择镜像对称的单峰函数，此处为高斯核

函数：

Ｋ（
τ － ｙｋｉ

ｈ
） ＝ １

２π
ｅ －

（τ－ｙｋｉ）
２

２ｈ２ ． （３）

５０５
学报（自然科学版），２０２０，１２（４）：５０４⁃５０９
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当 Ｌ → ∞，ｈ → ０ 时 γ^ｙｋ（τ） → γｙｋ（τ） ．带宽是

ＫＤＥ 的关键问题，此处根据 Ｓｉｌｖｅｒｍａｎｎ 提出的基于

平衡偏差和方差的经验法则（ＲＯＴ） ［１７］选择，即：
ｈ ＝ １ ０６σＬ －１ ／ ５ ， （４）

其中 σ 为样本的标准差．

３　 性能指标建立

本文跟踪的目标是一个给定的 ＰＤＦ γｄ（τ） ，控
制目标是设计控制律，使输出的条件 ＰＤＦ γｙｋ（τ ｜ ｘｋ，
ｕｋ） 满足：

γｙｋ（τ ｜ ｘｋ，ｕｋ） → γｄ（τ），ｋ →＋ ∞ ． （５）
基于泛函算子模型的随机分布控制理论，涉及

到的性能指标函数［１８⁃２０］一般可以写成：

Ｊｋ ＝ Ｑｋδ（γｙｋ，γｄ） ＋ １
２
Ｒｋｕｋ

２ ． （６）

式（６）中第 １ 项是统计特性，表示输出 ＰＤＦ 与目标

ＰＤＦ 之间的距离，可以用积分表示为

δ（γｙｋ，γｄ） ＝ ∫ｂ
ａ
（ γ^ｙｋ（τ） － γｄ（τ）） ２τ ． （７）

第 ２ 项为 ｕｋ 的能力约束项．性能指标函数表达式中

Ｑｋ ， Ｒｋ 为权系数．

４　 基于遗传算法的最优控制策略

待优化的性能指标函数（６），第 １ 项和第 ２ 项都

与 ｕｋ 有关，且第 １ 项比较复杂．由于遗传算法操作简

单并具有全局性，所以可以使用遗传算法进行优化．
此时，控制目标转化为寻找在每一个时刻 ｋ， ｕ∗

ｋ 使得

Ｊｋ 最小，即：
ｕ∗
ｋ ＝ ａｒｇｕｋｍｉｎＪｋ（ｕｋ ｜ ｘｋ） ，　 ｋ＝ ０，１，…． （８）

基本遗传算法由选择算子、交叉算子和变异算

子组成，在遗传算法中优化的目标函数即为适应度

函数．选择算子中使用比例的方法来计算个体遗传

下去的概率，所以要求所有个体的适应度必须不为

负．在遗传算法中，个体适应度越大被遗传到下一代

的概率越大，个体适应度越小被遗传到下一代的概

率越小．本文中所需优化的性能指标函数 Ｊｋ 为优化

的目标函数即遗传算法中的适应度函数， Ｊｋ 不为负，
但是优化的目标为求最小值，即所求目标函数为最

小，使用下式方法进行转换［２１⁃２２］：

Ｊ∗
ｋ （Ｘ） ＝

Ｃｍａｘ － Ｊｋ（Ｘ）， Ｊｋ（Ｘ） ＜ Ｃｍａｘ，
０， Ｊｋ（Ｘ） ≥ Ｃｍａｘ，{ （９）

式中 Ｃｍａｘ 是相对较大的数，选取方法有：１）预先选择

一个较大的数；２）进化到当前代为止最大的目标函

数的值；３）最近几代群体中的最大目标函数值．
基于遗传算法的非线性非高斯系统的 ＰＤＦ 跟

踪控制算法的详细步骤可总结如下：
１）初始化磨矿系统（１）的随机状态变量 ｘ０ 和输

入控制 ｕ０ ．
２）设采样时刻 ｋ＝ ０．
３）用遗传算法优化 ｋ 时刻的性能指标函数，得

到最优控制 ｕ∗
ｋ ：

①种群个体记为 ｐｔ
ｋ（ ｉ） （ ｉ ＝ １，２，３，…，Ｉ），即本

文中的控制输入 ｕｋ ，初始化种群个体 ｐ１
ｋ（ ｉ） ，用式

（６）和式（９）计算 ｐ１
ｋ（ ｉ） 的适应度函数 Ｊ∗１

ｋ （ ｉ） ，记适

应度最大个体为全局最优记为 ｕ∗
１ ；

②令 ｔ＝ ２；
③用式（６）和式（９）计算 ｐｔ

ｋ（ ｉ） 的适应度函数

Ｊ∗ｔ
ｋ （ ｉ） ；

④将 ｐｔ
ｋ（ ｉ） 进行选择运算，通过轮盘算法将群体

的个体进行配对选择，作为下一代的父代和母代；
⑤为了进行交叉运算，将种群个体进行二进制

编码操作；
⑥将进行完二进制编码操作后的 ｂｉｎｐｔ

ｋ（ ｉ） 进行

交叉计算；
⑦将完成交叉计算的 ｂｉｎｐｔ

ｋ（ ｉ） 进行变异操作；
⑧将进行完变异操作的 ｂｉｎｐｔ

ｋ（ ｉ） 进行解码操

作，ｔ＝ ｔ＋１，得到新种群 ｐｔ
ｋ（ ｉ） ；

⑨若 ｔ＞Ｔ 进入 ４）否则进入③．
４）计算新种群的适应度函数值，记使得适应度

函数最大的个体为 ｕ∗
ｋ ，将 ｕ∗

ｋ 作用于系统（１），ｋ＝ ｋ＋
１，转进入 ３）．

该算法可以用图 ３ 表示．

图 ３　 算法流程
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５　 仿真

下面将以模型（１０）为例，详细阐述怎样采用遗

传算法优化性能指标函数，以实现对磨矿粒度 ＰＤＦ
的跟踪控制：

ｘｋ＋１ ＝ ｓｉｎ（ｘｋ） ＋ １
９
ｕｋ － ０．５ ωｋ ，

ｙｋ ＝ ｘ３
ｋ ＋ ｕｋ ＋ ｖｋ ，

ì

î

í

ïï

ïï

（１０）

其中， ωｋ 的 ＰＤＦ 为

γω（ｘ） ＝
－ ４８（ｘ２ － ｘ ＋ ３

１６
），　 ｘ ∈ ［０．２５，０．７５］，

０，　 ｘ ∈ （ － ∞，０．２５） ∪ （０．７５， ＋ ∞），

ì

î

í
ïï

ïï

（１１）

ｖｋ 的 ＰＤＦ 为

γｖ（ｘ） ＝
－ ６（ｘ － ０．２５）

ｘ
，　 ｘ ∈ ［０，０．２５］，

０，　 ｘ ∈ （ － ∞，０） ∪ （０．２５， ＋ ∞） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１２）

设磨矿产品的 ＰＳＤ 指标为高斯分布 Ｎ （ １，
０ ２５２），即跟踪目标的 ＰＤＦ 为

φ（ｘ） ＝ １
０．２５ ２π

ｅｘｐ － （ｘ － １） ２

２ × ０ ２５２{ } ． （１３）

在仿真中设定的初始条件为 ｘ０ ＝ － ０ １，ｕ０ ＝
０ １，权系数取为 Ｑｋ ＝ １５， Ｒｋ ＝ ０ １．通过多次测试，在
遗传算法中种群的个体个数为 ３０，迭代的次数 Ｔ ＝
１０，杂交率＝ ０．７，选择率＝ ０．５，变异率＝ ０．１．本仿真

中采用式（９）的方法，取 Ｃｍａｘ ＝ ３０， 即：

Ｊ∗
ｋ （Ｘ） ＝

３０ － Ｊｋ（Ｘ）， Ｊｋ（Ｘ） ＜ ３０，
０， Ｊｋ（Ｘ） ≥ ３０．{ （１４）

在实际仿真过程中，首次仿真时由于系统初始

状态未稳定和遗传算法的原理特性， ｐｔ
ｋ（ ｉ） 在 ０．１ 处

陷入局部最优，使得适应度函数收敛于 １３ ０６．为了

避免遗传算法过早收敛，采用了将在一定范围内随

机产生 ５ 个新个体代替更新种群前 ５ 个个体的方法．
调整过的算法在 ｋ ＝ ４ 之后，适应度函数收敛于 ３０，
输出 ＰＤＦ 对目标 ＰＤＦ 实现了跟踪．图 ４ 是在每一个

采样时刻 ｋ，系统最佳的新添矿料量，即控制输入

ｕｋ ．图 ５ 为适应度函数变化曲线，由图 ５ 可以看出当

ｋ＝ ４ 之后，适应度函数趋近于 ３０（即性能指标函数

趋近 ０），只在小范围内波动．图 ６ 是 ｋ ＝ ０、１、２０ 的输

出 ＰＤＦ 和目标 ＰＤＦ 曲线，由图 ６ 可以看出 ｋ＝ ０、１ 时

的 ＰＤＦ 与目标 ＰＤＦ 差别很大，但 ｋ＝ ２０ 时的 ＰＤＦ 与

目标 ＰＤＦ 很接近．图 ７ 给出了输出 ＰＤＦ 随时间变化

的三维图以展示系统的跟踪过程．图 ８ 为系统输出

ＰＤＦ 与目标 ＰＤＦ 的差随时间变化的三维图，由图 ８
可以看出在 ｋ＝ ４ 之后差异非常小，说明输出 ＰＤＦ 对

目标 ＰＤＦ 实现了跟踪，本文采用的基于数据和遗传

算法的控制算法是有效的．
与遗传算法相似，粒子群算法也是属于进化优

化算法的一种，它源于对鸟群捕食行为的研究．对于

粒子群算法系统初始化仍为一组随机解，以适应度

函数为评价标准，在算法中将每个优化问题的解看

作是一个粒子，通过粒子速度的改变找到粒子最优

位置即系统最优解．在粒子群优化算法中粒子位置

的更新与速度的更新都具有良好的导向性，因此粒

子群对空间中的最优解有很强的逼近能力，且收敛

速度快，但是这种导向性很容易导致该算法出现陷

入局部最优解的情况，全局搜索能力弱．于是在复杂

的工业问题中，遗传算法相比于粒子群算法更具实

际应用的适应能力．

图 ４　 控制输入序列

Ｆｉｇ ４　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

图 ５　 适应度函数

Ｆｉｇ ５　 Ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ６　 输出 ＰＤＦ 和目标 ＰＤＦ 的比较

Ｆｉｇ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｕｔｐｕｔ ＰＤＦ ａｎｄ ｔａｒｇｅｔ ＰＤＦ

７０５
学报（自然科学版），２０２０，１２（４）：５０４⁃５０９

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２０，１２（４）：５０４⁃５０９



图 ７　 输出 ＰＤＦ（三维图）
Ｆｉｇ ７　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｏｕｔｐｕｔ ＰＤＦ

图 ８　 输出 ＰＤＦ 与目标 ＰＤＦ 的差（三维图）
Ｆｉｇ ８　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｏｕｔｐｕｔ ＰＤＦ ａｎｄ ｔａｒｇｅｔ ＰＤＦ

６　 结论

本文以磨矿系统为例，将适当调整后的遗传算

法应用于 ＰＤＦ 的控制算法中，通过调整每一采样时

刻的磨矿机新添矿料量，控制系统的输出．首先在每

一采样时刻 ｋ，用 ＫＤＥ 估计磨矿产品粒度的 ＰＤＦ，然
后根据控制目标基于输出 ＰＤＦ 和目标 ＰＤＦ 的误差

建立性能指标函数，最后用调整后的遗传算法优化

性能指标函数，实现最优控制．仿真结果表明，在实

际应用中，遗传算法进行小的调整后就能够适应模

型的要求，实现随机分布控制系统的控制目标．
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