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基于 ＫＫＴ 条件的稀疏编码算法收敛性研究

摘要
本文提出了基于 ＫＫＴ 条件的稀疏

编码算法．首先，将非凸非光滑的稀疏编
码问题分解成两个凸非光滑问题；然后，
巧妙地运用两个矩阵使两个凸非光滑问
题转换成三个光滑凸优化问题，并通过
ＫＫＴ条件对三个问题进行求解，再通过
凸优化理论证明三个问题在其对应规则
下是非增的．最后，实验结果验证了算法
的收敛性．
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０　 引言

　 　 稀疏编码是一种无监督学习方法，即从输入样本数据中学习一

系列基，这些基非常符合人类的视觉感知［１⁃２］ ．当基的维度远高于原始

数据的维度，那么稀疏编码可以理解为超完备基学习方法；当基的维

度远低于输入样本的维度，稀疏编码可以理解为数据降维学习方法．
由于稀疏编码的多重特性，它经常被应用于模式识别、聚类和信号处

理［３⁃８］等．
假设输入样本为一个向量 ξ∈ Ｒｍ，稀疏编码需要找到基向量 ｂ１，

…，ｂｒ ∈ Ｒｍ 和权重向量 ｓ∈ Ｒｒ 使得：

ξ ≈∑
ｒ

ｊ ＝ １
ｂ ｊｓｊ， （１）

其中， ｒ 是分解因子．若输入样本为多个向量 Ｘ ＝ ［ξ １，…，ξ ｎ］，则需要

找到基向量 Ｂ ＝ ［ｂ１，…，ｂｎ］ ｒ ∈ Ｒｍ×ｒ 和权重向量 Ｓ ＝ ［ｓ１，…，ｓｎ］ ∈
Ｒｒ×ｎ 使得：

Ｘ≈ ＢＳ． （２）
一般地，采用欧几里得距离测量 Ｘ 和 ＢＳ，式（２） 可以转换成如下

优化问题：
ｍｉｎ
Ｂ，Ｓ

Ｆ（Ｂ，Ｓ） ＝ ‖Ｘ － ＢＳ‖２
Ｆ ＋ ２λ‖Ｓ‖１， （３）

其中， ‖Ｘ‖Ｆ ＝ ∑
ｉ，ｊ

ｘ２
ｉｊ
和‖Ｘ‖１ ＝∑

ｉ，ｊ
｜ ｘｉｊ ｜ ．式（３）中的第 １项用于

测量输入样本矩阵和近似矩阵之间的误差，第 ２ 项为稀疏项，λ 越大

说明 Ｓ 越稀疏，反之亦然．
稀疏编码问题可以被看作为非凸优化非光滑问题，无法直接用

传统的优化算法直接求解．常见的交替优化框架［９］ 将问题（３） 转换成

两个非凸优化问题，然后使用传统优化算法交替求解直至收敛．简单

来说，固定矩阵 Ｂ，优化 Ｓ，然后固定 Ｓ，优化 Ｂ．假设，第 ｋ次解 Ｂｋ 和 Ｓｋ

已经得到，那么 Ｂ 和 Ｓ 的局部最优解可以通过求解以下两个式子

得到：
Ｂｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

Ｂ
Ｆ（Ｂ） ＝ ‖Ｘ － ＢＳｋ‖２

Ｆ， （４）

Ｓｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Ｓ

Ｆ（Ｓ） ＝ ‖Ｘ － Ｂｋ＋１Ｓ‖２
Ｆ ＋ ２λ‖Ｓ‖１ ． （５）

本文提出采用 ＫＫＴ条件和梯度优化法来优化问题（３），主要贡献

如下：１）巧妙地运用两个非负矩阵代替矩阵 Ｓ，将稀疏编码问题转换

成非负约束的矩阵分解问题；２）建立对应的拉格朗日函数，并采用



　 　 　 　ＫＫＴ条件设计其迭代规则；３）通过优化理论证明迭

代规则的收敛性．

１　 稀疏编码迭代规则

问题（３）是非凸非光滑问题，无法搜索到全局最

优解．本节提出基于 ＫＫＴ 条件和梯度下降法的迭代

规则来搜索问题（３）的局部最优解．
首先，给定两个非负矩阵 Ｕ ＝ ｍａｘ（Ｓ，０） 和 Ｖ ＝

ｍａｘ（ － Ｓ，０），那么

Ｓ ＝ Ｕ － Ｖ． （６）
将式（６）代入问题（３），那么问题（３）变成非凸

光滑问题：
ｍｉｎ
Ｂ，Ｕ，Ｖ

Ｆ（Ｂ，Ｕ，Ｖ） ＝

　 　 ‖Ｘ － ＢＵ ＋ ＢＶ‖２Ｆ ＋ ２λ‖Ｕ‖１ ＋ ２λ‖Ｖ‖１
ｓ．ｔ． Ｕ≥ ０，Ｖ≥ ０． （７）
将（７）的目标函数 Ｆ（Ｂ，Ｕ，Ｖ） 变换如下：
Ｆ（Ｂ，Ｕ，Ｖ） ＝ ｔｒ（（Ｘ － ＢＵ ＋ ＢＶ） Ｔ（Ｘ － ＢＵ ＋

　 　 ＢＶ）） ＋ ２λ∑
ｉｊ
ｕｉｊ ＋ ２λ∑

ｉｊ
ｖｉｊ ＝

　 　 ｔｒ（ＸＴＸ） － ２ｔｒ（ＸＴＢＵ） ＋ ２ｔｒ（ＸＴＢＶ） －
　 　 ２ｔｒ（ＵＴＢＴＢＶ） ＋ ｔｒ（ＵＴＢＴＢＵ） ＋

　 　 ｔｒ（ＶＴＢＴＢＶ） ＋ ２λ∑
ｉｊ
ｕｉｊ ＋ ２λ∑

ｉｊ
ｖｉｊ，

其中，ｔｒ（·） 为矩阵的迹．
其次，给出问题（７） 的拉格朗日函数如下：
Ｌ（Ｂ，Ｕ，Ｖ） ＝ ｔｒ（ＸＴＸ） － ２ｔｒ（ＸＴＢＵ） ＋
　 　 ２ｔｒ（ＸＴＢＶ） － ２ｔｒ（ＵＴＢＴＢＶ） ＋
　 　 ｔｒ（ＵＴＢＴＢＵ） ＋ ｔｒ（ＶＴＢＴＢＶ） ＋

　 　 ２λ∑
ｉｊ
ｕｉｊ ＋ ２λ∑

ｉｊ
ｖｉｊ ＋ ｔｒ（ΦＵ） ＋ ｔｒ（ΨＶ），

（８）
其中，Φ ＝ ［ϕｉｊ］和Ψ ＝ ［ψ ｉｊ］是约束项Ｕ和Ｖ的拉格

朗日乘子项． 那么对 Ｌ（Ｂ，Ｕ，Ｖ） 对 Ｂ，Ｕ，Ｖ 的偏导

如下：
∂Ｌ
∂Ｂ

＝ － ２Ｘ（Ｕ － Ｖ）Ｔ ＋ ２Ｂ（Ｕ － Ｖ）（Ｕ － Ｖ）Ｔ， （９）

∂Ｌ
∂Ｕ

＝ － ２ＢＴ（Ｘ ＋ ＢＶ） ＋ ２ＢＴＢＵ ＋ ２λＩ ＋ Φ， （１０）

∂Ｌ
∂Ｖ

＝ ２ＢＴ（Ｘ － ＢＵ） ＋ ２ＢＴＢＶ ＋ ２λＩ ＋ Ψ， （１１）

其中，矩阵 Ｉ是元素全１的矩阵．问题（９）是无约束的

凸优化问题，牛顿法得到最优解如下：

Ｂ← Ｂ － Ｈ（Ｂ） －１ ∂Ｌ
∂Ｂ
， （１２）

其中海塞矩阵 Ｈ（Ｂ） ＝ ∂
２Ｌ
∂Ｂ２

＝ ２（Ｕ － Ｖ）（Ｕ － Ｖ） Ｔ ．若

输入样本矩阵维度过高，海塞矩阵求逆过于复杂，采
用拟牛顿或 ＢＦＧＳ 算法更好．基于（８） 的 ＫＫＴ 条件

ϕｉｊｕｉｊ ＝０和 ψ ｉｊｖｉｊ ＝ ０，那么得到：
（ＢＴＸ）ｉｊｕｉｊ ＋ （ＢＴＢＶ）ｉｊｕｉｊ － （ＢＴＢＵ）ｉｊｕｉｊ － （λＩ）ｉｊｕｉｊ ＝ ０，

（１３）
（ＢＴＢＵ） ｉｊｖｉｊ － （ＢＴＸ） ｉｊｖｉｊ － （ＢＴＢＶ） ｉｊｖｉｊ － （λＩ） ｉｊｖｉｊ ＝ ０．

（１４）
等式（１３）和（１４）可以得到 Ｕ 和 Ｖ 的最优解

如下：

ｕｉｊ ← ｕｉｊ

（ＢＴＢＶ） ｉｊ

（ＢＴＢＵ） ｉｊ － （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

， （１５）

ｖｉｊ ← ｖｉｊ
（ＢＴＢＵ） ｉｊ

（ＢＴＢＶ） ｉｊ ＋ （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

． （１６）

２　 收敛性证明

问题 （ ７）的局部最优解可以根据迭代规则

（１２），（１５）和（１６）得到，那么，（１２），（１５）和（１６）同
样是以下三个问题的全局最优解：
ｍｉｎ

Ｂ
Ｆ（Ｂ） ＝ ‖Ｘ － ＢＵ ＋ ＢＶ‖２

Ｆ， （１７）

ｍｉｎ
Ｕ≥０

Ｆ（Ｕ） ＝ ‖Ｘ － ＢＵ ＋ ＢＶ‖２Ｆ ＋ ２λ‖Ｕ‖１， （１８）

ｍｉｎ
Ｖ≥０

Ｆ（Ｖ） ＝ ‖Ｘ － ＢＵ ＋ ＢＶ‖２
Ｆ ＋ ２λ‖Ｖ‖１ ． （１９）

定义 １　 若 Ｇ（Ｘ，Ｘ′） 是目标函数 Ｆ（Ｘ） 的辅助

函数，Ｇ（Ｘ，Ｘ′） 必须满足以下条件：
Ｇ（Ｘ，Ｘ′） ≥ Ｆ（Ｘ），Ｇ（Ｘ，Ｘ） ＝ Ｆ（Ｘ） ． （１７）
引理 １　 如果 Ｇ（Ｘ，Ｘｔ） 是目标函数 Ｆ（Ｘ） 辅助

函数，那么 Ｆ（Ｘ） 在以下迭代规则是非增的：
ｘｔ ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ Ｇ（ｘ，ｘｔ）， （１８）

其中 Ｘ ｔ 是 Ｆ（Ｘ） 的第 ｔ 次解．
引理 ２　 定义函数

Ｇ（ｕ，ｕｔ
ａｂ） ＝ Ｆａｂ（ｕｔ

ａｂ） ＋ Ｆ′ａｂ （ｕｔ
ａｂ）（ｕ － ｕｔ

ａｂ） ＋
（ＢＴＢＵ） ｉｊ ＋ （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

ｕｔ
ａｂ

（ｕ － ｕｔ
ａｂ） ２ （１９）

是 Ｆ（Ｕ） 的辅助函数．
证明 　 根据定义 １，Ｇ（ｕ，ｕ） ＝ Ｆａｂ（ｕ）明显成立．

只需证明 Ｇ（ｕ，ｕｔ
ａｂ） ≥ Ｆａｂ（ｕｔ

ａｂ），即可得到 Ｇ（ｕ，ｕｔ
ａｂ）

是 Ｆ（Ｕ） 的辅助函数．首先，将 Ｆａｂ（ｕ） 在 ｕｔ
ａｂ展开，得

到以下式子

Ｆａｂ（ｕ） ＝ Ｆａｂ（ｕｔ
ａｂ） ＋ Ｆ′ａｂ （ｕｔ

ａｂ）（ｕ － ｕｔ
ａｂ） ＋

　 　 （ＢＴＢ） ａａ（ｕ － ｕｔ
ａｂ） ２， （２０）

那么，

１６３
学报（自然科学版），２０２０，１２（３）：３６０⁃３６３
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Ｇ（ｕ，ｕｔ
ａｂ） － Ｆａｂ（ｕｔ

ａｂ） ＝

(
（ＢＴＢＵ） ｉｊ － （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

ｕｔ
ａｂ

－ （ＢＴＢ）ｂｂ )（ｕ － ｕｔ
ａｂ）２．

（２１）

显然， （ＢＴＢＵ） ａｂ ＝ ∑
ｌ ＝ １
（ＢＴＢ） ａｌｕｔ

ｌｊ ｂ≥ （ＢＴＢ） ａａ 以及

（ － （ＢＴＸ） ｉｊ＋ （λＩ） ｉｊ）ｕｔ
ａｂ≥０．因此，Ｇ（ｕ，ｕｔ

ａｂ） ≥Ｆａｂ（ｕｔ
ａｂ）．

引理 ３　 定义函数

Ｋ（ｖ，ｖｔａｂ） ＝ Ｆａｂ（ｖｔａｂ） ＋ Ｆ′ａｂ （ｖｔａｂ）（ｖ － ｖｔａｂ） ＋
（ＢＴＢＶ） ｉｊ ＋ （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

ｖｔａｂ
（ｖ － ｖｔａｂ） ２ （２２）

是 Ｆ（Ｖ） 的辅助函数．证明详见引理 ２．
定理 １　 Ｆ（Ｕ） 和 Ｆ（Ｖ） 在迭代规则 （１５） 和

（１６） 下是单调非增的．
证明 　 根据引理 １ 和 ２ 以及 Ｆ（Ｕ），我们可以

得到

ｕｔ
ａｂ ＝ ｕｔ

ａｂ － ｕｔ
ａｂ

Ｆ′ａｂ （ｕｔ
ａｂ）

（ＢＴＢＵ） ｉｊ ＋ （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

＝

　 　 ｕｔ
ａｂ

（ＢＴＢＶ） ｉｊ

（ＢＴＢＵ） ｉｊ ＋ （ＢＴＸ） ｉｊ ＋ （λＩ） ｉｊ

， （２３）

那么， Ｆ（Ｕ） 在迭代规则（１５） 下是单调非增的．同
理，Ｆ（Ｖ） 在迭代规则（１６）下是单调非增的．

３　 实验结果

本文算法（ＫＫＴＳＣ）将与算法 Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｇｉｎ［１０］和
ＭｅｘＬａｓｓｏ［１１］在收敛性和基学习做分析比较．本文使

用人脸数据集 Ｏｌｉｖｅｔｔｉ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ（ＯＲＬ）来
验证收敛性和基学习有效性．ＯＲＬ 人脸数据集由英

国剑桥 Ｏｌｉｖｅｔｔｉ实验室拍摄的一系列人脸图像组成，
共计 ４０ 个不同性别、种族和年龄的对象．每个对象

有 １０幅像素为 ９２×１１２ 的灰度图像．人脸细节和表

情均有不同，比如睁眼或闭眼、是否戴眼镜、笑或不

笑、有无淡光、不同的人脸姿态和人脸尺寸等．
三种算法将在 ＯＲＬ 上做收敛性分析比较．选择

分解因子 ｒ 分别为 １００，５００，１ ０００，其中收敛性比较

结果如表 １ 所示．当分解因子 ｒ 较小时（比如 ｒ 为

１００，５００），三种算法都可以在有限时间得到目标函

数值，ＭｅｘＬａｓｓｏ 可以在短时间获得目标函数值．当分

解因子 ｒ＝ １ ０００，仅 ＫＫＴＳＣ 和 ＭｅｘＬａｓｓｏ 可以在有限

时间得到目标函数值，Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｉｇｎ 无法在有限时间

获得目标函数值．综上所述，ＫＫＴＳＣ 随着数据维度增

加，其收敛速度比另两种算法更快．

表 １　 ＫＫＴＳＣ、Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｇｉｎ 和 ＭｅｘＬａｓｓｏ 之间的收敛性结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＫＫＴＳＣ，Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｇｉｎ，
ａｎｄ ＭｅｘＬａｓｓｏ

算法
收敛时间 目标函数值

ｒ＝ １００ ｒ＝ ５００ ｒ＝ １ ０００ ｒ＝ １００ ｒ＝ ５００ ｒ＝ １ ０００

ＫＫＴＳＣ ５ ８２１ ８０ ３３７ ２６０ １２６ １２９ ９３１ ９６ ５４４ ５７ ２５９

Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｉｇｎ １ ３４８ ５８ ２５８ ５３６ ０１０ １２９ ９３１ ９６ ５４４ ５７ ２５９

ＭｅｘＬａｓｓｏ ２８ ８２１ １ ０３９ ２３３ — １３０ １０２ ９６ ５４６ —

由于 ＭｅｘＬａｓｓｏ在高维数据中收敛性较慢，这里

只考虑将 ＫＫＴＳＣ和 Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｉｇｎ做超完备基学习．设
置迭代次数为 ５０次，图 １给出了完备基学习结果．根
据图 １，两种算法都可以完成超完备基的学习．然而，
ＫＫＴＳＣ只需要 ２４ ｍｉｎ完成超完备基的学习，而 Ｆｅａ⁃
ｔｕｒｅ⁃ｓｉｇｎ则需要 ５８ ｍｉｎ完成超完备基的学习．

图 １　 ＫＫＴＳＣ和 Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｉｇｎ之间的超完备基学习结果

Ｆｉｇ １　 Ｔｈｅ ｏｖｅｒ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｂａｓｅｓ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ
ｏｆ ＫＫＴＳＣ （ａ） ａｎｄ Ｆｅａｔｕｒｅ⁃ｓｉｇｎ（ｂ）

２６３
陶盈吟，等．基于 ＫＫＴ条件的稀疏编码算法收敛性研究．
ＴＡＯ Ｙｉｎｇｙｉｎ，ｅｔ ａｌ．Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｓｐａｒｓｅ ｃｏｄｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＫＫＴ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．



４　 结束语

本文将稀疏编码问题分解成三个凸优化问题，
然后通过 ＫＫＴ给定其迭代规则．通过凸优化理论证

明三个凸优化问题在其对应规则下是非增的．最后，
通过 ＯＲＬ数据集验证了所提出算法具有快速学习

超完备基的能力．
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