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摘要

本文讨论二维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程外边值问题的求解，以较为严格的方式建立了

更精准的新的边界微分方程．在贴体坐标系下，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程可转化为非齐次

Ｂｅｓｓｅｌ方程．将 Ｂｅｓｓｅｌ 方程的一般解代入 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ 辐射条件可以得到等价于原

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的积分⁃微分方程，再利用分部积分消去其中积分，即可建立高频

问题的边界微分方程．文中通过若干算例对新得到的边界微分方程进行了数值

验证．
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０　 引言

　 　 物理问题既可用局部微分方程描述，也可用整体积分方程描述．
前者可用域法（如有限元法、有限差分法等）进行数值求解，离散后得

到的矩阵方程是稀疏的；后者则可用边界法（如矩量法、边界元法等）
进行数值求解，得到的矩阵方程是稠密的．域法中的待求未知量分布

于整个求解区域，而边界法的待求未知量仅限于边界．故用域法所得

到的稀疏矩阵的阶数通常要远高于边界法得到的稠密矩阵阶数．又因

边界法的离散误差仅限于边界，故精度较域法高．
当微分方程的解定义在无限大区域（如外边值问题）时，其数值

求解过程必须引入截断边界（即吸收边界），以保证未知量数目为有

限．截断边界的引入会导致人为的反射与干扰，从而影响计算结果精

度．为了表征场在截断边界处的真实行为以及避免由于反射引起的场

失真，在截断边界处必须引入人工边界条件，称作吸收边界条件．国内

外学者对吸收边界条件做过大量研究［１⁃２４］ ．吸收边界条件实质上是研

究场与其法向导数在截断边界上的关系．Ｋｒｉｅｇｓｍａｎｎ 等基于远区场展

开式，直接将吸收边界条件用于散射体表面，得到所谓表面辐射条件

（ＳＲＣ） ［８］ ．这是一个大胆尝试，在理论上欠严密，其合法性一直没有严

格的论证．Ｊｏｎｅｓ基于电磁场在等相面附近的展开给出了推导 ＳＲＣ 的

一种新方法［９］ ．他认为 ＳＲＣ中应包含散射体的局部几何信息（如曲率

等），但其推导过程用到几何光学假定，即电磁场可以展开成波长的

幂级数且展开系数与波长无关．尔后又出现了若干针对 ＳＲＣ 的改进



　 　 　 　方案［１０⁃２４］ ．
ＳＲＣ通常是定义在散射体表面的微分方程，故

可称作边界微分方程 （ＢＤＥ）．由于 ＳＲＣ 兼有域法和

边界法的优点，其数值求解只涉及到低阶的稀疏矩

阵方程，优点不言自明．本文试图摆脱前述大胆尝试

与假定，用较为严格的方式建立新的 ＢＤＥ．通过采用

贴体坐标系，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程可转化为非齐次 Ｂｅｓｓｅｌ
方程．再利用 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ辐射条件，可以得到等价于

原 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的积分⁃微分方程．该积分⁃微分方

程给出场及其法向导数的精确关系式．对高频问题，
利用分部积分可消去其中的积分而得到 ＢＤＥ，其形

式不同于常见的 ＳＲＣ．数值计算结果表明，新的 ＢＤＥ
可有效地用于高频散射问题的研究．

１　 贴体坐标系中的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程

设二维标量场 φ 满足如下标量 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程：
（Ñ

２ ＋ ｋ２）φ（ｒ） ＝ ０，　 ｒ∈ Ｒ２ － Ω， （１）
式中 Ｒ２ 表示欧氏平面，ｋ 为波数，Ω 是平面上一有界

凸区域，其边界用 Γ 表示．令 Γ 表示包围 Ω 的曲线，

并假定 Γ 平行于 Γ，即 Γ 系由 Γ 中的点沿法向作常

数平移而得．故 Γ 上任意一点 Ｐ 可表示为

ｒ（ρ，ｓ） ＝ ｒ０（ ｓ） ＋ ρｕｎ（ ｓ），
式中ｕｎ 是曲线Γ的单位法向矢量，ｒ０（ ｓ）是曲线Γ的

以弧长 ｓ为参数的位置矢量，ρ是点 ｒ０（ ｓ）到点Ｐ的法

向距离．贴体坐标系如图 １ 所示．显然，曲线坐标系

（ρ，ｓ） 是正交的，其度量系数是

ｈ１ ≡
∂ｒ
∂ｓ
·∂ｒ
∂ｓ

＝ ｈ０１［１ ＋ ρκ ０（ ｓ）］，

ｈ２ ≡
∂ｒ
∂ρ
·∂ｒ
∂ρ

＝ １， （２）

式中 ｈ０１（ ｓ）是度量系数 ｈ１ 在 ρ ＝ ０处的取值，其表达

式为 ｈ０１（ ｓ） ＝ （∂ｒ０ ／ ∂ｓ）·（∂ｒ０ ／ ∂ｓ） ；κ ０（ ｓ） 是 Γ 在

ρ ＝０处的曲率． 推导式（２）时用到如下关系：
ｄｕｎ

ｄｓ
＝ κ ０（ ｓ）

ｄｒ０
ｄｓ

．

曲线 Γ 在 Ｐ 点的曲率 κ 可用 κ ０ 表示为

κ（ρ，ｓ） ＝
κ ０（ ｓ）

１ ＋ ρκ ０（ ｓ）
． （３）

在曲线坐标系 （ρ，ｓ） 中，拉氏算符可表示为

Ñ
２ ＝ １

ｈ１ｈ２
∂
∂ｓ

ｈ２
ｈ１
∂φ
∂ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｈ１ｈ２
∂
∂ρ

ｈ１
ｈ２
∂φ
∂ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

图 １　 贴体坐标系
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　 　 １
ｈ１
∂
∂ｓ
１
ｈ１
∂φ
∂ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

ｈ１
ｈ１
∂２φ
∂ρ ２

＋
∂ｈ１
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∂ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由于 ｓ 是弧长参数，故有 ｈ０１ ＝ １．于是式（１） 可

写作：
∂２φ
∂ρ ２

＋
κ ０（ ｓ）

１ ＋ ρκ ０（ ｓ）
∂φ
∂ρ

＋ ｋ２φ ＝ １
１ ＋ ρκ ０（ ｓ）

ｆ（ρ），

（４）
其中

ｆ（ρ） ＝ － ∂
∂ｓ

１
１ ＋ ρκ ０

∂φ
∂ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５）

上式只含对弧长的（切向）导数．设曲率 κ ０ 不为零，
遂令 ξ ＝ （１ ＋ ρκ ０） ／ κ ０，将方程（４） 写作：

∂２φ
∂ξ ２

＋ １
ξ
∂φ
∂ξ

＋ ｋ２φ ＝ ｆ
ξκ ０

． （６）

因此，对贴体坐标系中的凸散射体，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ
方程 （１） 可转换为零阶非齐次 Ｂｅｓｓｅｌ方程（６）．

２　 边界微分方程

零阶非齐次 Ｂｅｓｓｅｌ方程 （６） 的一般解可表示成

φ（ξ） ＝ ＡＪ０（ｋξ） ＋ ＢＮ０（ｋξ） ＋ φ０（ξ）， （７）
式中 Ａ 和 Ｂ 是个两个独立于 ξ 的常数；Ｊ０ 和 Ｎ０ 分别

是第一类和第二类零阶 Ｂｅｓｓｅｌ 函数；φ０ 是方程（６）
的一个特解，可表示为

φ０（ξ） ＝ － Ｊ０（ｋξ） ∫
ξ

１ ／ κ０

Ｎ０（ｋξ） ｆ（ξ）
ξκ ０Ｗ（Ｊ０，Ｎ０）

ｄξ ＋

　 　 Ｎ０（ｋξ） ∫
ξ

１ ／ κ０

Ｊ０（ｋξ） ｆ（ξ）
ξκ ０Ｗ（Ｊ０，Ｎ０）

ｄξ，

式中Ｗ（Ｊ０，Ｎ０）是函数 Ｊ０和Ｎ０的Ｗｒｏｎｓｋｉａｎ行列式．
简单计算表明：
Ｗ（Ｊ０，Ｎ０） ＝

ｋ Ｊ０（ｋξ）Ｎ′０（ｋξ） － Ｊ′０（ｋξ）Ｎ０（ｋξ）[ ] ＝ ２ ／ （πξ）， （８）
式中撇号表示对 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的参量求导．注意到散
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射体表面 Γ上有 ξ ＝ １ ／ κ ０，从式（７）可推得场量 φ 及

其法向导数的表达式：
φ Γ ＝ ＡＪ０（ν） ＋ ＢＮ０（ν），
∂φ
∂ｎ Γ

＝ ＡｋＪ′０（ν） ＋ ＢｋＮ′０（ν）， （９）

式中 ν ＝ ｋ ／ κ ０ ．由 式（８） 和式（９） 可推得：

Ａ ＝ πν
２ｋ

ｋＮ′０（ν） φ Γ － Ｎ０（ν）
∂φ
∂ｎ Γ

é

ë
êê

ù

û
úú ，

Ｂ ＝ πν
２ｋ

－ ｋＪ′０（ν） φ Γ ＋ Ｊ０（ν）
∂φ
∂ｎ Γ

é

ë
êê

ù

û
úú ． （１０）

于是，一般解 （７） 可进一步表示为

φ（ξ） ＝ πｋν
２ｋ

Ｎ′０（ν）Ｊ０（ｋξ） － Ｊ′０（ν）Ｎ０（ｋξ）[ ] φ Γ ＋

πν
２ｋ

Ｊ０（ν）Ｎ０（ｋξ） － Ｊ０（ｋξ）Ｎ０（ν）[ ]
∂φ
∂ｎ Γ

－

π
２κ ０

Ｊ０（ｋξ） ∫
ξ

１ ／ κ０

Ｎ０（ｋξ） ｆ（ξ）ｄξ ＋

π
２κ ０

Ｎ０（ｋξ） ∫
ξ

１ ／ κ０

Ｊ０（ｋξ） ｆ（ξ）ｄξ， （１１）

其法向导数为

∂φ
∂ｎ

＝ πｋν
２

Ｎ′０（ν）Ｊ′０（ｋξ） － Ｊ′０（ν）Ｎ′０（ｋξ）[ ] φ Γ ＋

πν
２

Ｊ０（ν）Ｎ′０（ｋξ） － Ｎ０（ν）Ｊ′０（ｋξ）[ ]
∂φ
∂ｎ Γ

－

ｋπ
２κ ０

Ｊ′０（ｋξ） ∫
ξ

１ ／ κ０

Ｎ０（ｋξ） ｆ（ξ）ｄξ ＋

ｋπ
２κ ０

Ｎ′０（ｋξ） ∫
ξ

１ ／ κ０

Ｊ０（ｋξ） ｆ（ξ）ｄξ． （１２）

又当 ρ 充分大时，场 φ 必须满足 Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ 辐

射条件：

ｌｉｍ
ρ→∞

ρ ∂φ
∂ρ

＋ ｊｋφæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （１３）

将式（１１）和（１２）代入式（１３）， 并利用 Ｂｅｓｓｅｌ
函数的渐近关系，可得到：

ｋＨ（２）１ （ν） φ Γ ＋ Ｈ（２）０ （ν）
∂φ
∂ｎ Γ

＝

∫
＋∞

０

Ｈ（２）０ ν（１ ＋ ρκ ０）[ ]
∂
∂ｓ

１
１ ＋ ρκ ０

∂φ
∂ｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄρ． （１４）

于是 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程（１）可转换成式（１４）所示

的等价积分⁃微分方程．积分⁃微分方程（１４）是标量场

φ 与其法向导数的关系，且是个严格的表达式．可看

出标量场 φ 与其法向导数之间的关系在一般情况下

是及其复杂的．现作变量代换

Ｈ（２）０ ν（１ ＋ ρκ０）[ ] ＝ ｈ０（ρ）ｅ
－ｊｋρ，　 ｆ（ρ） ＝ ｆ０（ρ）ｅ

－ｊｋρ，
并利用分部积分可得到：

∫
＋∞

０

Ｈ（２）０ ｋ（１ ＋ ρκ ０） ／ κ ０[ ] ｆ（ρ）ｄρ ＝

－
ｊ３Ｈ（２）０ （ν）
４ｋ

＋
Ｈ（２）１ （ν）
４ｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｆ（０） －

１
４ｋ２

Ｈ（２）０ （ν）
∂ｆ０（０）
∂ρ

－

１
４ｋ２ ∫

＋∞

０

ｅ －ｊ２ｋρ ∂
２

∂ρ ２
ｈ０（ρ） ｆ０（ρ）[ ] ｄρ． （１５）

注意到 ｆ０（ρ） 和 ｈ０（ρ） 都是 ρ 的慢变化函数，故
式 （１５） 右边的积分可忽略．于是：

∫
＋∞

０

Ｈ（２）０ ｋ（１ ＋ ρκ ０） ／ κ ０[ ] ｆ（ρ）ｄρ ＝

ｊ３Ｈ（２）０ （ν）
４ｋ

－
Ｈ（２）１ （ν）
４ｋ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂２φ
∂ｓ２ Γ

－
Ｈ（２）０ （ν）
４ｋ２

·

κ′０
∂φ
∂ｓ Γ

－ ∂
２

∂ｓ２
∂φ
∂ｎ Γ

＋ κ ０
∂２φ
∂ｓ２ Γ

－ ｊｋ
∂２φ
∂ｓ２ Γ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

（１６）
将式（１６）代入式 （１４） 可得：

∂φ
∂ｎ Γ

＝ － ｊ
ｋ

＋ １
４ｋτ

＋
κ ０
４ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２φ
∂ｓ２ Γ

＋

κ′０
４ｋ２
∂φ
∂ｓ Γ

－ １
４ｋ２
∂２

∂ｓ２
∂φ
∂ｎ Γ

－ ｋ
τ

φ Γ， （１７）

式中 τ ＝ Ｈ（２）０ （ν） ／ Ｈ（２）１ （ν） ．忽略式（１７） 中高于 １ ／ ｋ２

的项，则有：
∂φ
∂ｎ Γ

＝ － ｊ３
４ｋ

－ １
４ｋτ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２φ
∂ｓ２ Γ

－ ｋ
τ

φ Γ ． （１８）

忽略式（１７）中高于 １ ／ ｋ 的项，则有：
∂φ
∂ｎ Γ

＝ － ｋ
τ

φ Γ ． （１９）

方程 （１７）、（１８） 和 （１９） 即是所求的边界微分

方程．注意，这些方程仅含沿法向的一阶导数．

３　 导体柱的散射

下面讨论用边界微分方程求解无穷长导体柱的

散射问题．在外场的激励下，导体柱表面会产生感应

电流，感应电流进一步产生散射场．为了确定表面电

流分 布， 通 常 需 要 求 解 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边 值 问 题 或

Ｎｅｕｍａｎｎ 边值问题．在 ＴＭ 波（横磁波）入射下，标量

场 φ 在柱体表面上的取值是已知的，属于 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ
边值问题．在 ＴＥ波（横电波）入射下，标量场 φ 在柱

体表面上的法向导数取值是已知的，属于 Ｎｅｕｍａｎｎ
边值问题．下面分别讨论上述两种情况．
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１）ＴＭ 波入射

设入射 ＴＭ波的电场强度为 Ｅｉｎ，入射方向与正

ｘ 轴形成的夹角记作 α， 如图 ２ 所示．设入射波电场

强度方向平行于柱体轴线，可表示成

Ｅｉｎ ＝ ｕｚＥ ｉｎ ＝ ｕｚｅ
－ｊｋｒ ＝ ｕｚｅ ｊｋ（ｘｃｏｓα

＋ｙｓｉｎα），
式中 ｕｚ 是沿正 ｚ轴方向的单位矢量．将柱体表面感应

电流产生的散射场记作 Ｅｓ ＝ ｕｚＥｓ，柱体外总电场记

作 Ｅ ＝ ｕｚＥ．根据电磁场边界条件，导体表面上总电场

的切向分量必须等于零．故有：
Ｅ（ｒ） ＝ Ｅ ｉｎ（ｒ） ＋ Ｅｓ（ｒ） ＝ ０，　 ｒ∈ Γ， （２０）

其中 Γ 表示柱体横截面的边界． 在边界微分方程

（１８） 中令 φ Γ ＝ Ｅｓ，则有：
∂Ｅｓ

∂ｎ Γ
＝ － ｊ３

４ｋ
－ １
４ｋτ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２Ｅｓ

∂ｓ２ Γ

－ ｋ
τ

Ｅｓ Γ ． （２１）

图 ２　 平面波照射下的无穷长导体柱

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙ ｌｏｎｇ ｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ ｃｙｌｉｎｄｅｒ
ｉｌｌｕｍｉｎａｔｅｄ ｂｙ ａ ｐｌａｎｅ ｗａｖｅ

柱体表面的电流分布 Ｊ 只含纵向分量，可确定

如下［２５］：

η ０Ｊ（ｒ） ＝ ｕｚη ０Ｊ（ｒ） ＝ ｕｚ
１
ｊｋ
∂Ｅ
∂ｎ Γ

＝

　 　 ｕｚ
１
ｊｋ
∂Ｅ ｉｎ

∂ｎ Γ
＋ １

ｊｋ
∂Ｅｓ

∂ｎ Γ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２２）

式中 η ０ ＝ １２０π 表示自由空间波阻抗．利用式（２０）、
（２１） 和 （２２） 不难推得：

η ０Ｊ ＝ ３
４ｋ２

－ １
ｊ４ｋ２τ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２Ｅ ｉｎ

∂ｓ２ Γ

＋ １
ｊτ

Ｅ ｉｎ Γ ＋ １
ｊｋ
∂Ｅ ｉｎ

∂ｎ Γ
．

（２３）
式（２３）表明表面电流可直接根据已知入射场解

析求出．
以上讨论基于式（１８）．若对精度有更高要求，可

采用式（１７）．此时电流满足二阶微分方程 ：
１
４ｋ２
∂２η ０Ｊ
∂ｓ２

＋ η ０Ｊ ＝

１
ｋ２

－ １
ｊ４ｋ２τ

－
κ ０
ｊ４ｋ３

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２Ｅ ｉｎ

∂ｓ２ Γ

－
κ′０
ｊ４ｋ３
∂Ｅ ｉｎ

∂ｓ Γ
＋

１
ｊ４ｋ３

∂２

∂ｓ２
∂Ｅ ｉｎ

∂ｎ Γ
＋ １
ｊτ

Ｅ ｉｎ Γ ＋ １
ｊｋ
∂Ｅ ｉｎ

∂ｎ Γ
．

该方程可用下面一阶迭代方案求得：

η ０Ｊ ＝ － １
４ｋ２
∂２η ０Ｊ（０）

∂ｓ２
＋

１
ｋ２

－ １
ｊ４ｋ２τ

－
κ ０
ｊ４ｋ３

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２Ｅ ｉｎ

∂ｓ２ Γ

－
κ′０
ｊ４ｋ３
∂Ｅ ｉｎ

∂ｓ Γ
＋

１
ｊ４ｋ３

∂２

∂ｓ２
∂Ｅ ｉｎ

∂ｎ Γ
＋ １
ｊτ

Ｅ ｉｎ Γ ＋ １
ｊｋ
∂Ｅ ｉｎ

∂ｎ Γ
． （２４）

式中 η ０Ｊ（０） 由式（２３） 确定．数值计算结果表明，一阶

迭代解（２４） 对精度的提高十分有限．因此下面的算

例都基于式（２３） ．设弧长的计算起点为正 ｘ 轴．图 ３
给出了 ｋ ＝ ６时单位半径导体圆柱表面上归一化电

流 η ０Ｊ 的幅度与归一化弧长参数 ｓ ／ λ（λ 为工作波

长） 的关系曲线．可看出 ＢＤＥ 的计算结果与矩量法

（ＭｏＭ）算得的结果相当吻合．

图 ３　 圆柱导体上电流分布，ＴＭ入射（ｋ＝ ６，ａ＝ ｂ＝ １）
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｕｒｒｅｎｔ ｏｎ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ，ＴＭ ｃａｓｅ

图 ４给出了长轴 ａ ＝ ２、短轴 ｂ ＝ １ 的椭圆柱体

（图 ２） 的表面电流分布（ｋ ＝ ４） ． 图 ４ 中显示了不同

入射角的计算结果，并与矩量法进行了对比，两者基

本吻合．
图 ５给出了薄导体条带上的表面电流分布（薄

条带可用椭圆近似，这里令 ａ ＝ ２，ｂ ＝ ０􀆰 ０１） ． 可看出

ＢＤＥ给出的电流分布在条带上下是平坦的，而在条

带两端因曲率为无穷大而呈现奇异性，这与物理光

学解相吻合．
２）ＴＥ 波入射

设入射 ＴＥ波的磁场强度为（图 ２）
Ｈｉｎ ＝ ｕｚＨｉｎ ＝ ｕｚｅ

－ｊｋ·ｒ ＝ ｕｚｅ ｊｋ（ｘｃｏｓα
＋ｙｓｉｎα） ．

该入射场所感应的散射场记作 Ｈｓ ＝ ｕｚＨｓ ．在柱
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图 ４　 椭圆导体上电流分布，ＴＭ入射（ｋ＝ ４，ａ＝ ２，ｂ＝ １）
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｕｒｒｅｎｔ ｏｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｃｙｌｉｎｄｅｒ，ＴＭ ｃａｓｅ

图 ５　 薄条带上电流分布，ＴＭ入射（ｋ＝ ４，ａ＝ ２，ｂ＝ ０􀆰 ０１）
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｕｒｒｅｎｔ ｏｎ ａ ｔｈｉｎ ｓｔｒｉｐ，ＴＭ ｃａｓｅ

体表面上，总磁场Ｈ ＝ ｕｚＨ必须满足齐次Ｎｅｕｍａｎｎ边
界条件：

∂Ｈ（ｒ）
∂ｎ

＝ ∂Ｈ
ｉｎ（ｒ）
∂ｎ

＋ ∂Ｈ
ｓ（ｒ）
∂ｎ

＝ ０，　 ｒ∈ Γ． （２５）

在式（１７） 、（１８）和（１９）中令 φ Γ ＝ Ｈｓ，分别

得到

－ ｊ３
４ｋ

＋ １
４ｋτ

－ ｊ
４ｋ

＋
κ ０
４ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２Ｈｓ

∂ｓ２ Γ

＋

κ′０
４ｋ２
∂Ｈｓ

∂ｓ Γ
－ ｋ

τ
Ｈｓ Γ ＝ ∂Ｈ

ｓ

∂ｎ Γ
＋ １
４ｋ２
∂２

∂ｓ２
∂Ｈｓ

∂ｎ Γ
，

（２６）

ｊ３ｋ － ｋ
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２Ｈｓ

∂ｓ２ Γ

＋ ４ｋ
３

τ
Ｈｓ Γ ＝ － ４ｋ２ ∂Ｈ

ｓ

∂ｎ Γ
， （２７）

∂Ｈｓ

∂ｎ Γ
＝ － ｋ

τ
Ｈｓ Γ ． （２８）

表面电流则由下式确定：
Ｊ（ｒ） ＝ ｕφＪ（ｒ） ＝ － ｕφ Ｈｉｎ（ｒ） ＋ Ｈｓ（ｒ）[ ] ． （２９）

相对于式（２６）、（２７）和（２８） ，电流分布分别满

足下述方程：

Ｊ ＝ ａ（ ｓ） ∂
２Ｊ
∂ｓ２

＋ ｂ（ ｓ） ∂Ｊ
∂ｓ

＋ ｃ（ ｓ）， （３０）

Ｊ ＝ ｇ（ ｓ） ∂
２Ｊ
∂ｓ２

＋ ｆ（ ｓ）， （３１）

Ｊ ＝ － τ
ｋ
∂Ｈｉｎ

∂ｎ Γ
－ Ｈｉｎ Γ， （３２）

表达式（３０）和（３１）中各项系数定义为

ａ（ ｓ） ＝ － ｊτ
ｋ２

＋ １
４ｋ２

＋
κ ０τ
４ｋ３
，　 ｂ（ ｓ） ＝

κ′０τ
４ｋ３
，

ｃ（ ｓ） ＝ ａ（ ｓ）
∂２Ｈｉｎ

∂ｓ２ Γ

＋ ｂ（ ｓ） ∂Ｈ
ｉｎ

∂ｓ Γ
－ Ｈｉｎ Γ －

　 　 τ
ｋ
∂Ｈｉｎ

∂ｎ Γ
－ τ
４ｋ３
∂２

∂ｓ２
∂Ｈｉｎ

∂ｎ Γ
，

ｇ（ ｓ） ＝ － ｊ３τ
４ｋ２

＋ １
４ｋ２
，

ｆ（ ｓ） ＝ ｇ（ ｓ）
∂２Ｈｉｎ

∂ｓ２ Γ

－ Ｈｉｎ Γ － τ
ｋ
∂Ｈｉｎ

∂ｎ Γ
．

类似地，可将式（３２） 代入式（３０）和式（３１）得
到一阶迭代解．下面的讨论基于式（３１）．图 ６ 给出了

ｋ＝ ４时椭圆柱体上的表面电流分布．在阴影区，ＢＤＥ
结果与矩量法略有差别，与 ＴＭ 情况相比精度显然

要低．但 ＢＤＥ解的精度随着频率升高会明显改善．图
７给出了 ｋ ＝ ５０ 时椭圆柱体上的表面电流分布．显
然， ＢＤＥ解的精度有所改善，与矩量法吻合较好．

图 ６　 椭圆柱上电流分布，ＴＥ入射（ｋ＝ ４，ａ＝ ２，ｂ＝ １）
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｃｕｒｒｅｎｔ ｏｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｃｙｌｉｎｄｅｒ，ＴＥ ｃａｓｅ

４　 结束语

本文采用贴体坐标系，将二维 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的

外边值问题转化成积分⁃微分方程．从积分⁃微分方程

出发， 以较为严格的方式建立了适用于高频问题的
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图 ７　 椭圆柱上电流分布，ＴＥ入射（ｋ＝ ５０，ａ＝ ２，ｂ＝ １）
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｃｕｒｒｅｎｔ ｏｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｃｙｌｉｎｄｅｒ，ＴＥ ｃａｓｅ

边界微分方程，克服了过去推导表面辐射条件时直

接将远区场展开式用于散射体表面而不加论证的粗

糙做法．新得到的边界微分方程的解可以解析求得，
经数值检验其精度能满足一般工程要求．

本文的研究尚属初步尝试，还有很多相关问题

需做进一步深入探讨．例如，如何将边界微分方程推

向更低的频段以及更复杂的散射体等．值得指出，对
低频散射问题也存在解析迭代解［２６］ ．
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