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摘要

本文回顾了十多年来复杂网络牵制控制的研究进展，对复杂网络现有的牵

制控制算法进行了归纳分类，然后基于网络拓扑及节点动力学特性讨论了网络

牵制控制的一些必要或充分条件．针对牵制控制下的复杂网络，重点论述了牵制

节点的选取策略，综合分析了牵制节点个数、耦合强度、牵制控制增益及节点动

力学等因素对复杂网络牵制控制的影响，讨论了具有合作竞争关系符号网络牵

制控制的进展，并简要介绍了复杂网络牵制控制的一些应用前景．最后，就复杂

网络牵制控制将来的研究方向提了一些建议及展望．
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０　 引言

　 　 现实生活中的互联网、交通网、航空网、电力网、生物网和无线传

感器网等网络系统都可用复杂网络进行建模和分析［１⁃５］ ．因此，在过去

的几十年里，复杂网络引起了学者们的浓厚兴趣并得到了深入研究．
１９６０年 Ｅｒｄöｓ和 Ｒéｎｙｉ开创了随机图理论，为随机复杂网络的研究提

供了理论支撑［６］；１９９８年Ｗａｔｔｓ和 Ｓｔｒｏｇａｔｚ提出了小世界网络模型，分
析了网络的小世界效应［７］；１９９９年 Ｂａｒａｂáｓｉ建立了无标度网络模型，
揭示了复杂网络的幂律特性［８］ ．无疑，这些开创性工作为复杂网络研

究奠定了坚实基础并促进了复杂网络研究的飞速发展．
由于复杂网络在现实生活中广泛存在，关于复杂网络的同步控

制问题的研究成为网络科学的一个重要研究课题．复杂网络的同步可

分为有领导者和无领导者两种．有些网络仅利用相邻节点的信息，在
某些条件下可使整个网络涌现出同步现象，称为无领导者情形下的

同步［９⁃１３］ ．但是，多数复杂网络仅依赖节点的信息交互自身无法达到

同步，针对这些复杂网络，可设计合适的分布式控制器，驱使网络同

步于某一领导者的状态 （平衡点、混沌轨线或孤立节点等）．复杂网络

这种在外部控制作用下的同步行为可被称作有领导者情形下的

同步［１４⁃５０］ ．
现有研究成果表明，仅对少数关键节点施加控制，可使网络所有

节点的状态趋于一致，这种策略被称为牵制控制（ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ） ．牵



　 　 　 　制控制策略无疑可大大降低复杂网络的控制成本，
提高经济效益，具有较高的理论和应用价值．Ｗａｎｇ
等［１４］首次采用牵制控制策略，成功实现了无标度网

络的控制； Ｌｉ 等［１５］ 提出了 “虚拟控制” （ ｖｉｒｔｕａｌ
ｃｏｎｔｒｏｌ）的概念，通过讨论控制信号在网络中的传

播，揭示了复杂网络牵制控制的机理；Ｃｈｅｎ 等［２１］指

出，当牵制控制增益足够大时，可以控制一个节点来

实现对整个复杂网络的控制．
在复杂网络的牵制控制中，首先要解决的问题

是牵制节点的选取，即控制应该施加在哪些节点上．
对此，学者们对不同网络提出了相应的节点选取方

法，发现对无标度网络，应首先牵制度数大的节点；
而对随机网络，牵制度大的节点和随机选取牵制节

点并没有明显区别［１４⁃１５］；当耦合强度比较小时，牵制

度较小的节点效果也可能会更好［１６⁃１７］ ．由于耦合矩

阵的不对称性，有向网络的牵制节点选取比较困难，
若网络的拓扑包含一条有向生成树，根节点必须被

选为牵制节点［２１］；否则，可对网络拓扑进行强连通

分解，然后研究牵制节点的选取［２２⁃２３］ ．
最初的牵制控制方法往往要求网络的牵制增益

和耦合强度足够大，因而会使得控制成本较高，该方

法在现实中难以实现．Ｓｏｎｇ等［２９］利用 Ｍ矩阵理论证

明，选取较大的牵制控制增益可使网络的牵制控制

更容易实现，但牵制控制增益达到某临界值时，增加

牵制控制增益并不能有效地提高牵制控制的性能．
因此，对于一个复杂态网络，如何避免牵制控制增益

及耦合强度过大、牵制节点数目过多，或者说，如何

在牵制控制增益、耦合强度和牵制节点数目之间寻

求一种平衡，仍然值得深入研究．
十多年来，复杂网络的牵制控制已得到了较为

深入的研究．无向复杂网络的牵制控制研究已较为

成熟［１４⁃２０］，有向复杂网络的牵制控制研究也产出了

较为丰硕的成果［２１⁃３２］，时滞复杂网络的牵制控

制［３３⁃３８］和切换拓扑下复杂网络的牵制控制［４２，４９⁃５０］取

得了一些进展，具有正负连边符号图拓扑的复杂网

络的牵制控制近年来引起了人们较大的研究兴

趣［５１⁃５５］，复杂网络的牵制控制在实际中也具有一定

的应用前景［５６⁃６０］ ．
本文旨在概述复杂网络牵制控制的研究进展，

主要包括牵制控制条件、牵制节点选取、影响网络牵

制控制的因素、符号复杂网络牵制控制、牵制控制算

法、牵制控制的应用．最后，总结现有结论，给出复杂

网络牵制控制研究的一些未来研究方向．

１　 基础知识

具有 Ｎ 个节点的复杂网络可用下式描述［１４］：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｊΓ（ｘ ｊ － ｘｉ） ＋ ｕｉ，ｉ ＝ １，…，Ｎ，

（１）
其中 ｘｉ ＝ （ｘｉ１，…，ｘｉｎ） Ｔ 为网络节点 ｉ 的状态变量； ｆ：
Ｒｎ→Ｒｎ 是连续的向量函数；ｃ为耦合强度；Γ∈Ｒｎ×ｎ

为节点间的内部耦合矩阵，本文中假设其为正定矩

阵； ａｉｊ 为网络（１）的邻接矩阵 Ａ ＝ （ａｉｊ） Ｎ×Ｎ 的元素，
若从节点 ｊ到 ｉ（ ｊ≠ ｉ） 有一条有向边，则 ａｉｊ ＞ ０，否则

ａｉｊ ＝ ０；对角元素 ａｉｉ ＝ ０，ｉ ＝ １，…，Ｎ；ｕｉ 为节点 ｉ 的控

制信号．
复杂网络（１）的拉普拉斯矩阵定义如下［２６⁃２９］：

Ｌ ＝ （ ｌｉｊ） Ｎ×Ｎ，其中 ｌｉｊ ＝ － ａｉｊ≤０（ ｉ≠ ｊ）及 ｌｉｉ ＝∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａｉｋ，

可见拉普拉斯矩阵是行和皆为零的耗散矩阵，这样

复杂网络（１） 可写为

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊΓｘ ｊ ＋ ｕｉ，　 ｉ ＝ １，…，Ｎ． （２）

复杂网络（２）的领导者节点为

ｓ̇（ ｔ） ＝ ｆ（ｓ） ． （３）
复杂网络牵制控制算法的核心思想是：仅对一

小部分关键节点施加控制，通过网络节点间的相互

耦合，使领导者可直接或间接地影响所有节点的状

态，最终使网络（２）节点的状态同步于领导者（３）的
状态，即 ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｘｉ（ ｔ） － ｓ（ ｔ）‖ ＝ ０，ｉ ＝ １，…，Ｎ．特别需

要指出的是，仅有被牵制的网络节点才能获取领导

者的信息，而领导者的状态却不受任何节点的影响．
对于复杂网络（２），令 Ｖ 与 Ｖｐｉｎ ⊂ Ｖ 分别为全部

节点及牵制节点的集合，利用局部线性反馈，可为复

杂网络（２） 设计以下的牵制控制器［２７］：
ｕｉ ＝ － ｃｄｉΓ（ｘｉ － ｓ）， （４）

其中 ｄｉ 为牵制控制增益，若 ｉ∈ Ｖｐｉｎ，则 ｄｉ ＞ ０；否则

ｄｉ ＝ ０．
本文主要基于局部线性反馈控制算法（４）分析

及讨论复杂网络（２）的牵制控制．

２　 复杂网络全局牵制控制的条件

本节讨论复杂网络的全局牵制控制条件．
令 ｅｉ ＝ ｘｉ － ｓ，ｉ ＝ １，…，Ｎ，考虑到拉普拉斯矩阵

的耗散性质，从式（２）—（４） 可得以下的误差系统：

ｅ̇ｉ ＝ ｆ（ｅｉ ＋ ｓ） － ｆ（ｓ） － ｃ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌｉｊΓｅ ｊ － ｃｄｉΓｅｉ，

３２
学报（自然科学版），２０２０，１２（１）：２２⁃３０

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２０，１２（１）：２２⁃３０



ｉ ＝ １，…，Ｎ． （５）
可将系统（５）写为矩阵形式：
ｅ̇（ ｔ） ＝ Ｆ（ｅ，ｓ） － ｃ（（Ｌ ＋ Ｄ） 􀱋）Γｅ， （６）

其中

ｅ ＝ （ｅＴ１，…，ｅＴＮ） Ｔ，
Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，…，ｄＮ），
Ｆ（ｅ，ｓ） ＝ （ｆＴ（ｅ１ ＋ ｓ） － ｆＴ（ｓ），…，ｆＴ（ｅＮ ＋ ｓ） － ｆＴ（ｓ））Ｔ．

研究结果表明，复杂网络牵制控制条件的表达

形式与节点动力学性质密切相关，节点动力学满足

ＱＵＡＤ或 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件的复杂网络，其牵制控制条

件可用代数不等式表达［１６，２１，２６⁃２８］；节点动力学满足

扇区条件的复杂网络，其牵制控制条件可以采用低

维的线性矩阵不等式进行描述［３１⁃３２］ ．在本文中，为分

析复杂网络（２）的牵制控制，对节点非线性函数做以

下假设．
假设 １［１６］ 　 对于复杂网络（２）的非线性函数，

假设存在一个正常数 θ 使得

（ｘ － ｙ） Ｔ（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）） ≤ θ （ｘ － ｙ） ＴΓ（ｘ － ｙ），
∀ｘ，ｙ∈ Ｒｎ ．

以下关于网络拓扑及节点间连边的假设对牵制

控制的研究至关重要．
假设 ２［２６］ 　 对于网络（２）未被牵制控制的任何

节点 ｉ∈ Ｖ ＼Ｖｐｉｎ，总存在一个牵制节点 ｊ ∈ Ｖｐｉｎ，使得

节点 ｊ 到节点 ｉ 存在一条有向路径，从而领导者节点

（３）到网络（２）的任何节点都有一条有向路径．
假设 ２是实现复杂网络牵制控制的一个必要条

件，否则网络（２）的某些节点状态无法受到领导者的

直接或间接影响，导致网络不能实现牵制控制．
在满足假设 １和 ２的前提下，为研究网络（２）的

全局牵制控制条件，目前文献主要采用以下两种

方法：
一种是基于未被牵制的网络节点对应的拉普拉

斯矩阵的子矩阵构造一个对称矩阵，然后利用该矩

阵的最大特征值给出网络的牵制控制条件［１６，２６⁃２７］：

λｍａｘ（Ｈ） ＞ θ
ｃ
， （７）

其中矩阵Ｈ是矩阵（Ｌ ＋ ＬＴ） ／ ２中由未被牵制节点构

成的子矩阵．
另一种则是把拉普拉斯矩阵 Ｌ 与牵制反馈增益

矩阵Ｄ构成矩阵 Ｌ ＋ Ｄ，再利用 Ｌ ＋ Ｄ所有特征值的

最小实部和 Ｍ 矩阵理论研究复杂网络牵制控制

条件［２８］：

ｍｉｎ
１≤ｉ≤Ｎ

Ｒｅ（λ ｉ（Ｌ ＋ Ｄ）） ＞ θ
ｃ
． （８）

从条件（７）和（８）可见，复杂网络牵制控制的条

件与网络拓扑、节点动力学及耦合强度等因素密切

相关．特别需要指出的是，文献［２９］利用 Ｍ 矩阵理

论证明，假设 １可保证矩阵 Ｌ ＋ Ｄ的特征值均在右半

开平面；而优先控制出度大于入度的节点，并适当选

取牵制控制增益条件，假设１可保证矩阵（Ｌ ＋ ＬＴ） ／ ２
的特征值皆为正数（具体请参见文献［２９］的 Ｐｒｏｐｏ⁃
ｓｉｔｉｏｎ ４）．

在复杂网络牵制控制条件的推导中，涉及的主

要数学工具是代数图理论和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理

论［１６⁃３０］，对于具有时滞复杂网络可构造适当的 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数进行分析［３３⁃３８］ ．

３　 牵制节点的选取策略

在复杂网络牵制控制的研究中，最关键的一个

科学问题是如何有效地选取一组合适的牵制节点，
即需要施加控制信号的节点．本节概述复杂网络牵

制节点选取策略的一些主要研究成果．

３􀆰 １　 牵制节点选取的总体原则

为实现复杂网络的牵制控制，领导者必须直接

或间接影响到网络的所有节点，使得网络节点和领

导者共同构成的图必须含有一条有向生成树，且领

导者为唯一的根节点［２１］ ．不难发现，第 ２节中的假设

２可以保证牵制节点的选取原则得到满足．

３􀆰 ２　 无向网络的牵制节点选取

对于连通的无向网络，一般采用随机选取或特

定选取两种方式选择牵制节点［１４⁃１５］ ．一般地说，优先

牵制度大的节点控制性能要好，这对无标度网络是

成立的．但是，对随机网络，牵制度大的节点和随机

选取牵制节点并没有明显区别．当耦合强度比较小

时，牵制度小的节点效果反而更好［１６⁃１７］ ．
当无向网络的拓扑不连通时，网络拓扑由多个

连通的子图构成，针对每个子图采用随机或特定的

方式选取牵制节点，那么牵制节点的集合即为所有

子图牵制节点集合的并集．

３􀆰 ３　 有向网络的牵制节点选取

与无向网络比较，有向网络由于耦合矩阵的不

对称性，牵制节点的选取更具挑战性．下面介绍一下

有向网络牵制节点选取研究取得的一些成果．
如果网络拓扑包含一条有向生成树，根节点必

须被选为牵制节点［２１⁃２２］ ．尤其需要指出的是，在耦合

强度足够大的情况下，对一个根节点施加控制即可

４２
曹进德，等．复杂网络牵制控制概述．

ＣＡＯ Ｊｉｎｄｅ，ｅｔ ａｌ．Ａｎ ｏｖｅｒｖｉｅｗ ｏｎ ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ．



实现网络的牵制控制［２１］ ．
对于不包含有向生成树的有向网络，牵制节点

的选取较为困难．Ｗｕ［２２⁃２３］指出牵制控制必须施加到
每一组有向树的根节点； Ｌｕ 等［２５］ 定义了 Ｃｏｎｔｒｏｌ
Ｒａｎｋ（ＣＲ）概念，指出应优先牵制 ＣＲ 大的节点；Ｌｕ
等［２６］根据拓扑强连通部分和 Ｍ矩阵理论，研究了牵
制节点选取；Ｓｏｎｇ 等［２７］综合考虑节点的出度及入

度，指出应优先牵制那些出度大于入度的节点；Ｓｏｎｇ
等［２８⁃２９］利用 Ｍ矩阵理论，把拓扑分解为最小数目的

子图，提出了一些牵制节点的选取策略．最近，Ｃｈｅｎｇ
等［３０］基于左 Ｐｅｒｒｏｎ特征向量研究牵制节点的选取，
发现前一个牵制节点选定以后，后一个牵制节点应

选取与前面所有牵制节点距离最远的节点；或者说，
较为有效的牵制策略应该是使得牵制节点均匀分布

在整个网络中［３０］ ．
下面以网络进行强连通分解为例讨论牵制节点

的选取，对于不包含有向生成树的有向网络，其拉普

拉斯矩阵为可约矩阵且具有以下的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 标准

形式［２２⁃２３］：

Ｂ ＝ ＰＬＰＴ ＝

Ｂ１ Ｂ１２ … Ｂ１，ｋ＋１ … Ｂ１，ｋ＋ｍ
⋱ … … ︙ ︙

Ｂｋ Ｂｋ，ｋ＋１ … Ｂｋ，ｋ＋ｍ

Ｂｋ＋１ ０ ０
⋱ ０

Ｂｋ＋ｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

（９）
其中 Ｐ 为置换矩阵，Ｂｉ（ ｉ ＝ １，…，ｋ ＋ ｍ） 皆为不可约

矩阵，０ 代表合适维数的零矩阵，１ ≤ ｍ ＜ Ｎ．
注意到矩阵 Ｌ 与 Ｂ 具有相同的特征值，因此可

根据拉普拉斯矩阵Ｌ的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ标准形式Ｂ矩阵对

应的图研究复杂网络的牵制控制．从式（９） 可看出，
后ｍ行矩阵Ｂｉ，ｉ ＝ ｋ ＋ １，…，ｋ ＋ ｍ对应的子图都没有

外部的入边，为满足第２节的假设２，每个子图Ｂｉ（ ｉ ＝
ｋ ＋ １，…，ｋ ＋ ｍ） 的根节点必须被选为牵制节点．事
实上，Ｂｉ，ｉ ＝ １，…，ｋ ＋ ｍ 对应的子图皆为强连通，这
些子图中的每个节点皆为根节点，因此可对每个子

图任意选取一个节点作为牵制节点．
进一步，对每一个强连通子图，可以选取出度大

于入度的点优先牵制；对出度和入度相等的节点，可
以用基于左 Ｐｅｒｒｏｎ特征向量的办法顺序选取牵制节

点的集合［３０］ ．

４　 影响网络牵制控制的因素分析

影响复杂网络牵制控制的因素主要包括牵制节

点个数、牵制控制增益、耦合强度及节点动力学等．

４􀆰 １　 牵制节点个数的影响

为实现复杂网络的牵制控制，应至少控制最小

数目的节点，对于含有一条有向生成树的网络，牵制

节点的最小数目为 １；对于具有一般拓扑的复杂网

络，拉普拉斯矩阵为 ｍ⁃可约矩阵，其 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 标准

形式由式（９）给出，牵制节点的最小数目为 ｍ，研究

结果已表明，假设 ２ 条件满足情形下，拉普拉斯矩阵

零特征值的代数重数恰好为 ｍ［２２，２６，２８］ ．
下面我们讨论牵制节点数目对复杂网络牵制控

制的影响．一些文献通过数值仿真或定性分析，发现

牵制较多的节点可使牵制控制更容易实现．然而，如
果某些关键节点没被牵制使得第 ２ 节中的假设 ２ 不

成立，导致存在一些节点不受领导者的影响，这样即

使牵制节点数目再多，网络也不能被同步到期望的

轨线上．在满足第 ２节假设 ２的条件下，Ｓｏｎｇ等［２９］利

用代数图理论、非负矩阵和 Ｍ 矩阵等，从理论上严

格 证 明， 增 加 牵 制 节 点 的 个 数 可 以 使

ｍｉｎ
１≤ｉ≤Ｎ

Ｒｅ（λ ｉ（Ｌ ＋Ｄ）） 取得更大的值，从而使复杂网

络的牵制控制更容易实现．

４􀆰 ２　 牵制控制增益的影响

牵制控制增益对复杂网络的牵制控制性能也具

有较大的影响．早期的一些文献往往把牵制控制增

益选得较大，２０１３年 Ｓｏｎｇ 等［２９］利用代数图理论、非
负矩阵和 Ｍ矩阵等工具，从理论上证明在满足第 ２
节中假设 ２的前提下，增大牵制控制增益可使牵制

控制更容易实现，但过大的牵制控制增益却不能有

效地提高网络的牵制控制性能．尤其是当牵制控制

增益足够大时，网络拉普拉斯矩阵与牵制控制增益

矩阵共同构成的 Ｌ ＋ Ｄ 矩阵的特征值最小实部将收

敛于某一常数［２９］ ．为优化牵制控制增益，一些文献采

用以下自适应算法［１６，２７］：
ｄ̇ｉ（ ｔ） ＝ α ｉ （ｘｉ（ ｔ） － ｓ（ ｔ）） ＴΓ（ｘｉ（ ｔ） － ｓ（ ｔ）），

α ｉ ＞ ０在线调整牵制控制增益

４􀆰 ３　 耦合强度的影响

耦合强度对复杂网络的牵制控制具有较大的影

响．在满足第 ２节中假设 ２ 的前提下，从条件（７）和
（８）可以看出，耦合强度越大，实现复杂网络牵制牵

制的牵制节点数目就越少．特别需要指出的是，当网

络拓扑包含一条有向生成树且耦合强度足够大的情

形下，仅牵制一个根节点也可实现整个网络的牵制

控制［２１］ ．

５２
学报（自然科学版），２０２０，１２（１）：２２⁃３０

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２０，１２（１）：２２⁃３０



４􀆰 ４　 节点动力学的影响

从条件（７）和（８）可见节点的动力学特性对耦

合强度对复杂网络的牵制控制也有影响．参数 θ 越

小，实现网络牵制控制的牵制节点数目就越少，反之

则需要牵制较多的网络节点．
如何在牵制节点数目、牵制控制增益及耦合强

度之间寻找一个平衡，达到利用较小数目的节点和

尽可能小的牵制增益，实现整个复杂网络的牵制控

制，仍然是当前牵制控制的公开问题之一．

５　 符号网络的牵制控制

近年来，具有正负连边的符号网络的分布式控

制受到了广泛关注［５１⁃５５］，其中正边代表节点间的合

作关系，而负边则表示节点间的竞争关系．符号网络

的拓扑可被称为符号图，而常规网络的拓扑可被称

为无符号图．
２０１３年，Ａｌｔａｆｉｎｉ［５１］研究了一阶符号网络的分布

式控制，符号网络的拉普拉斯矩阵 Ｌ ＝ （ ｌｉｊ） Ｎ×Ｎ 定义

为 ｌｉｊ ＝ － ａｉｊ（ ｉ≠ ｊ）及 ｌｉｉ ＝∑
Ｎ

ｋ ＝ １
ａｉｋ ，所以其行和不一

定都为零，这点与常规网络有着很大的不同．在符号

网络分布式控制研究中，结构平衡与不平衡是至关

重要的概念．按文献［５１］，如果一个符号图的节点集

合可分解为两个互斥的子集，每个子集内部节点间

连边的权重皆为正值，而两个子集节点之间连边的

权重皆为负值，则称该符号图为结构平衡，否则称该

图为结构不平衡．
结构平衡符号网络在一定条件下会涌现出二分

一致性（ｂｉｐａｒｔｉｔｅ ｃｏｎｓｅｎｓｕｓ）的群体行为，即一部分节

点的状态收敛于某条轨线，而其余节点的状态则收

敛于此轨线的负值［５１⁃５５］ ．近年来，具有结构平衡图拓

扑的复杂网络的牵制控制研究取得了一些进展，文
献［５３］研究了牵制控制下节点动力学满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ
条件的符号网络的二分同步；文献［５４］研究了结构

平衡符号图拓扑下 Ｌｕｒ􀆳ｅ网络的二分同步问题，并设

计了连续时间及采样控制的牵制控制算法；文献

［５５］利用牵制控制研究了时滞神经网络的二分同步

问题，并考虑了节点时滞为可微或不可微的两种

情形．
在研究结构平衡符号网络的牵制控制时，可首

先确定牵制节点集合，通过坐标变换把符号图变换

为常规图［５１］，按照常规网络的牵制控制策略选取牵

制节点．然后设计牵制控制增益，即确定领导者到牵

制节点连边的正负符号，按结构平衡定义把节点集

合分解为两个互斥的子集，领导者与其中一个子集

的牵制节点如果连边皆为正，那么与另一子集中牵

制节点的连边必须为负．
结构不平衡的符号网络的分布式研究结果较

少，文献［５２］利用根环的概念研究了符号网络的稳

定性及二分区间一致性问题．

６　 复杂网络的牵制控制算法

近年来，学者们对牵制控制算法（４）进行了扩

展，提出了一些新的牵制控制算法．下面我们从控制

理论的观点，对复杂网络牵制控制的主要算法进行

适当归纳分类．
１）连续通信情形下的反馈牵制控制算法

目前，复杂网络的牵制控制算法大多是对牵制

节点施加连续时间的局部反馈控制即节点间连续通

信，主要形式为算法（４），根据网络耦合项设计线性

反馈或非线性反馈的分布式牵制控制器［１４⁃３７］ ．注意

到有些文献进一步提出了自适应的反馈牵制控制算

法，对耦合强度、牵制反馈增益或网络连接权值进行

在线调整［１９⁃２１］ ．
２）间歇通信情形下的反馈牵制控制算法

连续时间反馈牵制控制算法的一个主要不足是

网络节点需要连续通信．为减少领导者和牵制节点

间的通信频次，有些学者提出了周期或非周期的间

歇牵制控制算法，仅在一系列不连续的时间间隔内

才对牵制节点施加反馈控制，而在其他时间间隔里

牵制控制信号皆为零［３８⁃３９］ ．下式给出周期间歇牵制

控制下的复杂网络，其中 ω 为控制宽度，Ｔ 为周期：
对于 ｎＴ≤ ｔ ＜ ｎＴ ＋ ω，有

ｘ̇ｉ（ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ（ｔ）） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊΓｘｊ（ｔ） － ｃｄｉΓ（ｘｉ（ｔ） － ｓ（ｔ）），

当 ｎＴ ＋ ω ≤ ｔ ＜ （ｎ ＋ １）Ｔ 时，

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊΓｘ ｊ（ ｔ） ．

３）基于采样数据的反馈牵制控制算法

考虑到控制理论中采样控制算法的优点，一些

文献利用一系列采样时刻获取的网络节点采样数

据，设计了周期或非周期的采样反馈牵制控制算

法［４０⁃４１］，领导者仅在采样时刻才与牵制节点进行通

信，从而大大减轻了网络的通信负荷，降低了复杂网

络的牵制控制成本．基于采样数据牵制控制算法的

复杂网络可描述如下：

ｘ̇ｉ（ｔ）＝ ｆ（ｘｉ（ｔ）） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊΓｘｊ（ｔｋ） － ｃｄｉΓ（ｘｉ（ｔｋ） － ｓ（ｔｋ）），

６２
曹进德，等．复杂网络牵制控制概述．

ＣＡＯ Ｊｉｎｄｅ，ｅｔ ａｌ．Ａｎ ｏｖｅｒｖｉｅｗ ｏｎ ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ．



ｔ∈ ［ｎＴ，（ｎ ＋ １）Ｔ），　 ｉ ＝ １，…，Ｎ．
４）事件触发下的反馈牵制控制算法

近年一些文献把事件触发控制策略应用于复杂

网络的牵制控制，根据局部节点信息定义适当的事

件触发函数，提出事件触发下复杂网络的反馈牵制

控制算法［４２⁃４３］，仅在事件触发时刻才启动牵制控制，
从而极大地降低了通信和控制成本，算法如下：

ｘ̇ｉ（ｔ）＝ ｆ（ｘｉ（ｔ）） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝１
ｌｉｊΓｘｊ（ｔｉｋ） － ｃｄｉΓ（ｘｉ（ｔｉｋ） － ｓ（ｔｉｋ）），

ｔ∈ ［ ｔｉｋ，ｔｉｋ＋１），　 ｉ ＝ １，…，Ｎ，
其中 ｔｉｋ 为事件触发时刻．

５）脉冲牵制控制算法

一些学者采用脉冲控制策略设计了复杂网络的

脉冲牵制控制算法，牵制节点的状态在一系列离散

时刻按一定算法进行跳变［４４⁃４７］ ．以下为文献［４４］提
出的复杂网络的脉冲牵制控制算法：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊΓｘ ｊ（ ｔ），　 ｔ≠ ｔｋ，

ｘｉ（ ｔ
＋
ｋ ） ＝ ｘｉ（ ｔ

－
ｋ ） ＋ μ（ｘｉ（ ｔ

－
ｋ ） － ｓ（ ｔ －ｋ ）），　 ｉ∈ Ｖｐｉｎ，

ｘｉ（ ｔ
＋
ｋ ） ＝ ｘｉ（ ｔ

－
ｋ ），　 ｉ∈ Ｖ ＼Ｖｐｉｎ ．

６）混合控制牵制控制算法

有些文献把多种不同的控制策略相互结合，提
出了复杂网络的混合控制牵制控制算法，比如文献

［４８］把反馈控制和脉冲控制进行结合，实现了复杂

网络的牵制控制．

７　 网络牵制控制的应用

网络系统的牵制控制不仅具有较高的理论价

值，同时也具有广泛的潜在应用前景．下面我们简要

讨论一下网络牵制控制的一些相关实际应用．
１）辨识复杂网络的结构

考虑以下的复杂网络模型：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ） － ｃ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊΓｘ ｊ，　 ｉ ＝ １，…，Ｎ．

为辨识上述网络的拉普拉斯矩阵，文献［５６］基于牵

制控制的思想，提出相应的观测器网络：

ｘ^·ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｘ^ｉ） －∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌ^ ｉｊΓｘ^ ｊ － ｄｉΓ（ ｘ^ｉ － ｘｉ），

ｄ^
·

ｉ ＝ α ｉ（ ｘ^ｉ － ｘｉ） ＴΓ（ ｘ^ｉ － ｘｉ），

ｌ^
·
ｉｊ ＝ β ｉｊ（ ｘ^ｉ － ｘｉ） ＴΓｘ^ｉ，　 ｉ，ｊ ＝ １，…，Ｎ．

在以上观测器网络中， α ｉ，β ｉｊ 为正常数，定义 Ｖｐｉｎ 为
观测器网络中可获取原网络节点状态的节点集合，
若 ｉ∈Ｖｐｉｎ则 ｄｉ ＞ ０，否则 ｄｉ ＝ ０．当观测器网络与原网

络实现同步时，ｌｉｊ 可认为是 ｌ^ ｉｊ 的收敛值．
２） 在电网中的应用

设 ρ ｉ（ ｔ） 为电网能量第 ｉ 个存储单元的状态，文
献［５７］采用以下的牵制控制策略对 ρ ｉ（ ｔ） 进行

调节：

ρ̇ｉ（ ｔ） ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｌｉｊρ ｊｄｉ（ρ ｉ － ρ ｒ），　 ｉ ＝ １，…，Ｎ，

其中 ρ ｒ 为领导者单元的状态．
３） 跟踪领导者的蜂拥及编队控制

牵制控制策略也可应用于多个机器人、飞行器

的蜂拥及编队控制中［５８⁃６０］ ．对于由 Ｎ 个二阶系统构

成的网络，设 ｑｉ ＝ （ｘｉ，ｖｉ） Ｔ 为第 ｉ 个节点的状态，而
ｑｒ ＝ （ｘｒ，ｙｒ） Ｔ为领导者的状态，可采用牵制控制的策

略设计控制器：
ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｖｉ，
ｖ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ ＝ ｆ（ｑｉ，ｑ ｊ，ｑｒ ｜ ｊ∈ Ｎｉ），　 ｉ ＝ １，…，Ｎ，

其中 Ｎｉ 为第 ｉ 个节点的近邻节点集合．

８　 结论及展望

本文回顾了十多年来复杂网络的牵制控制算法

及其实施策略的研究进展，重点论述了牵制节点的

选取，综合分析了影响网络牵制控制性能的因素．尽
管复杂网络牵制控制已取得了很多成果，但仍存在

一些挑战性难题值得深入探索．下面对复杂网络的

牵制控制研究提出一些展望：
１）分布式复杂网络的牵制控制．目前文献关于

复杂网络中牵制节点的选取大多涉及到网络拓扑结

构的全局信息，如何利用局部邻居信息，实现完全分

布式的复杂网络牵制控制，这是一个亟待解决的有

趣问题．
２）牵制节点个数、牵制控制增益和网络收敛速

度的优化．一般来讲，当牵制节点数目较少时，需匹

配较大的牵制反馈增益，为减小复杂网络牵制控制

的代价，应在牵制节点个数与牵制控制增益间取得

适当的平衡．利用较小的控制增益和较少的牵制节

点，就可以实现复杂网络的牵制控制同步，这是一个

值得探索的研究方向．另外，牵制节点个数和控制增

益都较小时，实现同步的收敛速度往往比较慢，如何

在牵制节点个数、反馈增益和收敛速度之间寻找一

种最优的牵制策略，仍值得深入研究．
３）具有切换拓扑的复杂网络的牵制控制．目前

复杂网络的牵制控制研究主要侧重于固定拓扑下的

网络，对于具有切换拓扑的有向或无向网络，如何保

７２
学报（自然科学版），２０２０，１２（１）：２２⁃３０

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２０，１２（１）：２２⁃３０



持网络拓扑的连通性或在一定时间间隔切换子图并

图的连通性，从而确保复杂网络的牵制控制，是值得

深入研究的又一个公开问题．
４）复杂网络的牵制可控性．目前，复杂网络牵制

控制问题的研究大多集中在实现网络同步或一致

性，而关于复杂网络的可控性已经有了丰富的研究

成果，如何将它们结合起来，在牵制控制的条件下，
实现复杂网络的可控性，是一个新的研究课题．

５）超网络、异质网络的牵制控制问题．近年来，
随着复杂网络研究的深入，人们提出了超网络（网络

的网络）以及根据网络节点的不同动力学特性，提出

了异质网络的概念．目前关于超网络和异质网络的

牵制控制的研究结果较少，值得深入研究．
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曹进德，等．复杂网络牵制控制概述．
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