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非对称双环神经网络系统的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分岔

摘要
环型结构在神经网络中普遍存在，

目前对环型神经动力学分岔研究大多数
局限于单环情形．值得注意的是，神经网
络由成千上万个神经元耦合而成，这些
复杂的神经元网络结构不可能只由一个
环形结构来准确表述，因此研究具多环
拓扑的神经网络模型更具实际意义．本
文提出了一种非对称双环神经元网络模
型，选择单环的时滞和为分岔参数，分析
了双环模型的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分岔．最后
给出数值仿真对结论进行了验证．
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０　 引言

　 　 近年来，随着计算机技术以及人工智能的快速发展，神经元网络

得到了越来越多研究者们的青睐．无论是在人工神经元网络的研究还

是生物神经元网络的研究都已经取得相对成熟的理论结果和应用．目
前比较为大家所熟知的神经元网络应用有图像识别［１］、信号去噪［２］、
深度学习［３⁃４］、智能控制［５］、故障诊断［６］等方面．对于神经元网络的研

究，有助于加强人们对大脑的认知以及建立更加准确的人工神经元

网络模型和深度学习算法．但由于神经元网络的复杂性，人们对神经

元网络的简单建模和分析是远远不够的．当前对神经元网络的研究趋

势是低维向高维度的转变、简单拓扑结构向复杂拓扑结构的转变．
环型拓扑结构是神经元网络中一种重要的拓扑结构，该结构存

在于小脑［７］、基因［８］、大脑皮层等许多神经结构中［９⁃１０］ ．通过对环型神

经元网络的研究，人们可以深入了解环型神经元网络的动态行为机

理．环型神经元网络的拓扑结构主要分为单向拓扑连接结构以及双向

拓扑连接结构．对于环型神经元网络的研究已经取得了许多杰出的成

果［９⁃１２］ ．令人遗憾的是，前人对于环型神经元网络的研究大多局限于

单环结构的研究，却忽视了环状神经元网络结构环与环之间的拓扑

联系．单环神经元网络模型的研究对神经元网络的研究是一种进步，
但是对于神经元网络的研究来讲仍然有很大的研究空间．此外，Ｃｈｅｎｇ
等［１３］研究了一类三个三角形的环型时滞耦合神经元网络，但是其每

个环都具有三个节点，不具有非对称的一般性．本文考虑了具有不同

节点数的两个环型神经元网络的耦合结构，对其进行稳定性和 Ｈｏｐｆ
分岔分析．

在神经元网络信息的传递过程中，信息在神经元细胞内的处理

需要消耗一定时间，此外神经元细胞中的突触前细胞将信息传递给

突触后细胞的传递也需要一定的时间做准备．虽然神经元传递信息的

时间在人类观感中比较快，但是一般认为神经网络的时滞是不可避

免的，也是不能忽视的一个重要的参数．在当前神经元网络的研究中，
人们对神经元网络中时滞的研究主要有分布时滞［１４］、泄漏时滞［１５］以

及离散时滞［１６］等．时滞又叫时延，它们对于系统动态性能的影响是十

分显著的．时滞往往会导致系统的动力学行为变差，使得系统的稳定

区域变窄，甚至在比较苛刻的情况下，时滞会导致系统平衡点失稳．因
此，研究神经元网络中时滞对系统动力学行为的影响具有特别重要



　 　 　 　的理论价值和实践价值．
Ｈｏｐｆ分岔理论是研究者们研究系统动力学稳定

性的一个重要的工具．通过对系统某个指定参数进

行 Ｈｏｐｆ分岔分析，可以根据系统某一个参数的变

化，直观地观测到系统动力学行为的变化．当系统的

某个参数连续变化穿越一个临界值（分岔点）时，系
统会在某个其原本稳定平衡点的外围出现一个极限

环，此时系统由极限环包围的平衡点由稳定变成不

稳定．

１　 非对称双环神经元网络数学模型

本节讨论非对称双环神经元网络模型，其拓扑

如图 １所示．由图 １ 可知，模型由 ２ 个单向连接的环

组成．其中一个有 ３个神经元，另一个有 ４ 个神经元．
神经元 １是一个双环耦合节点．根据图 １ 的拓扑关

系，非对称双环神经元网络模型可表示为

ｖ̇１（ｔ） ＝ － α１ｖ１（ｔ） ＋ β１ｆ１（ｖ１（ｔ）） ＋ γ３ｇ３（ｖ３（ｔ － τ３）） ＋
　 　 γ６ｇ６（ｖ６（ｔ － τ６）），

ｖ̇２（ｔ） ＝ － α２ｖ２（ｔ） ＋ β２ｆ２（ｖ２（ｔ）） ＋ γ１ｇ１（ｖ１（ｔ － τ１）），

ｖ̇３（ｔ） ＝ － α３ｖ３（ｔ） ＋ β３ｆ３（ｖ３（ｔ）） ＋ γ２ｇ２（ｖ２（ｔ － τ２）），

ｖ̇４（ｔ） ＝ － α４ｖ４（ｔ） ＋ β４ｆ４（ｖ４（ｔ）） ＋ γ１ｇ１（ｖ１（ｔ － τ１）），

ｖ̇５（ｔ） ＝ － α５ｖ５（ｔ） ＋ β５ｆ５（ｖ５（ｔ）） ＋ γ４ｇ４（ｖ４（ｔ － τ４）），

ｖ̇６（ｔ） ＝ － α６ｖ６（ｔ） ＋ β６ｆ６（ｖ６（ｔ）） ＋ γ５ｇ５（ｖ５（ｔ － τ５）），

ì
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（１）
其中： ｖ̇ｉ（ ｔ）＝ ｄｖｉ ／ ｄｔ（ ｉ ＝ １，２，…，６），ｖｉ（ ｔ）代表系统第

ｉ 个神经元在 ｔ 时刻的状态．αｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，６） 是

常量，βｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 和 γｉ（ ｉ ＝ １，２，…，６） 表示连

接权重，并且满足 βｉ≠０和γｉ≠０，ｆｉ（·）（ ｉ ＝ １，２，…，
６） 和 ｇｉ（·）（ ｉ ＝ １，２，…，６） 表示神经元网络的激活

函数，两神经元间在信息传递时的时滞用 τｉ（ ｉ ＝ １，２，
…，６） 表示．

图 １　 模型拓扑结构

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｇｒａｐｈ ｏｆ ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌ

注 １　 模型（１）具有非对称结构，即双环节点的

个数不相等．另外，自连接项 βｉ ｆｉ（ｖｉ（ ｔ）） 的出现也增

加了动力学的复杂性．当双环的节点个数相等，并且

不考虑自连接项（βｉ ＝ ０） 时， 模型（１）退化为文献

［１３］中的模型．
在系统（１）中，共有 ６ 个时滞，为了简化问题的

研究，假设 ２个环型神经元网络的时滞和相等，即：
假设 １　 τ ＝ τ１ ＋ τ２ ＋ τ３ ＝ τ１ ＋ τ４ ＋ τ５ ＋ τ６ ．
做如下变换：
ｘ１（ ｔ） ＝ ｖ１（ ｔ － τ１ － τ２ － τ４ － τ５），
ｘ２（ ｔ） ＝ ｖ２（ ｔ － τ２ － τ４ － τ５），
ｘ３（ ｔ） ＝ ｖ３（ ｔ － τ４ － τ５），
ｘ４（ ｔ） ＝ ｖ４（ ｔ － τ２ － τ４ － τ５），
ｘ５（ ｔ） ＝ ｖ５（ ｔ － τ２ － τ５），
ｘ６（ ｔ） ＝ ｖ６（ ｔ － τ２），

ì
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系统（１） 变为

ｘ̇１（ｔ） ＝ － α１ｘ１（ｔ） ＋ β１ｆ（ｘ１（ｔ）） ＋ γ３ｇ３（ｘ３（ｔ － τ）） ＋
　 　 γ６ｇ６（ｘ６（ｔ － τ）），

ｘ̇２（ｔ） ＝ － α２ｘ２（ｔ） ＋ β２ｆ（ｘ２（ｔ）） ＋ γ１ｇ１（ｘ１（ｔ）），

ｘ̇３（ｔ） ＝ － α３ｘ３（ｔ） ＋ β３ｆ（ｘ３（ｔ）） ＋ γ２ｇ２（ｘ２（ｔ）），

ｘ̇４（ｔ） ＝ － α４ｘ４（ｔ） ＋ β４ｆ（ｘ４（ｔ）） ＋ γ１ｇ１（ｘ１（ｔ）），

ｘ̇５（ｔ） ＝ － α５ｘ５（ｔ） ＋ β５ｆ（ｘ５（ｔ）） ＋ γ４ｇ４（ｘ４（ｔ）），

ｘ̇６（ｔ） ＝ － α６ｘ６（ｔ） ＋ β６ｆ（ｘ６（ｔ）） ＋ γ５ｇ５（ｘ５（ｔ））．
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（２）
通过变换，含有多时滞的系统（１）变为仅含一个

时滞的等价系统（２）．做如下假设：
假设 ２ 　 ｆｉ（·） ∈ Ｃ３（Ｒ），ｇｉ（·） ∈ Ｃ３（Ｒ），

ｆｉ（０） ＝ｇｉ（０） ＝ ０，ｆ′ｉ（０） ｇ′ｉ（０） ≠ ０（ ｉ ＝ １，…，６） ．
根据假设 ２可知：原点Ο（０，０，０，０，０，０） 是系统

（２） 的平衡点．系统（２） 在原点处的线性化系统为

ｘ̇１（ｔ） ＝ － θ１ｘ１（ｔ） ＋ η３ｘ３（ｔ － τ） ＋ η６ｘ６（ｔ － τ），

ｘ̇２（ｔ） ＝ － θ２ｘ２（ｔ） ＋ η１ｘ１（ｔ），

ｘ̇３（ｔ） ＝ － θ３ｘ３（ｔ） ＋ η２ｘ２（ｔ），

ｘ̇４（ｔ） ＝ － θ４ｘ４（ｔ） ＋ η１ｘ１（ｔ），

ｘ̇５（ｔ） ＝ － θ５ｘ５（ｔ） ＋ η４ｘ４（ｔ），

ｘ̇６（ｔ） ＝ － θ６ｘ６（ｔ） ＋ η５ｘ５（ｔ），

ì
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（３）

其中： θ ｉ ＝ α ｉ － β ｉ ｆ′ｉ（０），η ｉ ＝ γ ｉ ｇ′ｉ（０），ｉ ＝ １，…，６．
系统（３） 的特征方程为

Ｍ（λ） － ｅ－λτＮ（λ） ＝ ０， （４）
其中：

７４４
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：４４６⁃４５２

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１９，１１（４）：４４６⁃４５２



Ｍ（λ） ＝ λ ６ ＋ Ｌ１λ ５ ＋ Ｌ２λ ４ ＋ Ｌ３λ ３ ＋ Ｌ４λ ２ ＋ Ｌ５λ ＋ Ｌ６，
Ｎ（λ） ＝ Ｋ１λ ３ ＋ Ｋ２λ ２ ＋ Ｋ３λ ＋ Ｋ４，
其中：

Ｌｋ ＝ ∑
６≥ｌ１ ＞… ＞ ｌｋ≥１

θ ｌ１…θ ｌｋ（ｋ ＝ １，２，…，６） ＋􀰒
ｉ∈Ω４

η ｉ，

Ｋ１ ＝􀰒
ｉ∈Ω１

η ｉ，

Ｋ２ ＝􀰒
ｉ∈Ω１

η ｉ·∑
ｊ∈Ω３

θ ｊ ＋􀰒
ｉ∈Ω４

η ｉ，

Ｋ３ ＝􀰒
ｉ∈Ω１

η ｉ· ∑
ｍ，ｎ∈Ω３，ｍ≠ｎ

θｍθ ｎ ＋􀰒
κ∈Ω４

η κ·∑
ｊ∈Ω２

θ ｊ，

Ｋ４ ＝􀰒
ｉ∈Ω３

θ ｉ·􀰒
ｋ∈Ω１

η ｋ ＋􀰒
ｊ∈Ω２

θ ｊ·􀰒
ｌ∈Ω４

η ｌ，

Ω１ ＝ １，２，３{ } ，　 Ω２ ＝ ２，３{ } ，　 Ω３ ＝ ４，５，６{ } ，
Ω４ ＝ １，４，５，６{ } ．

２　 无时滞情形

在研究时滞系统稳定性和 Ｈｏｐｆ 分岔时，要求系

统在无时滞条件下是稳定的．本节讨论在无时滞的

前提下非对称双环神经网络（１）的稳定性．
当 τ ＝ ０时，特征方程（４） 退化为

Ｍ（λ） － Ｎ（λ） ＝ ０， （５）
即：

λ６ ＋ Ｌ１λ５ ＋ Ｌ２λ４ ＋ （Ｌ３ － Ｋ１）λ３ ＋ （Ｌ４ － Ｋ２）λ２ ＋
　 　 （Ｌ５ － Ｋ３）λ ＋ Ｌ６ － Ｋ４ ＝ ０．
给出如下假设：
假设 ３　 Δ ｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，６），

其中：
Δ１ ＝ Ｌ１ ＞ ０，

Δ２ ＝
Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１
１ Ｌ２

＞ ０，

Δ３ ＝
Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１ Ｌ５ － Ｋ３
１ Ｌ２ Ｌ４ － Ｋ２
０ Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１

＞ ０，

Δ４ ＝

Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１ Ｌ５ － Ｋ３ ０
１ Ｌ２ Ｌ４ － Ｋ２ Ｌ６ － Ｋ４
０ Ｌ１ Ｋ３ － Ｋ１ Ｌ５ － Ｋ３
０ １ Ｌ２ Ｌ４ － Ｋ２

＞ ０，

Δ５ ＝

Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１ Ｌ５ － Ｋ３ ０ ０
１ Ｌ２ Ｌ４ － Ｋ２ Ｌ６ － Ｋ４ ０
０ Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１ Ｌ５ － Ｋ３ ０
０ １ Ｌ２ Ｌ４ － Ｋ２ Ｌ６ － Ｋ４
０ ０ Ｌ１ Ｌ３ － Ｋ１ Ｌ５ － Ｋ３

＞ ０，

Δ６ ＝ （Ｌ６ － Ｋ４）Δ５ ＞ ０．

定理 １　 在假设 １—３ 成立的前提下，当 τ ＝ ０
时，系统（１） 的原点是渐近稳定的．

证明 　 根据赫尔维茨判据，如果系统特征多项

式的根全都有负实部，那么由系统特征方程各项系

数所构成的主行列式及其顺序主子式全都为正［１７］ ．
根据假设 １—３可知：系统（１）满足赫尔维茨判据，因
此无时滞的非对称双环神经网络（１） 是渐近稳定的．

证毕．
注 ２　 Δ ｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，…，６） 是保证式（５）所有

特征根都具有负实部的充分必要条件．

３　 有时滞情形

令 λ ＝ ｉω，特征方程（４） 可写为

Ｍ（ｉω） － ｃｏｓ（ωτ） － ｉｓｉｎ（ωτ）[ ] Ｎ（ｉω） ＝ ０， （６）
对式（６）分离实虚部得：
（Ｋ１ω ３ － Ｋ３ω）ｓｉｎ（ωτ） ＋ （Ｋ２ω ２ － Ｋ４）ｃｏｓ（ωτ） ＝

ω ６ － Ｌ２ω ４ ＋ Ｌ４ω ２ － Ｌ６， （７）
（ － Ｋ２ω ２ ＋ Ｋ４）ｓｉｎ（ωτ） ＋ （Ｋ１ω ３ － Ｋ３ω）ｃｏｓ（ωτ） ＝

－ Ｌ１ω ５ ＋ Ｌ３ω ３ － Ｌ５ω． （８）
应用克拉默法则，可得：

ｓｉｎ（ωτ） ＝
ｑ１ω ９ ＋ ｑ２ω ７ ＋ ｑ３ω ５ ＋ ｑ４ω ３ ＋ ｑ５ω

ｑ６ω ６ ＋ ｑ７ω ４ ＋ ｑ８ω ２ ＋ ｑ９
，

ｃｏｓ（ωτ） ＝
ｑ１０ω ８ ＋ ｑ１１ω ６ ＋ ｑ１２ω ４ ＋ ｑ１３ω ２ ＋ ｑ１４

ｑ６ω ６ ＋ ｑ７ω ４ ＋ ｑ８ω ２ ＋ ｑ９
，

其中：
ｑ１ ＝ Ｋ１，　 ｑ２ ＝ Ｋ２Ｌ１ － Ｋ１Ｌ２ － Ｋ３，
ｑ３ ＝ Ｋ１Ｌ４ － Ｋ２Ｌ３ ＋ Ｋ３Ｌ２ － Ｋ４Ｌ１，
ｑ４ ＝ Ｋ２Ｌ５ － Ｋ１Ｌ６ － Ｋ３Ｌ４ ＋ Ｋ４Ｌ３，
ｑ５ ＝ Ｋ３Ｌ６ － Ｋ４Ｌ５，　 ｑ６ ＝ Ｋ２１，
ｑ７ ＝ Ｋ２２ － ２Ｋ１Ｋ３，　 ｑ８ ＝ Ｋ２３ － ２Ｋ２Ｋ４，
ｑ９ ＝ Ｋ２４，　 ｑ１０ ＝ Ｋ２ － Ｋ１Ｌ１，
ｑ１１ ＝ Ｋ１Ｌ３ － Ｋ４ － Ｋ２Ｌ２ ＋ Ｋ３Ｌ１，
ｑ１２ ＝ Ｋ２Ｌ４ － Ｋ１Ｌ５ － Ｋ３Ｌ３ ＋ Ｋ４Ｌ２，
ｑ１３ ＝ Ｋ３Ｌ５ － Ｋ２Ｌ６ － Ｋ４Ｌ４，ｑ１４ ＝ Ｋ４Ｌ９ ．
将式（７） 和（８） 的两端同时平方后求和，可得：

ω１２ ＋ ｐ１ω１０ ＋ ｐ２ω８ ＋ ｐ３ω６ ＋ ｐ４ω４ ＋ ｐ５ω２ ＋ ｐ６ ＝ ０． （９）
令 ϕ ＝ ω ２，式（９） 化为

ϕ６ ＋ ｐ１ϕ５ ＋ ｐ２ϕ４ ＋ ｐ３ϕ３ ＋ ｐ４ϕ２ ＋ ｐ５ϕ ＋ ｐ６ ＝ ０．
令 Ｒ（ϕ） ＝ ϕ６ ＋ ｐ１ϕ５ ＋ ｐ２ϕ４ ＋ ｐ３ϕ３ ＋ ｐ４ϕ２ ＋ ｐ５ϕ ＋ ｐ６，
其中：

ｐ１ ＝ Ｌ２１ － ２Ｌ２，　 ｐ２ ＝ Ｌ２２ ＋ ２Ｌ４ － ２Ｌ１Ｌ３，
ｐ３ ＝ Ｌ２３ － Ｋ２１ － ２Ｌ６ ＋ ２Ｌ１Ｌ５ － ２Ｌ２Ｌ４，
ｐ４ ＝ Ｌ２４ － Ｋ２２ ＋ ２Ｋ１Ｋ３ ＋ ２Ｌ２Ｌ６ － ２Ｌ３Ｌ５，

８４４
周帅，等．非对称双环神经网络系统的稳定性和 Ｈｏｐｆ分岔．

ＺＨＯＵ Ｓｈｕａｉ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｒｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ．



ｐ５ ＝ Ｌ２５ － Ｋ２３ ＋ ２Ｋ２Ｋ４ － ２Ｌ４Ｌ６，　 ｐ６ ＝ Ｌ２６ － Ｋ２４ ．
引理 １　 对于特征方程（４），有如下结果：
１）如果 ｐｉ≥０ （ ｉ ＝ １，…，５）且 ｐ６ ＞ ０，那么特征

方程（４） 在 τ ≥ ０的情况下没有实部为零的根；
２） 如果 ｐ６ ＜ ０，那么特征方程（４） 有一对纯虚

根 ± ｉω ０，当且仅当 τ ＝ τ ｊ
０（ ｊ ＝ ０，１，…）{ } ，其中：

τ ｊ
０ ＝

１
ω０

{ ａｒｃｃｏｓ (
ｑ１０ω８０ ＋ ｑ１１ω６０ ＋ ｑ１２ω４０ ＋ ｑ１３ω２０ ＋ ｑ１４

ｑ６ω６０ ＋ ｑ７ω４０ ＋ ｑ８ω２０ ＋ ｑ９
) ＋ ２ｊπ } ．

证明

１） 当 ｐｉ≥０（ ｉ ＝ １，…，５）且 ｐ６ ＞ ０时，有Ｒ（０） ＝
ｐ６ ＞ ０且 Ｒ′（ϕ） ≥０．这说明式（９）没有实根．因此特

征方程（４） 没有根出现在虚轴上．
２）当ｐ６ ＜ ０时，Ｒ（０）＝ ｐ６ ＜ ０．又因为 ｌｉｍ

ϕ→＋∞
Ｒ（ϕ）＝

＋ ∞，所以函数 Ｒ（ϕ） 至少存在一个 ϕ０ ＞ ０ 使得

Ｒ（ϕ０） ＝ ０．即，式（９）有正根 ω ０ ＝ ϕ０ ．因此 ± ｉω ０ 是
特征方程（４） 的一对纯虚根．

证毕．
为了满足分岔的穿越条件，做如下假设：
假设 ４　 ｃψ ＋ υζ ≠ ０，

其中：
ｃ ＝ － Ｋ１ω ４０ ＋ Ｋ３ω ２０，　 υ ＝ Ｋ２ω ３０ － Ｋ４ω ０，
ψ ＝ （ － ６ω ５０ ＋ ４Ｌ２ω ３０ － ２Ｌ４ω ０）ｓｉｎ（ω ０τ ｊ

０） ＋
　 　 （５Ｌ１ω ４０ － ３Ｌ３ω ２０ ＋ Ｌ５）ｃｏｓ（ω ０τ ｊ

０） ＋
　 　 （３Ｋ１ － Ｋ２τ ｊ

０）ω ２０ ＋ Ｋ４τ ｊ
０ － Ｋ３，

ζ ＝ （６ω ５０ － ４Ｌ２ω ３０ ＋ ２Ｌ４ω ０）ｃｏｓ（ω ０τ ｊ
０） ＋

　 　 （５Ｌ１ω ４０ － ３Ｌ３ω ２０ ＋ Ｌ５）ｓｉｎ（ω ０τ ｊ
０） －

　 　 τ ｊ
０Ｋ１ω ３０ ＋ （τ ｊ

０Ｋ３ － ２Ｋ２）ω ０ ．
假设 λ（τ） ＝ Ｒ（τ） ＋ ｉＩ（τ） 是特征方程（４） 的

解．当 τ ＝ τ ０ 时，Ｒ（τ ０） ＝ ０，Ｉ（τ ０） ＝ ω ０ ．对式（４） 两端

求关于 τ 的导数，可得：
ｄλ（τ）
ｄτ

＝ － λＮ（λ）
ｅλτＭ′（λ） ＋ τＮ（λ） － Ｎ′（λ）

，

则：
ｄλ（τ）
ｄτ

ω ＝ ω０
τ ＝ τ ｊ０

＝ ｃ ＋ ｉυ
ψ ＋ ｉζ

，

易得：

Ｒｅ ｄλ（τ）
ｄτ τ ＝ τ ０{ } ＝ ｃψ ＋ υζ

ψ ２ ＋ ζ ２
．

由于 ψ２ ＋ ζ２ ＞ ０，所以 ｄｉａｇ {Ｒｅ ( ｄλ（τ）ｄτ τ ＝

τ０ ) } ＝ ｄｉａｇ ｃψ ＋ υζ{ } ． 根据假设 ４ 知：穿越条件

Ｒｅ (ｄλ（τ）ｄτ τ ＝ τ ０ ) ≠ ０成立．

引理 ２［１８］ 　 考虑如下指数多项式：
Ｑ（γ，ｅ －γｔ１，ｅ －γｔ２，…，ｅ －γｔｎ） ＝
　 　 γ ｎ ＋ ｐ（０）１ γ ｎ－１ ＋ … ＋ ｐ（０）ｎ－１γ ＋ ｐ（０）ｍ ＋
　 　 ｅ －γｔ１ ｐ（１）１ γ ｎ－１ ＋ … ＋ ｐ（１）ｎ－１γ ＋ ｐ（１）ｍ[ ] ＋ … ＋
　 　 ｅ －γｔｎ ｐ（ｎ）１ γ ｎ－１ ＋ … ＋ ｐ（ｎ）ｎ－１γ ＋ ｐ（ｎ）ｍ[ ] ，

其中：ｔｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） ≥０，ｐ（ ｊ）ｋ （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ；ｋ ＝ １，
２，…，ｍ） 均为常数．当参数（ ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ） 变动时，如
果有零点出现或穿越虚轴，那么指数多项式 Ｑ 右半

平面零点的重数和才会发生变化．
基于引理 １和 ２，可以得到下面的定理．
定理 ２　 在假设 １—４成立的前提下，对于系统

（１），有如下结果成立：
１） 如果 ｐｉ ≥ ０ （ ｉ ＝ １，…，５） 且 ｐ６ ＞ ０，那么当

τ ≥０时，系统（１） 的原点是渐近稳定的；
２） 如果 ｐ６ ＜ ０时，那么当 τ ∈ ［０，τ ０） 时，系统

（１） 的原点是渐近稳定的，当 τ ＞ τ ０ 时，原点不稳

定，并且在 τ ＝ τ ０ 经历 Ｈｏｐｆ分岔．
注 ３　 如果系统（１） 没有自连接项 β ｉ ｆｉ（ｖｉ（ ｔ）），

那么系统（１）的平衡点将会更容易稳定，在拥有相同

参数的情况下有更大的稳定区域和分岔阈值．
注 ４　 前期神经网络分岔工作主要集中在单环

结构，本文考虑非对称双环神经网络模型，是对神经

动力学的重要补充．

４　 数值算例与仿真

本节利用数值仿真验证得到的定理．取 ｔａｎｈ（·）
为激活函数，考虑如下系统：
ｖ̇１（ ｔ） ＝ － α１ｖ１（ ｔ） ＋ β １ ｔａｎｈ （ｖ１（ ｔ）） ＋
　 　 γ ３ ｔａｎｈ（ｖ３（ ｔ － τ ３）） ＋ γ ６ ｔａｎｈ（ｖ６（ ｔ － τ ６）），

ｖ̇２（ ｔ） ＝ － α２ｖ２（ ｔ） ＋ β ２ ｔａｎｈ（ｖ２（ ｔ）） ＋
　 　 γ １ ｔａｎｈ（ｖ１（ ｔ － τ １）），

ｖ̇３（ ｔ） ＝ － α３ｖ３（ ｔ） ＋ β ３ ｔａｎｈ（ｖ３（ ｔ）） ＋
　 　 γ ２ ｔａｎｈ（ｖ２（ ｔ － τ ２）），

ｖ̇４（ ｔ） ＝ － α４ｖ４（ ｔ） ＋ β ４ ｔａｎｈ（ｖ４（ ｔ）） ＋
　 　 γ １ ｔａｎｈ（ｖ１（ ｔ － τ １）），

ｖ̇５（ ｔ） ＝ － α５ｖ５（ ｔ） ＋ β ５ ｔａｎｈ（ｖ５（ ｔ）） ＋
　 　 γ ４ ｔａｎｈ（ｖ４（ ｔ － τ ４）），

ｖ̇６（ ｔ） ＝ － α６ｖ６（ ｔ） ＋ β ６ ｔａｎｈ（ｖ６（ ｔ）） ＋
　 　 γ ５ ｔａｎｈ（ｖ５（ ｔ － τ ５）），

ì

î

í
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ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ï
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ï
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（１０）

９４４
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：４４６⁃４５２
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系统参数如表 １所示．

表 １　 数值仿真的初始参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

参数 初始值 参数 初始值

α１ ２
α２ ２
α３ ２
α４ ２
α５ ２
α６ ２
β１ １
β２ １
β３ １

β４ １
β５ １
β６ １
γ１ －１
γ２ １
γ３ １
γ４ １
γ５ １
γ６ １

首先，考虑 τ ＝ ０ 的情形．通过计算，系统特征方

程各项系数所构成的主行列式及其顺序主子式均为

正（表 ２）．由定理 １ 可知，在无时滞的条件下，系统

（１０）的原点是渐近稳定的，如图 ２所示．

　 　 表 ２　 无时滞系统特征方程子行列式的值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｓｕｂｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｄｅｌａｙ

变量 计算值 变量 计算值

Δ１ ６
Δ２ ６９
Δ３ ８３１

Δ４ ６􀆰 ７８×１０３

Δ５ ３􀆰 ９３×１０４

Δ６ １􀆰 ０２×１０５

　 　 然后，考虑 τ≠０的情形．经过计算得ω０ ＝ ０􀆰 ６７，
τ０ ＝ １􀆰 ６３．根据定理 ２可知：当 τ ＝ １􀆰 ５５∈［０，τ０）时，
系统（１） 的原点是渐近稳定的，如图 ３ 所示．当 τ ＝
１􀆰 ６５ ＞ τ０ 时， 系统（１）的原点是不稳定的，如图 ４
所示．

５　 结束语

本文提出了一种非对称的环型神经元网络模型，
然后应用 Ｈｏｐｆ 分岔理论，探究双环神经网络的稳定

性和 Ｈｏｐｆ分岔，得到了其稳定条件和分岔判据．未来

工作将考虑多环结构神经网络的稳定性与分岔．

图 ２　 当 τ＝ ０时，系统（１０）的原点是渐近稳定的

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１０） ｉｓ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ ｓｔａｂｌｅ ｗｈｅｎ τ＝ ０
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