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摘要
本文主要讨论了一类在参数不匹配

之下带有多个传输时滞与泄露时滞的分
数阶忆阻器神经网络的拟同步问题．首
先，给出了时滞线性反馈控制器；然后，
根据分数阶微分包含、集合值映射理论
和分数阶微分不等式理论等，得出了主
从系统达到拟同步所满足的条件以及所
对应的误差边界；最后，给出了一些数值
模拟验证所得结论的有效性．
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０　 引言

　 　 分数阶微积分起源于 １７ 世纪，它是整数阶微积分运算向任意阶

次微积分运算的推广，这里的“分数”可以是有理分数、无理小数或者

复数［１］ ．研究表明，分数阶微积分在描述一些具有记忆和遗传性质的

材料和过程方面拥有更多的优势．
人工神经网络，简称神经网络，是由通过简单处理的神经单元广

泛连接起来形成的复杂网络系统，它是对人脑神经网络的简单模仿，
其基础是人脑处理信息的原理，实际上是一种非线性自适应动态网

络系统．与整数阶的微积分相比，分数阶的微积分能够更好地去刻画

各种材料与物质的记忆和遗传特性．另外，神经元间的突触是有一定

的记忆功能的，所以，如果将分数阶微积分纳入神经网络模型中，就
可以更加准确地刻画出神经网络的动力学特征．近年来，关于分数阶

神经网络模型的研究已有不少研究成果［２⁃６］ ．
忆阻，是记忆和电阻的合称，它是 １９７１ 年被科学家 Ｃｈｕａ［７］提出

的．简单地说，忆阻是一种有记忆功能的非线性电阻，通过控制电流的

变化可以改变其阻值．基于忆阻器的神经网络模型，是一种连接权重

依靠状态的非线性系统，因此更易产生复杂的动力学行为．
信号在神经网络中的传递是需要一定时间的，而在神经网络硬

件实施的过程中，放大器的转换速度是有限的，所以，时滞在神经网

络模型中是无处不在的．而时滞意味着神经网络模型的动态行为应该

与神经元过去的时间状态有关，这就在一定程度上反映了大脑本身

的特点，所以，为了准确地刻画神经网络模型的动力学行为，应该引

入轴突信号传输时滞．在实际研究中，泄露时滞却很少涉及，而事实

上，泄露时滞对神经网络的动力学行为也具有非常重要的影响．
“同步”，意指时间上不同过程的一致性，而在数学模型中它具体

指的是：若一个系统的轨线与另一个系统的轨线收敛于相同的一个

值，就称这两个系统是同步的．近些年来，关于分数阶的神经网络有很

多类型的同步［８⁃１１］，例如，全局 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 同步［８］、投影同步［９］、指
数同步［１０］以及拟同步［１１］等．然而，参数不匹配是无处不在的，因此，在
实际生活中，完全同步很难实现．也就是说，随着时间的推移，同步误

差不可能趋向于 ０．因此，知道同步误差边界进而在这个小区域内实施



　 　 　 　控制来使它达到同步是非常具有研究价值的．事实

上，许多控制方法已经被试图用来研究在参数不匹

配下混沌系统的同步问题［１１⁃１２］ ．
基于以上分析，本文研究一类在参数不匹配情

况下含有泄露时滞与多个传输时滞的分数阶忆阻器

神经网络的拟同步问题．

１　 一些预备知识和模型的建立

１􀆰 １　 预备知识

引理 １［１３］ 　 如果 ｈ（ ｔ） ∈Ｃ１（［０， ＋∞），Ｒ）表示

一个连续可微的函数，则对于任意的 α ∈ （０，１），有
如下的不等式几乎处处成立：

Ｄα ｈ（ ｔ） ≤ ｓｉｇｎ（ｈ（ ｔ））Ｄαｈ（ ｔ） ．
引理 ２［１４］ 　 令 Ｇ（ ｔ）是定义在区间［０， ＋ ∞）上

的一个连续函数，如果存在两个常数 η １ ＞ ０和 η ２ ＞
０使得 ＤαＧ（ ｔ） ≤－ η １Ｇ（ ｔ） ＋ η ２，ｔ≥ ０，则有：
Ｇ（ ｔ） ≤ Ｇ（０）Ｅα（ － η １ ｔα） ＋ η ２ ｔαＥα，α＋１（ － η １ ｔα），
ｔ≥０，其中，０ ＜ α ＜ １，Ｅα（·）与 Ｅα，α＋１（·）分别是含

有一个参数和两个参数的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ函数．
引理３［１２］ 　 如果０ ＜ α ＜ ２，β是一个任意的复数，

μ 满 足
πα
２

＜ μ ＜ ｍｉｎ π，πα{ } ， 那 么 就 有

ｌｉｍ
ｚ→∞

ｚ Ｅα，β（ｚ） ≤
１

Γ（β － α）
， ｌｉｍ

ｚ →∞
Ｅα，β（ｚ） ＝

０，其中 μ ≤ ａｒｇ（ ｚ） ≤ π ．

１􀆰 ２　 模型的建立

考虑如下的模型：

Ｄαｘｉ（ｔ） ＝ － ｃｉｘｉ（ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
γ ｉｊ（ｘｊ（ｔ））ｆｊ（ｘｊ（ｔ）） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ））， （１）

其中，分数阶 α∈（０，１］，ｉ ＝ １，２，…，ｎ是神经元的个

数，ｘｉ（ ｔ） 是电容器 Ｃ ｉ 的电压，ｃｉ ＞ ０是第 ｉ个神经元

的自我调控系数，ｆ ｊ（·），ｇ ｊ（·） 表示神经元的激活函

数且满足 ｆ ｊ（０）＝ ｇ ｊ（０）＝ ０，τ ｊ 是时滞，γ ｉｊ，ρ ｉｊ 表示忆阻

连接权重，表达式为

γ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＝
γ∗ｉｊ ，　 ｘ ｊ（ ｔ） ≤ Ｔ ｊ，

γ∗∗ｉｊ ， ｘ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，
{

ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＝
ρ∗ｉｊ ，　 ｘ ｊ（ ｔ） ≤ Ｔ ｊ，

ρ∗∗ｉｊ ， ｘ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，
{

这里 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ，开关跳跃 Ｔ ｊ ＞ ０，和 γ∗ｉｊ ，γ∗∗ｉｊ ，
ρ∗ｉｊ ，ρ∗∗ｉｊ 都是常数．

若把系统（１） 当作主系统，则从系统可以类似

地描述为

Ｄαｙｉ（ ｔ） ＝ － ｃ′ｉｙｉ（ ｔ － σ） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
γ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ρ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｊ）） ＋ ｕｉ（ ｔ）， （２）

其中， ｉ ＝ １，２，…，ｎ，ｙｉ（ ｔ） 是第 ｉ 个神经元的状态变

量，ｃ′ｉ ＞ ０是第 ｉ 个神经元的自我调控系数，τ ｊ 是时

滞，ｕｉ（ ｔ）是控制输入，γ′ｉｊ，ρ′ｉｊ表示忆阻连接权重，表达

式为

γ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＝
γ′ｉｊ∗，　 ｙ ｊ（ ｔ） ≤ Ｔ ｊ，

γ′ｉｊ∗∗， ｙ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，
{

ρ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＝
ρ′ｉｊ∗，　 ｙ ｊ（ ｔ） ≤ Ｔ ｊ，

ρ′ｉｊ∗∗， ｙ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，
{

这里 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ，开关跳跃 Ｔ ｊ ＞ ０，和 γ′ｉｊ∗，γ″ｉｊ∗∗，
ρ′ｉｊ∗，ρ′ｉｊ∗∗都是常数．

因为 γ ｉｊ（ｘｊ（ｔ）），ρ ｉｊ（ｘｊ（ｔ）），γ′ｉｊ（ｙｊ（ｔ）），ρ′ｉｊ（ｙｊ（ｔ））
是不连续的，因此，主系统（１） 与从系统（２） 的解应

在 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ􀆳ｓ解的意义下定义，根据集合值映射与微

分包含理论，主系统（１） 与从系统（２） 可以变为

Ｄαｘｉ（ｔ） ∈－ ｃｉｘｉ（ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｋ［γ ｉｊ（ｘｊ（ｔ））］ｆ ｊ（ｘｊ（ｔ）） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｋ［ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ）），

与

Ｄαｙｉ（ｔ） ∈－ ｃ′ｉｙｉ（ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｋ［γ′ｉｊ（ｙｊ（ｔ））］ｆｊ（ｙｊ（ｔ）） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｋ［ρ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｊ）） ＋ ｕｉ（ ｔ），

其中

Ｋ［γ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ＝
γ∗ｉｊ ， ｘ ｊ（ ｔ） ＜ Ｔ ｊ，

ｃｏ γ∗ｉｊ ，γ∗∗ｉｊ{ } ， ｘ ｊ（ ｔ） ＝ Ｔ ｊ，

γ∗∗ｉｊ ， ｘ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｋ［ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ＝
ρ∗ｉｊ ， ｘ ｊ（ ｔ） ＜ Ｔ ｊ，

ｃｏ ρ∗ｉｊ ，ρ∗∗ｉｊ{ } ， ｘ ｊ（ ｔ） ＝ Ｔ ｊ

ρ∗∗ｉｊ ， ｘ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

，

Ｋ［γ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ＝
γ′ｉｊ∗， ｙ ｊ（ ｔ） ＜ Ｔ ｊ，

ｃｏ γ′ｉｊ∗，γ″ｉｊ∗∗{ } ， ｙ ｊ（ ｔ） ＝ Ｔ ｊ，

γ′ｉｊ∗∗， ｙ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｋ［ρ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ＝
ρ′ｉｊ∗， ｙ ｊ（ ｔ） ＜ Ｔ ｊ，

ｃｏ ρ″ｉｊ∗，ρ′ｉｊ∗∗{ } ， ｘ ｊ（ ｔ） ＝ Ｔ ｊ，

ρ′ｉｊ∗∗， ｙ ｊ（ ｔ） ＞ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

９２４
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这里 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ，

ｃｏ γ∗ｉｊ ，γ∗∗ｉｊ{ } ＝ ［γ ｉｊ，γ ｉｊ］，ｃｏ ρ∗ｉｊ ，ρ∗∗ｉｊ{ } ＝ ［ρ ｉｊ，ρ ｉｊ］，

ｃｏ γ′ｉｊ∗，γ′ｉｊ∗∗{ } ＝ ［γ′ｉｊ，γ′ｉｊ］，ｃｏ ρ′∗ｉｊ ，ρ′ｉｊ∗∗{ } ＝ ［ρ′ｉｊ，ρ′ｉｊ］，

γ ｉｊ ＝ ｍａｘ γ∗ｉｊ ，γ∗∗ｉｊ{ } ，γ ｉｊ ＝ ｍｉｎ γ∗ｉｊ ，γ∗∗ｉｊ{ } ，

ρ ｉｊ ＝ ｍａｘ ρ∗ｉｊ ，ρ∗∗ｉｊ{ } ，ρ ｉｊ ＝ ｍｉｎ ρ∗ｉｊ ，ρ∗∗ｉｊ{ } ，

ρ′ｉｊ ＝ ｍａｘ ρ′ｉｊ∗，ρ′ｉｊ∗∗{ } ，ρ′ｉｊ ＝ ｍｉｎ ρ′ｉｊ∗，ρ′ｉｊ∗∗{ } ，

γ′ｉｊ ＝ ｍａｘ γ′ｉｊ∗，γ′ｉｊ∗∗{ } ，γ′ｉｊ ＝ ｍｉｎ γ′ｉｊ∗，γ′ｉｊ∗∗{ } ．

或者根据测度选择定理［１５］，可知存在可测函数

ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ∈ Ｋ［γ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］，
ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ∈ Ｋ［ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］，
ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ Ｋ［γ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］，
ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ Ｋ［ρ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］

使得：

Ｄαｘｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｘｉ（ ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ））， （３）

Ｄαｙｉ（ ｔ） ＝ － ｃ′ｉｙｉ（ ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｊ）） ＋ ｕｉ（ ｔ） ． （４）

为了得到有效结论，先作以下假设：
假设 １　 激活函数 ｆ ｊ（·），ｇ ｊ（·）是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续

的，且 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 正常数分别为 Ｌ ｊ，Ｍ ｊ，也就是说对于

任意的 ｕ，ｖ∈ Ｒ 和 ｊ ＝ １，２，…，ｎ，都有

ｆ ｊ（ｕ） － ｆ ｊ（ｖ） ≤ Ｌ ｊ ｕ － ｖ ，
ｇ ｊ（ｕ） － ｇ ｊ（ｖ） ≤ Ｍ ｊ ｕ － ｖ ．

可以发现，主系统（１）和从系统（２）中的连接权

重 γ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）），ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）），γ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）），ρ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） 都是

与状态变量有关的一个量，因此，初值 ｘ ｊ（ ｔ） 与 ｙ ｊ（ ｔ）
的不同可能会引起参数不匹配，这就不可能实现完

全同步，但是可以实现拟同步． 下面给出拟同步的

定义：
定义１［１０］ 　 对于任意的 ε ＞ ０，存在Ｔ≥０，使得

对于所有的 ｔ≥ Ｔ，以及任意给定的初始条件 ϑｘ（ ｓ），
ϑｙ（ ｓ） ∈ Ｃ（［ － τ，０］，Ｒｎ），其中 τ ＝ ｍａｘ σ，τ ｊ{ } 都有

ｙ（ ｔ） － ｘ（ ｔ） ≤ ε，
则主从系统（１） 与（２） 就可以实现拟同步． 其中，
ｙ（ ｔ） ＝ ［ｙ１（ ｔ），ｙ２（ ｔ），…，ｙｎ（ ｔ）］ Ｔ，ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘ１（ ｔ），
ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ， · 表示向量 ｙ（ ｔ），ｘ（ ｔ） 的 １⁃
范数．

１􀆰 ３　 同步结果

定义同步误差 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ），且控制输入

设计为

ｕｉ（ ｔ） ＝ － ｋｉｅｉ（ ｔ） － ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ））ｋ∗ｉ ｅｉ（ ｔ － σ） －

　 　 ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ））ｋ∗∗ｉ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉ（ ｔ － τ ｊ ， （５）

于是，主从系统（３）与（４）所对应的误差系统为

Ｄαｅｉ（ｔ） ＝ － ｃ′ｉｅｉ（ｔ － σ） － ｓｉｇｎ（ｅｉ（ｔ））ｋ∗ｉ ｅｉ（ｔ － σ） －

ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ））ｋ∗∗ｉ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉ（ ｔ － τ ｊ） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））［ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）］ ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））［ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｊ）） －

ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ））］ ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ） －

ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ （ｃｉ － ｃ′ｉ）ｘｉ（ ｔ － σ） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ）） －

ｋｉｅｉ（ ｔ） ． （６）
令

Δｃｉ ＝ （ｃｉ － ｃ′ｉ），Δａｉｊ ＝ ｓｕｐｘ，ｙ∈Ｒ
ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ） － ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ，

Δｂｉｊ ＝ ｓｕｐｘ，ｙ∈Ｒ
ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ） － ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ，

ｈｉ（ ｔ） ＝ （ｃｉ － ｃ′ｉ）ｘｉ（ ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） －

ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） －

ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ）），
则有

ｈ（ ｔ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｈｉ（ ｔ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ （ｃｉ － ｃ′ｉ）ｘｉ（ ｔ － σ） ＋∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ） －

ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） －

ｂｉｊ（ｘｊ（ｔ））］ｇｊ（ｘｊ（ｔ － τ ｊ）） ｜≤∑
ｎ

ｉ ＝ １
Δｃｉ ｘｉ（ｔ － σ） ＋

∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Δａｉｊ ｆｊ（ｘｊ（ｔ）） ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Δｂｉｊ ｇｊ（ｘｊ（ｔ － τ ｊ）） ≤

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Δｃｉ ｘｉ（ ｔ － σ） ＋∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Δａ ｊｉ ｆｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋

∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｊ ＝１
Δｂｉｊ ｇｉ（ｘｉ（ｔ － τｉ）） ≤ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

Δｃｉ∑
ｎ

ｉ ＝１
ｘｉ（ｔ － σ） ＋

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
∑

ｎ

ｊ ＝ １
Δａ ｊｉ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｆｉ（ｘｉ（ ｔ）） ＋

０３４
张建梅，等．参数不匹配下含有泄露时滞与多个传输时滞的分数阶忆阻器神经网络的拟同步．
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ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
∑

ｎ

ｉ ＝ １
Δｂ ｊｉ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｉ）） ≤

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

Δｃｉ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ｔ － σ） ＋ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ΔａｊｉＬｍａｘ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ｔ） ＋

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ΔｂｊｉＭｍａｘ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ（ｔ － τ ｉ） ＝ ΔＣ ｘ（ｔ － σ） ＋

ΔＡ Ｌｍａｘ ｘ（ ｔ） ＋ ΔＢ Ｍｍａｘ ｘ（ ｔ － τ） ．
其中，

ΔＣ ＝ ｄｉａｇ（Δｃ１，Δｃ２，…，Δｃｎ），
ΔＡ ＝ （Δａｉｊ） ｎ×ｎ，ΔＢ ＝ （Δｂｉｊ） ｎ×ｎ，
Ｌｍａｘ ＝ ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

Ｌｉ，Ｍｍａｘ ＝ ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ
Ｍｉ ．

由于混沌系统的解轨线是有界的，所以可以假

设：存在一个常数 ｈ ＞ ０ 使得对于所有的 ｔ ≥
ｍａｘ { － σ， － τ ｉ } ，都有 ｘ（ ｔ） ≤ ｈ，因此存在一个常

数 ｈ∗ 使得：
ｈ（ｔ） ≤ （ ΔＣ ＋ ΔＡ Ｌｍａｘ ＋ ΔＢ Ｍｍａｘ）ｈ ＝ ｈ∗ ．

（７）
定理 １　 基于假设 １之下，如果下面的三个条件

成立：

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
（ｋｉ －∑

ｎ

ｊ ＝ １
γ′ｊｉＬｉ） ＞ ０，

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
（ｋ∗ｉ － ｃ′ｉ ） ≥ ０，

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
（∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｋ∗∗ｉ －∑

ｎ

ｊ ＝ １
ρ′ｊｉＭｉ） ≥ ０，

那么主系统（１） 与从系统（２） 在控制函数（５） 下可

以达到拟同步，且误差边界为
ｈ∗

λ
，其中，

λ ＝ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ
（ｋｉ －∑

ｎ

ｊ ＝ １
γ′ｊｉＬｉ） ＞ ０，

ｈ∗ ＝ （ ΔＣ ＋ ΔＡ Ｌｍａｘ ＋ ΔＢ Ｍｍａｘ）ｈ．
证明 　 考虑如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ ｔ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ（ ｔ） ，

根据引理 １和假设 １，再结合式（７） 可得：

ＤαＶ（ ｔ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ（ ｔ） ≤∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ））Ｄαｅｉ（ ｔ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｇｎ（ｅｉ（ｔ））［－ ｋｉｅｉ（ｔ） － ｓｉｇｎ（ｅｉ（ｔ））ｋ∗ｉ ｅｉ（ｔ － σ） －

ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ））ｋ∗∗ｉ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉ（ ｔ － τ ｊ） － ｃ′ｉｅｉ（ ｔ － σ） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））［ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））［ｇ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｊ）） － ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ））］ ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

（ｃｉ － ｃ′ｉ）ｘｉ（ ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂ′ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） －

ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｊ））］ ≤

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ － ｋｉ ｅｉ（ ｔ） － ｋ∗ｉ ｅｉ（ ｔ － σ） －

ｋ∗∗ｉ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉ（ ｔ － τ ｊ） ＋ ｃ′ｉ ｅｉ（ ｔ － σ） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｕ
ｉｊ Ｌ ｊ ｅｊ（ ｔ） ＋∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ′ｕ
ｉｊ Ｍ ｊ ｅｊ（ ｔ － τ ｊ） ＋ ｈｉ（ ｔ） ］ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝１
［－ ｋｉ ｅｉ（ｔ） － ｋ∗ｉ ｅｉ（ｔ － σ） － ｋ∗∗ｉ ∑

ｎ

ｊ ＝１
ｅｉ（ｔ － τ ｊ） ＋

ｃ′ｉ ｅｉ（ ｔ － σ） ＋∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｕ
ｊｉ Ｌｉ ｅｉ（ ｔ） ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ′ｕ
ｊｉ Ｍｉ ｅｉ（ ｔ － τ ｊ） ＋ ｈｉ（ ｔ） ］ ≤

－∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｋｉ －∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｕ
ｊｉ Ｌｉ） ｅｉ（ ｔ） －

∑
ｎ

ｉ ＝ １
（ｋ∗ｉ － ｃ′ｉ ） ｅｉ（ ｔ － σ） －

∑
ｎ

ｉ ＝ １
（∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｋ∗∗ｉ －∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ′ｕ
ｊｉ Ｍｉ） ｅｉ（ ｔ － τ ｊ） ＋ ｈ∗，

其中，ａ′ｕ
ｉｊ ＝ ｍａｘ γ ′∗

ｉｊ ， γ ′∗∗
ｉｊ{ } ，ｂ′ｕ

ｉｊ ＝ ｍａｘ { ｜ ρ ′∗
ｉｊ ｜ ，

ρ ′∗∗
ｉｊ } ， 再由定理 １ 中的条件可得：ＤαＶ（ ｔ） ≤

－ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｋｉ －∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｕ
ｊｉ Ｌｉ{ }∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ（ ｔ） ＋ ｈ∗ ．

令 λ ＝ ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｋｉ －∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ′ｕ
ｊｉ Ｌｉ{ } ， 有 ＤαＶ（ ｔ） ≤

－ λＶ（ ｔ） ＋ ｈ∗ ．
根据引理 ２，有

Ｖ（ ｔ） ≤ Ｖ（０）Ｅα（ － λｔα） ＋ ｈ∗ ｔαＥα，α＋１（ － λｔα） ≤
Ｖ（０） Ｅα（ － λｔα） ＋ ｈ∗ ｔα Ｅα，α＋１（ － λｔα） ，

当 ｔ→＋ ∞， － λｔα →＋ ∞，然后根据引理 ３，可得

Ｖ（ｔ） ≤ Ｖ（０） Ｅα（ － λｔα） ＋ ｈ∗ｔα Ｅα，α＋１（ － λｔα） ＝

Ｖ（０） Ｅα（－ λｔα） ＋ ｈ∗
－ λｔα

λ
Ｅα，α＋１（－ λｔα） ≤

Ｖ（０） ·０ ＋ ｈ∗

λ
１

｜ γ（α ＋ １ － α） ｜
＝

ｈ∗

λ γ（１）
＝ ｈ∗

λ
．

因此，有 ｅ（ ｔ） ≤ ｈ∗

λ
．

于是，可得误差系统（６） 收敛到包含于圆点的

区域 Ｄ，其中

１３４
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Ｄ ＝ ｅ∈ Ｒｎ ｜ ｅ（ ｔ） ≤ ｈ∗

λ{ } ，ｔ→＋ ∞，

因此，主系统（１） 与从系统（２） 在控制函数（５） 下可

以达到拟同步，且误差边界为
ｈ∗

λ
．

注 １　 本节模型是在基于含有泄露时滞与多个

传输时滞的基础上建立的，所以获得的拟同步结论

更具有一般性．

１􀆰 ４　 数值模拟

在主系统（１）中，取 ｃ１ ＝ ４，ｃ２ ＝ ２，α ＝ ０．９８，ｎ ＝
２，σ ＝ １，τ １ ＝ １，τ ２ ＝ ２，ｆ ｊ（ｘ ｊ） ＝ ｇ ｊ（ｘ ｊ） ＝ ｔａｎｈ（ｘ ｊ），

γ １１（ｘ１（ ｔ）） ＝
２．２， ｘ１ ≤ １，
２．１， ｘ１ ＞ １，{

γ １２（ｘ２（ ｔ）） ＝
－ ２．２， ｘ２ ≤ １，
－ ２．１５， ｘ２ ＞ １，{

γ ２１（ｘ１（ ｔ）） ＝
－ ０．６， ｘ１ ≤ １，
－ ０．５， ｘ１ ＞ １，{

γ ２２（ｘ２（ ｔ）） ＝
２．５， ｘ２ ≤ １，
２．８， ｘ２ ＞ １，{

ρ １１（ｘ１（ ｔ）） ＝
－ ４， ｘ１ ≤ １，
－ ３．８， ｘ１ ＞ １，{

ρ １２（ｘ２（ ｔ）） ＝
－ ２．６， ｘ２ ≤ １，
－ ２．８， ｘ２ ＞ １，{

ρ ２１（ｘ１（ ｔ）） ＝
－ １．５， ｘ１ ≤ １，
－ １．７， ｘ１ ＞ １，{

ρ ２２（ｘ２（ ｔ）） ＝
－ ３．６， ｘ２ ≤ １，
－ ３．８， ｘ２ ＞ １．{

在从系统（２） 中，取ｃ′１ ＝ ３􀆰 ８，ｃ′２ ＝ １􀆰 ８，α ＝ ０􀆰 ９８，
ｎ ＝２，σ ＝ １，τ １ ＝ １，τ ２ ＝ ２，ｆ ｊ（ｙ ｊ） ＝ ｇ ｊ（ｙ ｊ） ＝ ｔａｎｈ（ｙ ｊ），

γ′１１（ｙ１（ ｔ）） ＝
２．２， ｙ１ ≤ １，
２．１， ｙ１ ＞ １，{

γ′１２（ｙ２（ ｔ）） ＝
－ ２．１， ｙ２ ≤ １，
－ ２．３， ｙ２ ＞ １，{

γ′２１（ｙ１（ ｔ）） ＝
－ ０．７， ｙ１ ≤ １，
－ ０．４， ｙ１ ＞ １，{

γ′２２（ｙ２（ ｔ）） ＝
２．５， ｙ２ ≤ １，
２．７， ｙ２ ＞ １，{

ρ′１１（ｙ１（ ｔ）） ＝
－ ３．９， ｙ１ ≤ １，
－ ３．８， ｙ１ ＞ １，{

ρ′１２（ｙ２（ ｔ）） ＝
－ ２．５， ｙ２ ≤ １，
－ ２．６， ｙ２ ＞ １，{

ρ′２１（ｙ１（ ｔ）） ＝
－ １．８， ｙ１ ≤ １，
－ １．６， ｙ１ ＞ １，{

ρ′２２（ｙ２（ ｔ）） ＝
－ ３．５， ｙ２ ≤ １，
－ ３．７， ｙ２ ＞ １．{

如果没有控制，也就是说取 ｋ１ ＝ ｋ∗１ ＝ ｋ∗∗１ ＝ ｋ２ ＝
ｋ∗２ ＝ ｋ∗∗２ ＝ ０，就可以从图 １—４中分别看到主从系统

（１） 与（２） 中状态变量 ｘ１（ ｔ），ｙ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），ｙ２（ ｔ） 的

曲线行为以及误差系统（６） 中状态变量 ｅ１（ ｔ），ｅ２（ ｔ）
的轨线，很显然，它们是不同步的．

若取 ｋ１ ＝ ２２，ｋ∗１ ＝ ２３，ｋ∗∗１ ＝ １４，ｋ２ ＝ ２４，ｋ∗２ ＝ ２５，
ｋ∗∗２ ＝ １５，显然，定理 １中的条件是满足的，因此主从

系统（１）与（２）是可以达到拟同步的，另外，也可以

从图 ５—８中看出来．

图 １　 无控制时误差系统（６）中状态变量

ｅ１（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｅ１（ ｔ） ｉｎ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ２　 无控制时误差系统（６）中状态变量

ｅ２（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｅ２（ ｔ） ｉｎ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

２　 讨论和小结

本文讨论了一类在参数不匹配之下且具有泄露

２３４
张建梅，等．参数不匹配下含有泄露时滞与多个传输时滞的分数阶忆阻器神经网络的拟同步．
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图 ３　 无控制时不同状态变量

ｘ１（ ｔ），ｙ１（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｘ１（ ｔ），ｙ１（ ｔ） ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ４　 无控制时不同状态变量

ｘ２（ ｔ），ｙ２（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｘ２（ ｔ），ｙ２（ ｔ） ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ５　 实施控制后误差系统（６）中状态

变量 ｅ１（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｅ１（ ｔ） ｉｎ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

时滞的基于分数阶忆阻器神经网络的拟同步问题．
首先，建立驱动⁃响应系统以及给出时滞线性反馈控

制器；然后，根据微分包含、集合值映射理论，以及分

图 ６　 实施控制后误差系统（６）中状态变量

ｅ２（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｅ２（ ｔ） ｉｎ ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ７　 实施控制后不同状态变量

ｘ１（ ｔ），ｙ１（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｘ１（ ｔ），ｙ１（ ｔ） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

图 ８　 实施控制后不同状态变量

ｘ２（ ｔ），ｙ２（ ｔ）的轨线

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｃｕｒｖｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔａｔｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｘ２（ ｔ），ｙ２（ ｔ） ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ

数阶微分不等式理论等，得出了系统达到拟同步所

满足的条件以及误差边界，可以看出误差边界与控

制函数里面的系数取值以及忆阻连接权重的取值有

３３４
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：４２８⁃４３４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１９，１１（４）：４２８⁃４３４



关；最后，给出了简单的数值模拟．
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ｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ；ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ；ｑｕａｓｉ⁃ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ；ｌｅａｋａｇｅ ｄｅｌａｙ

４３４
张建梅，等．参数不匹配下含有泄露时滞与多个传输时滞的分数阶忆阻器神经网络的拟同步．

ＺＨＡＮＧ Ｊｉａｎｍｅｉ，ｅｔ ａｌ．Ｑｕａｓｉ⁃ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｅｍｒｉｓｔｏｒ⁃ｂａｓｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｌｅａｋａｇｅ ｄｅｌａｙ ｕｎｄｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｍｉｓｍａｔｃｈｅｓ．


