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复杂网络的固定时间混合外部同步

摘要
本文研究了两个复杂动态网络间的

固定时间混合外部同步问题．基于固定
时间稳定性理论，采用合适的控制器，实
现了两个复杂网络之间的固定时间混合
外部同步．最后，通过数值模拟验证了该
控制方法的有效性和可行性．
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０　 引言

　 　 复杂网络广泛存在于自然界、生物界、人类社会界，如互联网、万
维网、食物网、生物神经网络等．从 ２０世纪末开始，复杂网络研究正渗

透到数理学科、生命学科和工程学科等众多不同的领域．网络是对实

际系统的一种简化表示，它能将系统简化成一种只具有基本特征的

抽象结构．对于网络中的节点和边还可以赋予更多的信息．与复杂网

络如计算机网络、生物网络、社会网络等相关的科学研究，是典型的

交叉学科领域，涉及到数学、物理学、生物学、计算机科学、社会学及

很多其他学科．相关领域的科学家们对网络进行深入研究，并取得了

大量的研究成果．
同步是自然界中许多相互连接的系统同步演化的基本运动之一．

同步是指耦合系统的动力行为达到相同的时间空间状态，如鱼群的

运动、鸟类的成群结队、萤火虫的同步发光等．同步作为复杂网络一种

重要的集体行为，因其广泛的应用而成为近年来的研究热点．同步的

种类有很多，包括内部同步［１］、外部同步［２］、有限时间同步［３］、固定时

间同步［４］、自适应同步［５］、混合同步［６］等．
混合外部同步，当选择了合适的度量矩阵时，其中对应节点的不

同状态变量可以同时演化为完全同步、反同步甚至幅度死亡．Ｗａｎｇ
等［７］提出了一种新的非脆弱线性状态反馈控制器，用于实现具有时

变耦合延迟的耦合复杂网络的混合外部同步．Ｈｅ 等［８］研究了耦合时

变时滞复杂网络的有限时间混合外部同步问题．Ｚｈｅｎｇ 等［９］采用脉冲

混合控制方法研究了具有不同节点和输出耦合的复杂动态网络之间

的混合外同步问题．
关于固定时间的混合外部同步问题，目前还未见相关报道，所以

本文主要是设计了合适的控制器，使得两个网络在固定时间内达到

混合同步状态．

１　 网络模型及预备知识

考虑以下具有 Ｎ 个节点的复杂动态网络：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘｉ（ ｔ）） ＋∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊΓｘ ｊ（ ｔ），　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （１）

其中 ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１，…，ｘｉｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ 表示第 ｉ 个节点的状态向量；ｆ：Ｒｎ →
Ｒｎ 是一个连续可微的非线性向量函数； Γ表示内部耦合矩阵； Ｃ ＝



　 　 　 　（ｃｉｊ） Ｎ×Ｎ表示网络的外部耦合结构．关于 ｃｉｊ 的定义如

下：如果第 ｊ个节点和第 ｉ（ ｉ≠ ｊ）个节点间存在连接，
则令 ｃｉｊ ＞ ０，否则 ｃｉｊ ＝ ０．矩阵 Ｃ 的对角元素定义

如下：

ｃｉｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｃｉｊ，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

为了实现两个复杂网络之间的固定时间混合同

步，本文将网络模型（１）作为驱动网络，响应网络如

下式所示：

ｙ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｙｉ（ ｔ）） ＋∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊΓｙｉ（ ｔ） ＋ ｕｉ（ ｔ），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （２）
其中 ｙｉ（ ｔ） ＝ （ｙｉ１，…，ｙｉｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ是第 ｉ 个节点的状态

向量；Γ与式（１） 中的含义相同；ｕｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２，…，
Ｎ） 是设计的控制器．

度 量 矩 阵 Ｈ 定 义 为 Ｈ ＝
ｄｉａｇ ｈ１，ｈ２，…，ｈｎ{ } （ｈｉ ∈ － １，０，１{ } ），则混合外部

同步误差为 ｅｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － Ｈｘｉ（ ｔ） ．
注 １　 很容易得出，混合外部同步包含完全外

部同步（ ｈｉ ＝ １）和外部反同步（ ｈｉ ＝ － １）这两种特殊

情况．
定义 １　 称驱动网络（１）和响应网络（２）实现了

固定时间混合外部同步，如果对于任意的初始状态

ｘｉ（０），ｙｉ（０），都存在一个和初始状态无关的固定设

定时间 Ｔ０，使得

ｙｉ（ ｔ） － Ｈｘｉ（ ｔ） ＝ ０，　 ∀ｔ≥ Ｔ０，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．
为了实现固定时间的混合外部同步，本文设计

的控制器为

ｕｉ ＝ － ｋｅｉ（ ｔ） － ｃ１ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ１ －
ｃ２ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ２，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （３）

其 中 ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ＝ ｄｉａｇ { ｓｉｇｎ（ｅｉ１（ ｔ）），…，
ｓｉｇｎ（ｅｉｎ（ ｔ）） } ，ｋ，ｃ１，ｃ２ 是正的常量，控制参数满足

０ ＜ θ １ ＜ １，θ ２ ＞ １，且有 ｅｉ（ ｔ） θ ＝ （ ｅｉ１（ ｔ） θ，…，
ｅｉｎ（ ｔ） θ） Ｔ ．

假设 １　 对于函数 ｆ（ｘ），存在正常数 ｌ，满足：
ｘ（ ｔ） － ｙ（ ｔ）[ ] Ｔ ｆ（ｘ（ ｔ）） － ｆ（ｙ（ ｔ））[ ] ≤

ｘ（ ｔ） － ｙ（ ｔ）[ ] Ｔ ｌ ｘ（ ｔ） － ｙ（ ｔ）[ ] ，∀ｘ，ｙ∈ Ｒｎ ．
假设 ２　 对于非线性函数 ｆ（ｘ），满足：
Ｈｆ（ｘ） ＝ ｆ（Ｈｘ），∀ｘ∈ ＲＮ，

其中 Ｈ ＝ ｄｉａｇ ｈ１，ｈ２，…，ｈｎ{ } （ｈｉ ∈ － １，０，１{ } ） ．
引理 １　 如果 ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ ＞ ０，那么

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｘη
ｉ ≥ （∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ） η，０ ＜ η ≤ １，

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｘη
ｉ ≥ Ｎ１－η（∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ） η，η ＞ １．

引理 ２　 假设存在非负函数 Ｖ（ｘ） 满足：
ｄＶ（ｘ）
ｄｘ

≤－ αＶｐ（ｘ（ ｔ）） － βＶｑ（ｘ（ ｔ）），

其中 α ＞ ０，β ＞ ０，０ ＜ ｐ ＜ １，ｑ ＞ １．对于任意的

Ｔ（ｘ０） ≤ Ｔｍａｘ ≜
１

α（１ － ｐ）
＋ １
β（１ － ｑ）

，

有 Ｖ（ ｔ） ≡ ０．

２　 混合外部同步的充分条件

本文主要研究了网络（１）和（２）之间的混合同

步问题，主要的结论在下面的定理和推论中给出．
定理 １　 若假设 １和 ２成立．在控制器（３）下，如

果 ｋ ＞ ｌ ＋ λｍａｘ（Ｄｓ） ，其中 Ｄ ＝ ＣΓ，ＤＳ ＝ ＤＴ ＋ Ｄ
２

，

则驱动网络（１）与响应网络（２）可以实现固定时间

的混合外部同步．固定的设定时间 Ｔ０ 可以估计为

Ｔ０ ≤ Ｔｍａｘ ≜
１

ｃ１（１ － θ １）
＋ Ｎθ２－１

ｃ２（１ － θ ２）
． （４）

证明　 由网络（１）和（２），可以得到误差系统为

ｅ̇ｉ（ ｔ） ＝ ｆ（ｙｉ（ ｔ）） － Ｈｆ（ｘｉ（ ｔ）） － ｋｅｉ（ ｔ） ＋

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊΓｅ ｊ（ ｔ） － ｃ１ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ１ －

ｃ２ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ２，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ． （５）
定义一个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ ｔ） ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ），

对函数 Ｖ（ ｔ） 沿着误差轨迹（５）求导可得：

Ｖ̇（ ｔ） ＝ ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ） [ ｆ（ｙｉ（ ｔ）） － Ｈｆ（ｘｉ（ ｔ）） －

ｋｅｉ（ｔ） ＋∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊΓｅｊ（ｔ） － ｃ１ｓｉｇｎ（ｅｉ（ｔ）） ｅｉ（ｔ） θ１ －

ｃ２ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ２ ] ． （６）
根据假设 １和 ２ 有以下估计：

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ） [ ｆ（ｙｉ（ ｔ）） － Ｈｆ（ｘｉ（ ｔ）） ] ＝

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ） ｆ（ｙｉ（ ｔ）） － ｆ（Ｈｘｉ（ ｔ））[ ] ≤

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ） ｌ（ｙｉ（ ｔ） － Ｈｘｉ（ ｔ）） ＝

　 　 ｌ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ． （７）

注意到

５０４
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：４０４⁃４０８
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∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊΓｅ ｊ（ ｔ） ＝ ｅＴ（ ｔ）（Ｃ Γ）ｅ（ ｔ） ≤

　 　 λｍａｘ（Ｄｓ）ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ）， （８）

其中 Ｄ ＝ Ｃ Γ，ＤＳ ＝ ＤＴ ＋ Ｄ
２

．

更进一步，有

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ ＝

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ ｅｉ（ ｔ） θ） Ｔｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ））ｅｉ（ ｔ） ＝

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
（ ｅｉ（ ｔ） θ） Ｔ ｅｉ（ ｔ） ＝∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉｊ（ ｔ） θ ＋１ ．

根据引理 １ 以及 ０ ＜ θ １ ＜ １，θ ２ ＞ １，可得：

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ１ ＝

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉｊ（ ｔ） θ１＋１ ＝

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｅ２ｉｊ（ ｔ））

θ１＋１

２ ≥ （∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅ２ｉｊ（ ｔ））

θ１＋１

２ ＝

　 　 （∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ））

θ１＋１

２ ． （９）

同样有

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ２ ＝

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅｉｊ（ ｔ） θ２＋１ ＝∑

Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｅ２ｉｊ（ ｔ））

θ２＋１

２ ≥

　 　 （Ｎ２） １－
θ２＋１

２ （∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｅ２ｉｊ（ ｔ））

θ２＋１

２ ＝

　 　 Ｎ１－θ２（∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ））

θ２＋１

２ ． （１０）

根据式（６）—（１０），有
Ｖ̇（ ｔ） ≤－ ２（ｋ － ｌ － λｍａｘ（Ｄｓ））ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） －

　 　 ２ｃ１Ｖ
θ１＋１

２ （ ｔ） － ２ｃ２Ｎ１
－θ２Ｖ

θ２＋１

２ （ ｔ） ．
如果有

ｋ ＞ ｌ ＋ λｍａｘ（Ｄｓ），
则可以得到

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ ２ｃ１Ｖ
θ１＋１

２ （ ｔ） － ２ｃ２Ｎ１
－θ２Ｖ

θ２＋１

２ （ ｔ） ．

令 α ＝ ２ｃ１，β ＝ ２ｃ２Ｎ１
－θ２，ｐ ＝

θ １ ＋ １
２

以及 ｑ ＝
θ ２ ＋ １
２
，

则有

Ｖ̇（ ｔ） ≤－ αＶｐ（ ｔ） － βＶｑ（ ｔ） ．
根据引理 ２可知，网络（１）和（２）可以实现固定

时间的混合外部同步．固定的设定时间 Ｔ０ 如式（４）
所估计．证明结束．

推论 １ 　 若假设 １ 和 ２ 成立．如果网络（１）和
（２）有不同的拓扑结构，也即 Ｃ 和 Ｄ 分别表示网络

（１）和（２）的外部耦合结构，若存在一个足够大的数

ｋ ＞ ｌ ＋ λｍａｘ（Ｂｓ），其中Ｂｓ ＝ Ｂ ＋ ＢＴ

２
，则这两个网络在

下面的控制器：
ｕｉ ＝ － ｋｅｉ（ ｔ） － ｃ１ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ１ －

ｃ２ｓｉｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） ｅｉ（ ｔ） θ２ ＋∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｉｊ － ｄｉｊ）ΓＨｘ ｊ（ ｔ）

作用下可以实现复杂网络间的广义混合外部同步．
推论 ２　 若假设 １和 ２成立．如果度量矩阵 Ｈ≡

ｄｉａｇ １，１，…，１{ }∈ Ｒｎ×ｎ（或 Ｈ≡ ｄｉａｇ { － １， － １，…，
－ １ } ∈ Ｒｎ×ｎ ），则网络（１）和（２）在控制器（３）的作

用下可以实现固定时间的外部同步（反外部同步）．

３　 数值模拟

本节给出了数值模拟来验证前一节定理的有效

性．为简便起见，令内部耦合矩阵 Γ ＝ Ｉ． 不失一般性，
本文用 Ｒｓｓｌｅｒ⁃ｌｉｋｅ系统作为节点动力学．
ｘ̇ ＝ Ａｘ ＋ ｆ（ｘ） ＝

δ
－ ω － γ － λ
１ η ０
０ ０ － μ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ｘ１
ｘ２
ｘ３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

０
０

δμφ（ｘ１）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
， （１１）

其中 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３） Ｔ ∈ Ｒ３ 是状态向量，

φ（ｘ１） ＝
０，　 　 　 　 　 　 ｘ１ ＜ ２ ５６；
ξ（ｘ１ － ２ ５６）， ｘ１ ≥ ２ ５６．

{
在数值模拟中，令参数 δ ＝ ０ ０３，γ ＝ １ ５，η ＝

０ ２，μ ＝ １ ５，λ ＝ ０ ７５，ξ ＝ ２１ ４３以及 ω ＝ ０ ０７５ 如
图 １所示，Ｒｓｓｌｅｒ⁃ｌｉｋｅ 系统存在混沌吸引子．取参数

ｋ ＝０ ２，ｃ１ ＝ ０ １，ｃ２ ＝ ０ ２，θ１ ＝ ０ ３，θ２ ＝ １ ５来模拟网

络（１）和（２）的演化过程．图 ２ａ 和图 ２ｂ 分别展现了

同步误差 ｅｉｊ（ ｉ ＝ １，２，…，Ｎ；ｊ ＝ １，２，３） 和总同步误差

Ｅ（ ｔ） ＝ ｅ（ ｔ） 的运动轨迹．从图 ２可以看出，两个网

络间实现了混合外部同步，并且仿真结果与理论结

果吻合较好．
为了研究平均度对同步收敛速度的影响，我们

取度的不同值 〈ｋ〉 ＝ ４，８，１６ 图 ３ａ 显示了取不同

〈ｋ〉 值时总同步误差的变化情况．可以看出，网络的

平均度越大，收敛速度越快．如文献［１０⁃１１］所述，控

制律和能量消耗 Ｕ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｕ（ ｔ） ｄｔ 的状态轨迹如图

３ｂ所示．从图 ３ｂ可以看出，网络的平均度越大，同步

所需的能量成本越高，初期的能量消耗急剧增加，这
与固定时间控制特性相吻合；另外，当同步完成时，
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图 １　 当参数 δ ＝ ０ ０３，γ ＝ １ ５，η ＝ ０ ２，
μ ＝ １ ５，λ ＝ ０ ７５，ξ ＝ ２１ ４３和 ω ＝ ０ ０７５

时，系统（１１）产生的混沌吸引子

Ｆｉｇ １ 　 Ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ （１１） ｗｈｅｎ
δ ＝ ０ ０３，γ ＝ １ ５，η ＝ ０ ２，μ ＝ １ ５，
λ ＝ ０ ７５，ξ ＝ ２１ ４３ ａｎｄ ω ＝ ０ ０７５

响应网络不需要任何能量控制．这是渐近同步和有

限时间同步的主要区别．

４　 结束语

本文主要研究了两个网络间的混合同步问题．
基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 定理，给出了合适的控制器和充足的

条件使得两个网络在固定的时间内达到同步状态．
仿真模拟的结果证实了结论的有效性和准确性，并
在数值模拟中计算了达到同步状态所需能量的变

化．对于更大规模的复杂网络来说，系统会不可避免

地受到时间延迟和噪声扰动影响，这将是我们接下

来要进行的工作．

图 ２　 当 Ｎ ＝ １００，ｋ ＝ ０ ２，ｃ１ ＝ ０ １，ｃ２ ＝ ０ ２，θ１ ＝ ０ ３，θ２ ＝ １ ５时网络（１）和（２）之间的同步误差和总同步误差的轨迹

Ｆｉｇ ２　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ （ａ） ａｎｄ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ（ｂ） ｂｅｔｗｅｅｎ ｎｅｔｗｏｒｋｓ （１） ａｎｄ （２） ｗｉｔｈ
Ｎ ＝ １００，ｋ ＝ ０ ２，ｃ１ ＝ ０ １，ｃ２ ＝ ０ ２，θ１ ＝ ０ ３，θ２ ＝ １ ５

图 ３　 当 ｃ１ ＝ ０ １，ｃ２ ＝ ０ ２，θ１ ＝ ０ ３，θ２ ＝ １ ５以及 〈ｋ〉 ＝ ４，８，１６时总同步误差 Ｅ（ ｔ）和仿真能量消耗 Ｕ（ ｔ）的状态变化

Ｆｉｇ ３　 （ａ） ｄｉｓｐｌａｙｓ ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ Ｅ（ ｔ） ａｎｄ （ｂ） ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｃｏｓｔ Ｕ（ ｔ）
ｉｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｃ１ ＝ ０ １，ｃ２ ＝ ０ ２，θ１ ＝ ０ ３，θ２ ＝ １ ５ ，ａｎｄ 〈ｋ〉〛 ＝ ４，８，１６ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ
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