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基于事件的非周期间歇牵制控制
线性复杂网络的同步分析

摘要
本文将事件激发和非周期间歇牵制

控制进行有机结合，分析了一般线性复
杂网络的全局同步问题．通过设计事件
激发条件和受控节点选择规则，使受牵
制控制节点集在满足一定条件下实现更
新，从而不仅极大提高网络实现同步的
效率，而且避免现有研究中受控节点集
随机选取导致保守性．构造简单的 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ函数，应用稳定性理论和微分不等
式，经过严格的数学理论分析得到了使
该网络达到渐近指数同步的充分条件，
同时也证明了受牵制节点集不可能在有
限时间内进行无限次快速切换．
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０　 引言

　 　 近年来由于复杂网络的同步应用到多个不同领域中，如保密通

信、图像处理、模式识别等［１⁃３］，引起了研究者们的极大关注．多种同步

方式如完全同步［４⁃５］、簇同步［６］、有限时间同步［７］、滞后同步［８］等得到

了深入研究．１９９６年，Ｍｉｌａｎｏｖｉｃ＇等［４］介绍了复杂网络的同步问题以及

同步在通信上的应用；２００６年，Ｌｉ等［５］研究了带有时滞的复杂网络的

同步问题．
一般说来，网络不可能通过自身达到同步，对网络施加控制以使

网络达到同步是必不可少的．目前为止各种各样的控制策略已经被成

功地应用于复杂网络的同步研究中，按控制时间主要可分为两大类：
连续控制策略和非连续控制策略．相比于连续控制策略，非连续控制

策略更能有效地降低控制成本和减少信息传输的数量．脉冲控制、数
据采样控制、事件激发控制、间歇控制等是常见的非连续控制策略．另
一方面由于网络中节点的数量庞大，对所有的节点均施加控制显然

是不现实的，研究者们提出了只对网络中的一小部分节点施加控制

来使全局网络达到同步的控制方法，即牵制控制［９⁃１０］ ．如 Ｃｈｅｎ 等［９］通

过设计一个单一牵制控制器，实现了复杂网络的全局同步．为了更好

地节约能量提高控制效益，人们将牵制控制与间歇控制进行有机结

合，被称为间歇牵制控制，而周期间歇牵制控制方法就是其中的一

种［１１⁃１２］ ．如文献［１１］研究了周期间歇控制下簇同步问题，并得到了网

络达到簇同步的充分条件．然而周期性限制了这种控制策略的范围，
现实世界中大部分现象是非周期的．Ｌｉｕ［１３］将周期间歇控制策略推广

到了非周期间歇控制策略，将每一小段时间区间分为工作区间和休

息区间，给出了任意小段工作区间的下确界以及任意小段整个时间

区间的上确界，并只对工作区间上的一小部分节点施加控制，这种控

制策略的优势更加明显．
然而，现有的大多数关于牵制控制的文献中，牵制节点集总是固

定的，这同样有可能会带来资源的浪费．为了克服牵制固定节点这一

缺陷，Ｌｕ等［１４］提出了一种新的脉冲牵制策略，其中牵制控制节点集

由一个具有较大的同步误差范数的节点组成．据笔者所知，迄今为止，
在文献［１４］中提出的牵制控制方案仅限于脉冲控制研究，而对于非



　 　 　 　周期间歇时间序列下这种牵制策略的工作尚未见报

道．现有研究中非周期间歇时间序列是事先给定的，
这在实际控制中会造成资源浪费，为此，受到事件激

发控制思想启发，本文引入了一个事件激发函数，并
根据每一次事件的发生来更新牵制节点集，从而实

现了牵制节点集的实时更新．文献［１５］研究了在时

间尺度上基于事件的时间间隔牵制控制下复杂网络

的同步问题，遗憾的是其时间间隔是周期性的．此
外，将脉冲牵制控制扩展到非周期间歇牵制控制的

主要挑战在于如何避免牵制节点集的无限次快速

切换．
综上所述，本文将事件激发控制和非周期间歇

牵制控制方法进行有机结合，讨论了一般线性复杂

网络的全局同步问题．首先设计一个事件激发条件

和受牵制节点集选取规则，对受牵制节点集在每一

个激发时刻进行更新，不仅极大程度上提高了网络

同步的效率，并且克服了现有研究中受控节点集随

机选取导致资源浪费这一缺陷．此外，本文还证明了

受牵制节点集不可能在有限时间内进行无限次快速

切换．本文所得结果是对现有相关结论的一个重要

推广．

１　 网络数学模型介绍

考虑以下一般线性复杂网络模型：

ｘ̇ｉ（ｔ） ＝ Ａｘｉ（ｔ） ＋ ｃ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｌｉｊｘｊ（ｔ） ＋ ｕｉ（ｔ），　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．

（１）
其中，ｘｉ（ ｔ） ＝ （ｘｉ１（ ｔ），ｘｉ２（ ｔ），…，ｘｉｎ（ ｔ）） Ｔ∈ Ｒｎ 是第 ｉ
个节点的状态向量，Ａ 是一个 ｎ × ｎ 矩阵，ｃ代表网络

的耦合强度，Ｌ ＝ （ ｌｉｊ） Ｎ×Ｎ 表示网络的拓扑结构，其定

义如下：若节点 ｉ 和节点 ｊ 之间存在连接（ ｉ ≠ ｊ），则
ｌｉｊ ＝ｌ ｊｉ ＝ １，否则，ｌｉｊ ＝ ｌ ｊｉ ＝ ０，且对角元素 ｌｉｉ 的定义为

ｌｉｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｌｉｊ，ｕｉ（ ｔ） 表示反馈控制器．

网络（１） 中的每个孤立节点满足：
ｓ̇（ ｔ） ＝ Ａｓ（ ｔ） ． （２）
本文致力于设计一个非周期间歇牵制控制策略

ｕｉ（ ｔ），使得网络（１）同步于目标状态（２），文中 ｕｉ（ ｔ）
的设计为

ｕｉ（ ｔ） ＝
－ Ｋｅｉ（ ｔ）， ｔ∈ ［ ｔｎ，ｓｎ］， ｎ ＝ ０，１，２，…， ｉ∈ Dｔ，
０， ｔ∈ ［ ｔｎ，ｓｎ］， ｎ ＝ ０，１，２，…， ｉ∈ Dｔ，
０， ｔ∈ （ ｓｎ，ｔｎ＋１）， ｎ ＝ ０，１，２，…， ｉ∈ IＮ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

其中：Ｋ∈Ｒｎ×ｎ 表示反馈控制增益矩阵，ｅｉ（ｔ）＝ ｘｉ（ｔ） －
ｓ（ ｔ） 表示第 ｉ 个节点的误差状态向量．对于时间区间

［ ｔｎ，ｔｎ＋１），［ ｔｎ，ｓｎ］ 表示控制区间，（ ｓｎ，ｔｎ＋１） 表示休息

区间．集合 Dｔ 表示受牵制节点集，若时刻 ｔｓ 表示 Dｔ

的开始时间，则 Dｔｓ 的定义如下：如果在时刻 ｔｓ 时受

牵制节点数量为Dｔｓ
＝ ℓｔｓ，对误差向量 ｅ１，ｅ２，…，ｅＮ 进

行重新排序，有‖ｅｐ１‖≥‖ｅｐ２‖≥…≥‖ｅｐℓｔｓ
‖≥

‖ｅｐℓｔｓ
＋１
‖≥ … ≥ ‖ｅｐＮ‖，那么，Dｔｓ

＝ { ｐ１，ｐ２，…，

ｐℓｔｓ
} ．显然，ℓｔｓ ／ Ｎ∈［Ｐ１，Ｐ２］，其中 Ｐ１ 和 Ｐ２ 分别表示

受牵制节点的最小和最大比例，IＮ 表示全局网络节

点集．
对于每一个受牵制节点集 Dｔｋ，决定下一个牵制

节点集合的事件激发时刻定义为

ｔｋ＋１ ＝ ｍｉｎｉ，ｊ ｉｎｆ ｔ ＞ ｔｋ：ｆ（ｅｉ，ｅ ｊ） ≤ ０{ } ， （４）

其中

ｆ（ｅｉ，ｅｊ） ＝ ‖ｅｉ（ｔ）‖２ －‖ｅｊ（ｔ）‖２ ＋
ε０
Ｎ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
‖ｅｋ（ｔ）‖２，

∀ｉ∈ Dｔｋ，∀ｊ∉ Dｔｋ ．ε ０ ＞ ０表示一个事先给出的控

制精度．
注 １　 现有相关文献中，受牵制节点集是固定

的，受文献［１４］和事件激发控制思想的启发，在此引

入一个事件激发条件确定下一个控制区间起始时

刻，并且在该时刻对误差向量的范数进行从大到小

排序，选取误差范数较大的节点作为受牵制节点集，
即受控节点集在每个激发时刻间实时更新．

２　 受牵制节点实时更新下复杂网络的同步
分析

　 　 首先给出一些与本文密切相关的定义、假设和

引理．
假设 １　 对于非周期间歇控制策略，存在两个正

数 ０ ＜ θ ＜ ω，使
ｉｎｆｎ（ ｓｎ － ｔｎ） ＝ θ ＞ ０，
ｓｕｐｎ（ ｔｎ＋１ － ｔｎ） ＝ ω ＜ ＋ ∞{

对任意的 ｎ ＝ ０，１，２，…均成立．
定义 １［１６］ 　 复杂网络（１） 达到完全同步，如

果有：
ｌｉｍ
ｔ→＋∞
‖ｘｉ（ ｔ） － ｓ（ ｔ）‖ ＝ ０，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

其中目标状态 ｓ（ ｔ） 由式（２） 所定义，‖·‖表示向

量或矩阵欧几里得范数．
定义 ２［１７］ 　 如果矩阵 Ｌ ＝ （ ｌｉｊ） Ｎ

ｉ，ｊ ＝ １满足以下

条件：

９９３
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：３９８⁃４０３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１９，１１（４）：３９８⁃４０３



１） ｌｉｊ ≥ ０，ｉ≠ ｊ，ｌｉｉ ＝ － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｌｉｊ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ；

２）Ｌ 是不可约的．
则称矩阵 Ｌ 属于 Ａ１ 类，记为 Ｌ∈ Ａ１ ．

定义 ３［１８］ 　 对于非周期间歇控制策略，定义

ψ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｉ→∞

ｔｉ ＋１ － ｓｉ
ｔｉ ＋１ － ｔｉ

．

ψ 表示在时间区间 ｔｉ ＋１ － ｔｉ 中休息长度 ｔｉ ＋１ － ｓｉ 的最大

比例．显然，可以得到 ０ ≤ ψ ＜ １．当 ψ ＝ ０时，非周期

间歇控制就变成了连续控制．不失一般性，总是假设

ψ ∈ （０，１） ．此外，容易得到ψ ≤ １ － θ
ω
．

引理 １［１７］ 　 若矩阵 Ｌ∈ Ａ１，则有：
１）矩阵Ｌ的秩为 ｒａｎｋ（Ｌ）＝ Ｎ － １．零是矩阵Ｌ的

一个单重特征根，且 Ｌ 的所有非零特征值都有负

实部；
２） 矩阵 Ｌ 特征值为零相对应的特征向量为 １ ＝

（１，１，…，１） Ｔ，也就是说，Ｌ·１ ＝ ０；
３） 定义 ξ ＝ （ξ １，ξ ２，…，ξＮ） Ｔ 是矩阵 Ｌ特征值零

所对应的左特征向量，即 ξ ＴＬ ＝ ０，那么，总是有

ξ ｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 以及∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ξ ｉ ＝ １．

引理 ２［１８］ 　 若存在常数 ψ ∈ （０，１），连续函数
ｙ（·）：［ ｔ０， ＋ ∞） → ［０， ＋ ∞） 满足：

ｙ̇（ ｔ） ＜ － ａ１ｙ（ ｔ），　 ｔｉ ≤ ｔ≤ ｓｉ，
ｙ̇（ ｔ） ＜ ａ２ｙ（ ｔ），　 ｓｉ ≤ ｔ≤ ｔｉ ＋１，

{
其中，ａ１，ａ２ 都是常数，以及 ｉ ＝ ０，１，２，…，如果 ａ１ ＞
０，ρ ＝ ａ１（１ － ψ） － ａ２ψ ＞ ０，那么，就可以得到

Ｖ（ ｔ） ≤ Ｖ（ ｔ０）ｅｘｐ － ρｔ{ } ，　 ｔ≥ ０．
接下来将给出本文的主要结果．
定理 １　 若假设 １ 成立，并且存在一个正常数

ψ ∈（０，１），使下列条件满足：
ａ１ ＞ ０，　 ρ ＝ ａ１（１ － ψ） － ａ２ψ ＞ ０，

那么，网络（１） 就能够渐近指数同步于目标状态

ｓ（ ｔ） ．其中，ψ 由定义 ３中给出，

－ ａ１ ＝ｍａｘｉ λｍａｘ（Ａｓ） ＋ ２ｃλ ｉ － ２λｍｉｎ（Ｋｓ） Ｐ１ －
ε０
４Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ，

ａ２ ＝ ｍａｘｉ { λｍａｘ（Ａｓ） ＋ ２ｃλ ｉ } ．

证明 　 记 ｅ（ ｔ） ＝ （ｅＴ１（ ｔ），ｅＴ２（ ｔ），…，ｅＴＮ（ ｔ）） Ｔ ∈
ＲｎＮ，误差系统可表示为
ｅ̇（ ｔ） ＝ （ＩＮ ⊗ Ａ）ｅ（ ｔ） ＋ ｃ（Ｌ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） －
　 　 （Ξｔ ⊗ Ｋ）ｅ（ ｔ），　 ｔ∈ ［ ｔｎ，ｓｎ］，
ｅ̇（ ｔ） ＝ （ＩＮ ⊗ Ａ）ｅ（ ｔ） ＋ ｃ（Ｌ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ），
　 　 ｔ∈ （ ｓｎ，ｔｎ＋１） ．

ì

î

í

ï
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ï
ïï

（５）

其中 Ξｔ ＝ ｄｉａｇ ξ １，ξ ２，…，ξＮ{ } ，如果 ｋ ∈ Dｔｓ，那么，
ξ ｋ ＝１，否则，ξ ｋ ＝ ０．

因为 Ｌ 是对称矩阵，那么，存在一个正交矩阵

Ｕ∈ＲＮ×Ｎ，使得 Ｌ ＝ ＵＪＵＴ，其中 Ｊ ＝ ｄｉａｇ { λ １，λ ２，…，
λＮ } ，Ｕ ＝ （ｕ１，ｕ２，…，ｕＮ），ｕｉ ∈ ＲＮ，ｉ∈ IＮ ．

记 δ ｉ（ ｔ） ＝ （ｕＴｉ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） 和 δ（ ｔ） ＝ （δ Ｔ１（ ｔ），
δ Ｔ２（ ｔ），…，δ ＴＮ（ ｔ）） Ｔ，则有 δ（ ｔ） ＝ （ＵＴ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） 和

ｅ（ ｔ） ＝ （Ｕ⊗ Ｉｎ）δ（ ｔ） ．同时有

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） ＝ ［（ｕＴｉ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ）］ Ｔ（ｕＴｉ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ＝
ｅ（ ｔ） Ｔ（ｕｉｕＴｉ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ） ＝ ｅ（ ｔ） Ｔ（Ｉｉｉ ⊗ Ｉｎ）ｅ（ ｔ），

且

ｅＴ（ ｔ）ｅ（ ｔ） ＝ δ Ｔ（ ｔ）δ（ ｔ）ｅＴｉ （ ｔ）ｅｉ（ ｔ） ＝ δ Ｔｉ （ ｔ） Ｔδ ｉ（ ｔ） ．
当 ｔ∈ ［ ｔｎ，ｓｎ］ 时，有

ｅ̇（ ｔ） ＝ （Ｕ⊗ Ｉｎ） δ̇（ ｔ） ＝
（ＩＮ⊗Ａ）（Ｕ⊗ Ｉｎ）δ（ｔ） ＋ ｃ（Ｌ⊗ Ｉｎ）（Ｕ⊗ Ｉｎ）δ（ｔ） －
（Ξｔ ⊗ Ｋ）（Ｕ⊗ Ｉｎ）δ（ ｔ） ＝
（Ｕ⊗Ａ）δ（ｔ） ＋ ｃ（ＵＪ⊗ Ｉｎ）δ（ｔ） － （ΞｔＵ⊗Ｋ）δ（ｔ），

所以，
δ̇（ ｔ） ＝ （ＵＴ ⊗ Ｉｎ）（Ｕ ⊗ Ａ）δ（ ｔ） ＋ ｃ（ＵＴ ⊗

Ｉｎ）（ＵＪ⊗ Ｉｎ）δ（ ｔ） － （ＵＴ ⊗ Ｉｎ）（ΞｔＵ⊗ Ｋ）δ（ ｔ） ＝
（ＩＮ ⊗ Ａ）δ（ ｔ） ＋ ｃ（Ｊ⊗ Ｉｎ）δ（ ｔ） － （Ξｔ ⊗ Ｋ）δ（ ｔ） ．

这意味着

δ̇ ｉ（ ｔ） ＝ （Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ － Ｋ）δ ｉ（ ｔ），　 ｉ∈ Dｔ，

δ̇ ｉ（ ｔ） ＝ （Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ），　 　 ｉ∉ Dｔ ．
{
类似地，当 ｔ ∈ （ ｓｎ，ｔｎ＋１） 时，有 δ̇ ｉ（ ｔ） ＝ （Ａ ＋

ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ），ｉ∈ IＮ ．
构造如下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ ｔ） ＝∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ｅｉ（ ｔ） Ｔｅｉ（ ｔ） ＝∑

Ｎ

ｉ ＝ １
δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） ．

当 ｔ ∈ ［ ｔｎ，ｓｎ］ 时，记 Ｖ１（ ｔ） ＝∑
ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ），

Ｖ２（ ｔ） ＝∑
ｉ∉Ｄｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ），于是 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ．沿

着轨迹（５） 的方向对 Ｖ（ ｔ） 求导，可得：

Ｖ̇１（ ｔ） ＝ ２∑
ｉ∈Ｄｔ

δ Ｔｉ （ ｔ） δ̇ ｉ（ ｔ） ＝

　 　 ２∑
ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）（Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ － Ｋ）δ ｉ（ ｔ），

Ｖ̇２（ ｔ） ＝ ２∑
ｉ∉Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ） δ̇ ｉ（ ｔ） ＝

　 　 ２∑
ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）（Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ），

因此，

００４
王瑞峰，等．基于事件的非周期间歇牵制控制线性复杂网络的同步分析．

ＷＡＮＧ Ｒｕｉｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｌ ｌｉｎｅａｒ ｃｏｍｐｌｅｘ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｖｉａ ｅｖｅｎｔ⁃ｂａｓｅｄ ａｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｙ ｉｎｔｅｒｍｉｔｔｅｎｔ ｐｉｎｎｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ．



Ｖ̇（ ｔ） ＝ ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
δ Ｔｉ （ ｔ）（Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ） －

　 　 ２∑
ｉ∈Ｄｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）Ｋδ ｉ（ ｔ） ≤

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
δ Ｔｉ （ ｔ）（Ａ ＋ ＡＴ ＋ ２ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ） －

　 　 ２∑
ｉ∈Ｄｔ

λｍｉｎ（Ｋｓ）δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） ．

注意到到激发函数（４），

∑
ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） ＝
ℓｔ

Ｎ∑ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） ＋

Ｎ － ℓｔ

Ｎ ∑ｉ∈Dｔ

δ ｉ（ ｔ） Ｔδ ｉ（ ｔ） ≥

ℓｔ

Ｎ∑ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） ＋
ℓｔ

Ｎ∑ｉ∉Ｄｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） －
ε ０Ｖ（ ｔ）

Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷≥

ℓｔ

Ｎ∑ｉ∈Dｔ

δ Ｔｉ （ ｔ）δ ｉ（ ｔ） －
ℓｔ

Ｎ
·

Ｎ － ℓｔ

Ｎ
·

ε ０
Ｎ
Ｖ（ ｔ） ≥

Ｐ１ －
ε ０
４Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｖ（ ｔ），

可得

Ｖ̇（ ｔ） ≤∑
Ｎ

ｉ ＝ １
δ Ｔｉ （ ｔ）（Ａ ＋ ＡＴ ＋ ２ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ） －

２λｍｉｎ（Ｋｓ）Ｖ（ ｔ） ≤ ｍａｘ
ｉ

{ λｍａｘ（Ａｓ） ＋ ２ｃλ ｉ －

２λｍｉｎ（Ｋｓ） (Ｐ１ －
ε ０
４Ｎ ) } Ｖ（ ｔ） ＝ － ａ１Ｖ（ ｔ） ．

类似地，当 ｔ∈ （ ｓｎ，ｔｎ＋１） 时，有

Ｖ̇（ ｔ） ＝ ２∑
Ｎ

ｉ ＝ １
δ Ｔｉ （ ｔ）（Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ）δ ｉ（ ｔ） ≤

　 　 ｍａｘ
ｉ

{ λｍａｘ（Ａｓ） ＋ ２ｃλ ｉ } Ｖ（ ｔ） ＝ ａ２Ｖ（ ｔ） ．

根据引理 ２可得：
Ｖ（ ｔ） ≤ Ｖ（０）ｅｘｐ { － ρｔ } ，　 ｔ≥ ０，

其中，ρ ＝ ａ１（１ － ψ） － ａ２ψ ＞ ０．综上所述，网络（１）指
数渐近同步于 ｓ（ ｔ） ．

最后，将要证明在激发函数（４） 下，避免了受牵

制节点集在有限时间内无限次快速切换．
定义 ｔ１ 是受牵制节点集 Dｔ１ 的开始时刻，ｔ３ 是受

牵制节点集 Dｔ１ 的结束时刻．显然，对于任意的 ｔ ∈

［ ｔ１，ｔ３］，有 δ̇ ｉ（ ｔ） ＝ （Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ － Ｋ）δ ｉ（ ｔ），ｉ∈Dｔ１，及

δ̇ ｊ（ ｔ） ＝ （Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ）δ ｊ（ ｔ），ｊ∉ Dｔ１ ．

定义 Ｆ ｉｊ（ ｔ） ＝
‖δ ｉ（ ｔ）‖２ － ‖δ ｊ（ ｔ）‖２

Ｖ（ ｔ）
，根据 Dｔ１

的定义，可得 Ｆ ｉｊ（ ｔ１） ≥ ０．
根据‖δ ｐ（ ｔ）‖（ｐ∈ IＮ） 的连续性以及事件激

发函数（４），随着牵制控制的进行，存在 ｔ２ ∈ （ ｔ１，
ｔ３），使 Ｆ ｉｊ（ ｔ２） ＝ ０ 成立．那么，当 ｔ ∈ ［ ｔ２，ｔ３］ 时，有

Ｆ ｉｊ（ ｔ１） ≥
‖δ ｉ（ ｔ）‖２ － ‖δ ｊ（ ｔ）‖２

‖δ ｊ（ ｔ）‖２ ≜ Ｈｉｊ（ ｔ）， 计

算得：

Ｈ̇ｉｊ（ ｔ） ≥
‖δ ｉ（ ｔ）‖２

‖δ ｊ（ ｔ）‖２［λｍａｘ（Ｍｉ） － λｍｉｎ（Ｎ ｊ）］ ≥

　 　 λｍａｘ（Ｍｉ） － λｍｉｎ（Ｎ ｊ），
其中 Ｍｉ ＝ （Ａ ＋ ｃλ ｉＩｎ － Ｋ） ｓ，Ｎ ｊ ＝ （Ａ ＋ ｃλ ｊＩｎ） ｓ ．

令 Ｇ ｉｊ（ ｔ） ＝ ［λｍａｘ（Ｍｉ） － λｍｉｎ（Ｎ ｊ）］（ ｔ － ｔ２），ｔ≥
ｔ２，然后，由比较原理［１９］，对于任意的 ｔ ≥ ｔ２，均有

Ｇ ｉｊ（ ｔ） ≤ Ｈｉｊ（ ｔ） ≤ Ｆ ｉｊ（ ｔ） 成立．
情况 １．当 λｍａｘ（Ｍｉ） ≥ λｍｉｎ（Ｎ ｊ） 时，显然，∀ｔ≥

ｔ２，有 Ｇ ｉｊ（ ｔ） ≥ ０，这意味着 ｔ３ →＋ ∞ ．
情况 ２．当 λｍａｘ（Ｍｉ） ≥ λｍｉｎ（Ｎｊ） 时，令 Ｇｉｊ（ｔ） ＝

－
ε０
Ｎ
，则 ｔ ＝ ｔ２ －

ε０
Ｎ［λｍａｘ（Ｍｉ） － λｍｉｎ（Ｎｊ）］

≜ ｔ２ ＋ Ｔｉｊ＞ ｔ２．

因此，要使 Ｆ ｉｊ（ ｔ） ＝ －
ε ０
Ｎ
，ｔ必须大于 ｔ２ ＋ Ｔｉｊ，也就

计算出 Dｔ１ 的维持时间一定不小于

ｍｉｎ
ｉ，ｊ

{ Ｔｉｊ } ，　 当 λｍａｘ（Ｍｉ） ＜ λｍｉｎ（Ｎ ｊ） 时，

＋ ∞，　 当 λｍａｘ（Ｍｉ） ≥ λｍｉｎ（Ｎ ｊ） 时．{
这说明避免了受牵制节点集在有限时间内的无限次

快速切换，证毕．
注 ２　 与现有的相关工作不同，此处受牵制节点

集在每一个激发时刻都进行更新，并且还排除了出

现在有限时间内牵制节点变换无限多次．需要强调

的是，对于需要牵制多少个节点以及如何选择受牵

制节点集的问题，本文参考了文献［１５］中的算法 １，
该算法对于降低全局网络的同步误差起到了关键

作用．

３　 数值模拟

本节将给出一个数值例子来验证所得结果的正

确性．
考虑如下一个带有 ５ 个节点的二维线性复杂

网络：

ｘ̇ｉ（ ｔ） ＝ Ａｘｉ（ ｔ） ＋ ｃ∑
５

ｊ ＝ １
ｌｉｊｘ ｊ（ ｔ），　 ｉ ＝ １，２，…，５， （６）

其中，矩阵Ａ ＝
０􀆰 ０５ ０
０ ０􀆰 ０５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，耦合强度 ｃ ＝ ０􀆰 ０１，网

络的耦合矩阵为

１０４
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：３９８⁃４０３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１９，１１（４）：３９８⁃４０３



Ｌ ＝

－ ３ １ １ ０ １
１ － ２ ０ ０ １
１ ０ － ２ １ ０
０ ０ １ － １ ０
１ １ ０ ０ － ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

．

计算可得矩阵 Ｌ 的特征值为 λ１ ＝ ０，λ２ ＝
－ ０􀆰 ５１８ ８，λ３ ＝ － ２􀆰 ３１１ １，λ４ ＝ － ３ 以 及 λ５ ＝
－ ４􀆰 １７０ １．除此之外，受牵制节点数的最小和最大比

例分别为 Ｐ１ ＝ ０􀆰 ２和 Ｐ２ ＝ ０􀆰 ６，取参数 ε ０ ＝ ０􀆰 ０１．另
外，考虑非周期间歇控制策略，通过定义每一个工作

区间和休息区间，可得假设 １中参数 θ ＝ ３，ω ＝ ４，由
此，参数 ψ ＝０􀆰 ２５．

为了满足定理 １ 中的条件， 利用数学软件

Ｍａｔｌａｂ中的 ＬＭＩ工具包，模拟可得反馈控制增益矩

阵Ｋ需要满足条件λｍｉｎ（Ｋｓ）＝ ０􀆰 １６７ １．选取反馈控制

增益矩阵Ｋ ＝
０􀆰 １８ ０
０ ０􀆰 １８

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，计算可得定理１中的参

数 ａ１ ＝ ０􀆰 ０２１ ８，ａ２ ＝ ０􀆰 ０５以及 ρ ＝ ０􀆰 ００３ ９．除此之

外，参考文献［１５］ 中算法 １ 对受牵制节点集的选取

规则，计算可得受控节点集在满足每一个事件激发

时刻条件下的更新变化为｛５，４｝ → ｛５｝ → ｛３｝ →
｛４｝ → ｛５｝ → ｛４｝ → ｛３｝ → ｛４｝ → ｛５｝ → …．

图 １描述了事件激发函数 ｆ（·，·） 随时间变化曲

线，可以很直观地看到每一个事件激发确定时刻．图 ２
描述了同步误差 ｅ（ｔ）的运动轨迹，很明显地看到随着

时间的进行，系统（６） 最终同步于目标状态 ｓ（ｔ） ．

图 １　 事件激发函数 ｆ（·，·）随时间变化情况

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆ（·，·）

４　 总结

本文将事件激发控制和非周期间歇牵制控制方

法进行有机结合，研究了基于该策略下一般线性复

杂网络的同步问题．需要指出的是，本文引入了一个

事件激发函数和受牵制控制节点集选取法则，在每

图 ２　 系统（６）和目标状态 ｓ（ ｔ） 之间的

误差‖ｅ（ ｔ）‖随时间演变情况

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅｓ􀆳 ｍｏｄｕｌｕｓ ‖ｅ（ ｔ）‖
ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｙｓｔｅｍ （６） ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔａｒｇｅｔ ｓｔａｔｅｓ ｓ（ ｔ）

个激发时刻更新受牵制的节点集，这一改进显然更

接近于现实情况，使网络更加经济有效地实现同步，
极大地提高了网络同步效率，并且克服了现有文献

中受牵制控制节点集随机选取导致的保守性．相比

于现有的文献，又进一步将周期间歇控制策略推广

到了非周期间歇控制策略．利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理

论和微分不等式，分析得到了使网络达到渐近指数

同步的充分条件，并通过数值模拟得到了使这些条

件成立的参数．与此同时，通过严格的数学计算，证
明了受牵制控制节点集不可能在有限时间内进行无

限次快速切换．
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