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基于非线性分离的可倾转四旋翼 ＬＱＲ 飞行控制研究

摘要
本文研究了一种能够独立控制位置

和姿态的可倾转四旋翼飞行器，在建立
了系统动力学模型的基础上，针对可倾
转四旋翼飞行器系统存在的强输入非线
性问题，采用了非线性分离策略，构造中
间控制量，将该强非线性系统分离为线
性动态环节和非线性静态环节，并仅针
对线性动态环节设计了计算量小、易于
硬件实现的线性二次型调节器（ＬＱＲ），
然后再通过反解输入非线性环节将中间
控制量分配到实际的控制量———旋翼倾
转角和电机转速．仿真实验结果表明，基
于非线性分离策略设计的 ＬＱＲ 飞行控
制器能够实现对可倾转四旋翼稳定控
制，很好地独立追踪位置和姿态期望．
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０　 引言

　 　 多旋翼飞行器由于其机械结构简单、体积小、质量轻、稳定性高

等特点，在军事及民用领域有着非常广泛的应用，引起了研究人员极

大的兴趣［１］ ．在多旋翼无人机成功应用在航拍、测绘、植保和室内导航

等场景的同时，许多研究机构也在探索新的应用方向———空中作

业［２⁃３］，尝试无人机与环境进行物理接触的任务，包括抓取空中或地

面目标［４］、采集树木标本［５］和安装传感器［６］等．新的应用场景也推动

了无人机机械结构和驱动方式上的创新，涌现出很多新的构型，如涵

道式无人机［７］、倾转旋翼⁃固定翼无人机［８］和可倾转多旋翼无人机［９］ ．
本文研究的可倾转四旋翼无人机即是上述新构型中的一种，与

常规四旋翼区别在于其 ４个旋翼均可绕机臂轴相对机身旋转，从而由

欠驱动系统转变为过驱动系统．相较于常规四旋翼仅能够同时控制 ４
个独立的输出（位置和偏航角或姿态和高度），可倾转四旋翼可以实

现位置和姿态全独立控制，这得益于通过旋翼的倾转能够形成任意

方向的控制力和控制力矩［１０］ ．但是同时，可倾转四旋翼系统的输入也

由旋翼转速转变为旋翼转速和倾转角的耦合，最终形成的控制力和

控制力矩是转速和倾转角的非线性组合，相比于常规四旋翼系统，其
非线性更强、耦合程度更高，给控制器的设计带来更大困难［１１］ ．

对于多旋翼飞行器的非线性问题，主要有两类解决办法：一种是

将模型线性化处理后设计控制器，如在平衡点线性化［１２］和反馈线性

化［１３］；一种是直接针对非线性模型设计控制器，如非线性预测控

制［１４］ ．但是可倾转四旋翼系统主要是输入非线性，难以在平衡点线性

化或进行反馈线性化．同时，非线性预测控制又存在计算量大、硬件实

现难等特点［１５］ ．对此，本文通过构造中间控制量，将可倾转四旋翼系

统分离为线性动态环节和非线性静态环节，针对分离后的线性动态

环节设计线性二次型调节器（Ｌｉｎｅａｒ Ｑｕａｄｒａｔｉｃ Ｒｅｇｕｌａｔｏｒ，ＬＱＲ），并通

过解算非线性静态环节将中间控制量分配到实际的系统控制输入，
即旋翼倾转角和电机转速．最后通过仿真实验，验证所设计控制器的

有效性和控制性能．

１　 可倾转四旋翼数学模型

１􀆰 １　 坐标系定义与符号

本文研究的可倾转四旋翼飞行器（图 １）可视为 ５部分刚体组成，



　 　 　 　分别是机身和 ４ 个包含舵机与电机的倾转旋翼组

件．倾转旋翼组件可相对机身转动，由与电机固连的

舵机控制．

图 １　 可倾转四旋翼飞行器坐标系定义

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｆｒａｍｅｓ ｏｆ ｑｕａｄｒｏｔｏｒ ｗｉｔｈ ｔｉｔａｂｌｅ⁃ｒｏｔｏｒｓ

定 义 固 连 于 地 面 的 惯 性 坐 标 系 （ ｅａｒｔｈ
ｆｒａｍｅ） Ｅ： ＯＥ；ＸＥ，ＹＥ，ＺＥ{ } ，其 Ｚ 轴指向下， Ｘ 轴指

向北；定义机体坐标系（ｂｏｄｙ ｆｒａｍｅ）固定于可倾转四

旋翼质心处的 Ｂ： ＯＢ；ＸＢ，ＹＢ，ＺＢ{ } ，其 Ｚ 轴同样指

向 下， Ｘ 轴 指 向 机 体 前 方． 同 时 定 义 Ｒｉ：
ＯＲｉ；ＸＲｉ，ＹＲｉ，ＺＲｉ{ } 作为第 ｉ 个旋翼坐标系 （ ｒｏｔｏｒ
ｆｒａｍｅ），其原点固定于倾转旋翼组件的质心， Ｘ 轴由

机体质心指向旋翼组件质心，旋翼坐标系 Ｒｉ 可绕

其 Ｘ 轴旋转，旋转角为 αｉ ．
如无特殊说明，本文使用的符号遵循下述规则：

以右上标表示引用符号所在的坐标系，如 ＰＥ 表示飞

行器质心位置在惯性坐标系下的描述；以 （·）Ｒ（·） ∈
ＳＯ（３） 表示不同坐标系间的旋转矩阵；以 ｓ（·），ｃ（·），
ｔ（·） 分别作为 ｓｉｎ（·），ｃｏｓ（·），ｔａｎ（·） 的缩写；以
ＲＸ（·），ＲＹ（·），ＲＺ（·） 分别表示绕三轴的基本旋转．

ＲＸ（·） ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓ（·） － ｓｉｎ（·）
０ ｓｉｎ（·） ｃｏｓ（·）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

ＲＹ（·） ＝
ｃｏｓ（·） ０ ｓｉｎ（·）
０ １ ０

－ ｓｉｎ（·） ０ ｃｏｓ（·）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，

ＲＺ（·） ＝
ｃｏｓ（·） － ｓｉｎ（·） ０
ｓｉｎ（·） ｃｏｓ（·） ０
０ ０ １

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

本文欧拉角采用 Ｚ—Ｙ—Ｘ 顺序，所以机体坐标

系到惯性系的旋转矩阵为
ＥＲＢ ＝ ＲＺ（ψ）ＲＹ（θ）ＲＸ（ϕ） ．

ＢＲＲｉ 表示从旋翼坐标系到机体坐标系的旋转矩阵：

ＢＲＲｉ ＝＝ ＲＺ （ ｉ － １）
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＲＸ（α ｉ），

旋翼坐标系原点 ＯＲｉ 在机体系中的坐标为

ＯＢＲｉ ＝ ＲＺ（（ ｉ － １）
π
２
）

ｌ
０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，　 ｉ ＝ １，…，４．

１􀆰 ２　 动力学建模

按照惯例，本文研究的可倾转四旋翼飞行器在

惯性坐标系的质心位置和平动速度分别为 ＰＥ ＝
ｘ ｙ ｚ[ ] Ｔ，ＶＥ ＝ ｕ ｖ ｗ[ ] Ｔ ． 欧 拉 角 为 Θ ＝
ϕ θ ψ[ ] Ｔ， 机体系下的机体角速度为 ΩＢ ＝
ｐ ｑ ｒ[ ] Ｔ，且有

Θ̇ ＝
１ ｔθｓϕ ｔθｃϕ
０ ｃϕ － ｓϕ
０ ｓϕ ／ ｃθ ｃϕ ／ ｃθ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ω
·Ｂ，

特殊地， 在平衡点处， 即 Θ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ 时，有

Θ̇ ＝ Ω
·Ｂ ．
为便于建立系统动力学模型，作如下假设：
１）飞行器机体和倾转旋翼组件都是刚体无弹性

形变；
２）各旋翼旋转轴过旋翼、电机和舵机质心；
３）无风条件下，旋翼产生的升力和反扭力矩与

旋翼转速平方成正比；
４）机体运动过程中欧拉角、平动速度和角速度

均较小；
５）舵机的动态过程与旋翼的转速无关．
系统的刚体动力学模型可由牛顿⁃欧拉方程［１６］

得出，平动方程在惯性坐标系下描述，转动方程在机

体系下描述：

ｍ Ｖ̇Ｅ

ＩＢ Ω
·Ｂ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＋

０
ΩＢ × （ＩＢΩＢ）
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ê
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û

ú
ú
＝

ＦＥｅｘｔ
ＭＢ
ｅｘｔ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１）

式中， ｍ 表示飞行器系统总质量， ＩＢ ＝ ｄｉａｇ { Ｉｘｘ，Ｉｙｙ，
Ｉｚｚ } 是飞行器系统的惯性矩阵．

忽略空气阻力，对可倾转双旋翼飞行器进行受

力分析，系统合外力由重力 ＦＥｇ 和旋翼产生的推力

ＦＥｔ 组成，即：

ＦＥｅｘｔ ＝ ｍ
０
０
ｇ
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＋ ＥＲＢ∑
４

ｉ ＝ １

Ｂ
ＲＲｉＴ ｉ，　 Ｔ ｉ ＝

０
０
Ｔｉ
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，

Ｔｉ ＝ － ｋｆｎ２ｉ ，　 ｋｆ ＞ ０， （２）
式中， ｋｆ 是旋翼推力系数， ｎｉ 是 ｉ⁃ｔｈ 旋翼的转速．

合外力矩由 ４ 部分组成，包括旋翼推力产生的

力矩 Ｍｔ、旋翼旋转反扭矩 Ｍａｎｔｉ、舵机反扭矩 Ｍα，β 和

１９３
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：３９０⁃３９７
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系统陀螺效应项 Ｍｇｙｒｏ，即：
ＭＢ ＝ ＭＢ

ｔ ＋ ＭＢ
ａｎｔｉ ＋ ＭＢ

α ＋ ＭＢ
ｇｙｒｏ ． （３）

以下对各部分力矩进行逐一分析．
旋翼推力产生的力矩在机体系下为

ＭＢ
ｔ ＝∑

４

ｉ ＝ １
（ＯＢＲｉ ×

ＢＲＲｉＴ ｉ） ． （４）

旋翼 １顺时针旋转，旋翼 ２ 逆时针旋转，旋翼旋

转形成的反扭力矩在旋翼坐标系的表示下为 Ｑｉ，
则有：

ＭＢ
ａｎｔｉ ＝∑

４

ｉ ＝ １
（ ＢＲＲｉＱｉ），

Ｑｉ ＝ ［０ ０ Ｑｉ］ Ｔ，
Ｑｉ ＝ （ － １） ｉ －１ｋｍｎ２ｉ ，　 ｋｍ ＞ ０． （５）
舵机反扭矩与倾转角加速度负相关：

ＭＢ
α ＝∑

４

ｉ ＝ １

ＢＲＲｉ

－ Ｊα α̈ｉ

０
０
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÷
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÷
． （６）

系统的陀螺效应力矩可根据电机的角速度和旋

翼的转速计算：

ＭＢ
ｇｙｒｏ ＝ Ｊｐ∑

４

ｉ ＝ １
ΩＢ ＋ＢＲＰｉ

α̇ｉ
０
０
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× （－ １）ｆ（ｉ） ＢＲＰｉ
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０
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÷
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ｆ（ ｉ） ＝
０，　 ｉ ＝ １，２，
１，　 ｉ ＝ ３，４．{ （７）

联合式（１）—（７），可倾转四旋翼刚体动力学模

型为

ｕ̇ ＝ １
ｍ

{ （ｓϕｓφ ＋ ｃϕｃφｓθ）（Ｔ１ｃα１ ＋ Ｔ２ｃα２ ＋ Ｔ３ｃα３ ＋ Ｔ４ｃα４） ＋

（ｃϕｓφ － ｃφ ｓϕｓθ）（Ｔ１ｓα１ － Ｔ３ｓα３） ＋
ｃφｃθ（Ｔ２ｓα２ － Ｔ４ｓα４） } ， （８ａ）

ｖ̇ ＝ １
ｍ

{ －（ｃφｓϕ － ｃϕｓφｓθ）（Ｔ１ｃα１ ＋Ｔ２ｃα２ ＋Ｔ３ｃα３ ＋Ｔ４ｃα４） －

（ｃϕｃφ ＋ ｓφ ｓϕｓθ）（Ｔ１ｓα１ － Ｔ３ｓα３） ＋
ｃθｓφ（Ｔ２ｓα２ － Ｔ４ｓα４） } ， （８ｂ）

ｗ̇ ＝ ｇ ＋ １
ｍ

{ ｃϕｃθ（Ｔ１ｃα１ ＋ Ｔ２ｃα２ ＋ Ｔ３ｃα３ ＋ Ｔ４ｃα４） －

ｃθｓϕ（Ｔ１ｓα１ － Ｔ３ｓα３） － ｓθ（Ｔ２ｓα２ － Ｔ４ｓα４） } ， （８ｃ）

ｐ̇ ＝ １
Ｉｘｘ

{ （ Ｉｙｙ － Ｉｚｚ）ｑｒ ＋ ｌ（Ｔ２ｃα２ － Ｔ４ｃα４） ＋

Ｑ２ｓα２ － Ｑ４ｓα４ ＋ Ｊα（ α̈３ － α̈１） ＋
Ｊｐ [ ｑ（ｎ１ｃα１ － ｎ３ｃα３） ＋ ｒ（ｎ１ｓα１ ＋ ｎ３ｓα３） ＋

ω ２ｃα２（ α̇２ ＋ ｑ） ＋ ω ４ｃα４（ α̇４ － ｑ） ] } ， （８ｄ）

ｑ̇ ＝ １
Ｉｙｙ

{ （ Ｉｚｚ － Ｉｘｘ）ｐｒ ＋ ｌ（ － Ｔ１ｃα１ ＋ Ｔ３ｃα３） －

Ｑ１ｓα１ ＋ Ｑ３ｓα３ ＋ Ｊα（ α̈４ － α̈２） ＋
Ｊｐ [ ｐ（ｎ４ｃα４ － ｎ２ｃα２） ＋ ｒ（ｎ２ｓα２ ＋ ω ４ｓα４） －

ｎ１ｃα１（ α̇１ ＋ ｐ） － ｎ３ｃα３（ α̇３ － ｐ） ] } ， （８ｅ）

ｒ̇ ＝ １
Ｉｚｚ

{ （Ｉｘｘ － Ｉｙｙ）ｐｑ ＋ ｌ（－Ｔ１ｓα１ －Ｔ２ｓα２ －Ｔ３ｓα３ －Ｔ４ｓα４） ＋

Ｑ１ｃα１ ＋ Ｑ２ｃα２ ＋ Ｑ３ｃα３ ＋ Ｑ４ｃα４ ＋

Ｊｐ [ － ｎ１ｓα１（ α̇１ ＋ ｐ） － ｎ２ｓα２（ α̇２ ＋ ｑ） ＋

ｎ３ｓα３（ α̇３ － ｐ） ＋ ｎ４ｓα４（ α̇４ － ｑ） ] } ． （８ｆ）

２　 ＬＱＲ 位姿控制器设计

２􀆰 １　 系统非线性分离

常规四旋翼系统只有 ４ 个控制输入，即 ４ 个旋

翼转速 ｎｉ ，因而其仅能够追踪 ４个独立的输出，所以

目前研究者将四旋翼的飞行控制分为位置模式和姿

态模式．位置模式追踪三轴位置和偏航角，姿态模式

追踪三轴姿态角和高度．可倾转四旋翼系统具有 ８
个控制输入，即 ４个旋翼转速 ｎｉ 和 ４ 个旋翼倾转角

α ｉ ，属于输入冗余系统．通过 ４ 个旋翼的倾转可以形

成任意方向的控制力和控制力矩，可以同时追踪位

置期望和姿态期望．
但是旋翼倾转在改变推力方向的同时，也致使

系统的耦合性和非线性大幅度增强，控制器的设计

更为困难，因而对式（８）所表征的系统动力学模型做

简化解耦和线性化，以使其便于控制器设计是非常

必要的．
首先，在简化的模型中忽略系统内部的陀螺效

应和倾转反扭矩，作为二阶扰动项处理．简化后的动

力学模型为

Ｐ̈Ｅ ＝
０
０
ｇ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋ １
ｍ

ＥＲＢ∑
４

ｉ ＝ １

Ｂ
ＲＲｉＴ ｉ，

Θ̈ ＝ Ｉ －１
Ｂ （∑

４

ｉ ＝ １
（ＯＢＲｉ ×

ＢＲＲｉＴ ｉ） ＋∑
４

ｉ ＝ １
（ ＢＲＲｉＱｉ）） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（９）

其次，假设舵机和电机内部实现了快速高增益控

制器追踪期望旋转角度 α ｉ 和转速 ｎｉ ，因而可以忽略

舵机和电机的动态过程．分析式（９）就可以发现该系

统的非线性主要为输入非线性，符合哈默斯坦模型的

特 征［１７］， 可 以 通 过 构 造 中 间 控 制 量 ＵＥＦ ＝
Ｆｘ Ｆｙ Ｆｚ[ ] Ｔ 和 ＵＥＭ ＝ Ｍｘ Ｍｙ Ｍｚ[ ] Ｔ 将系统分

解为线性的动态环节和非线性的静态环节．针对动态

环节设计控制器，将控制器输出的中间控制量经非线

２９３
卢凯文，等．基于非线性分离的可倾转四旋翼 ＬＱＲ飞行控制研究．

ＬＵ Ｋａｉｗｅｎ，ｅｔ ａｌ．ＬＱＲ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｑｕａｄｒｏｔｏｒ ｗｉｔｈ ｔｉｌｔａｂｌｅ⁃ｒｏｔｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｙ．



性的静态环节映射到电机转速 ｎｉ 和舵机倾转角 α ｉ ．
线性的动态环节：

Ｖ̇Ｅ ＝
０
０
ｇ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋ １
ｍ
ＵＥＦ，

Ω
·Ｂ ＝ Ｉ －１

Ｂ ＵＥＭ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１０）

非线性的静态环节：

（ ＥＲＢ） ＴＵＥＦ
ＵＢＭ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ Ａ（α）

ｎ２１
ｎ２２
ｎ２３
ｎ２４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１１）

Ａ（α） ＝

０ － ｋｆｓα２ ０ － ｋｆｓα４
ｋｆｓα１ ０ － ｋｆｓα３ ０

－ ｋｆｃα１ － ｋｆｃα２ － ｋｆｃα３ － ｋｆｃα４
０ Ｎｃ，２ ０ Ｎｃ，４

Ｎｃ，１ ０ Ｎｃ，３ ０
Ｎｓ，１ Ｎｓ，２ Ｎｓ，３ Ｎｓ，４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

（１２）
其中， Ｎｃ，１＝ ｌｋｆｃα１ ＋ ｋｍｓα１，Ｎｓ，１＝ ｌｋｆｓα１ － ｋｍｃα１，Ｎｃ，２ ＝
－ ｌｋｆｃα２ － ｋｍｓα２，Ｎｓ，２ ＝ ｌｋｆｓα２ － ｋｍｃα２，Ｎｃ，３ ＝ － ｌｋｆｃα３ ＋
ｋｍｓα３，Ｎｓ，３ ＝ ｌｋｆｓα３ ＋ ｋｍｃα３，Ｎｃ，４ ＝ ｌｋｆｃα４ ＋ ｋｍｓα４，Ｎｓ，４ ＝
ｌｋｆｓα４ ＋ ｋｍｃα４ ．

从中间控制量到电机转速和舵机倾转角的映射

在飞行控制器的设计中，常被称为控制分配问题，
Ａ（α） 即是控制分配矩阵．对于常规四旋翼而言，控
制分配矩阵是常矩阵，但是在本文研究的可倾转四

旋翼系统中，它是 α 的函数．针对非线性控制分配问

题，研究者们提出了非线性规划法和动态寻优法

等［１８］，但是这类方法都需要较多的计算时间和计算

资源．文献［１５］针对倾转旋翼提出一种构造虚拟量

线性化的控制分配矩阵的方法，本文将该方法拓展

到可倾转四旋翼飞行器．
在式（１１）中引入 Ｎｌ，ｉ ＝ ｎ２ｉ ｓα ｉ

，Ｎｖ，ｉ ＝ ｎ２ｉ ｃα ｉ
，则有

（ ＥＲＢ） ＴＵＥＦ
ＵＢＭ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ ＡＮ，　 Ｎ ＝ Ｎｌ，１，Ｎｖ，１，…，Ｎｌ，４，Ｎｖ，４[ ] Ｔ ．

（１３）
不难发现，式（１３）中的控制分配矩阵 Ａ 为常矩

阵，与倾转角无关，且 Ａ 是行满秩矩阵，可通过求 Ａ
的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ伪逆计算虚拟量 Ｎ ，即：

Ｎ ＝ Ａ ＋
（ ＥＲＢ） ＴＵＥＦ

ＵＢＭ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１４）

从而可直接计算旋翼转速和倾转角：

ｎ２ｉ ＝ （Ｎ２ｖ，ｉ ＋ Ｎ２ｌ，ｉ） ，　 α ｉ ＝ ａｔａｎ ２（Ｎｌ，ｉ，Ｎｖ，ｉ） ． （１５）

２􀆰 ２　 ＬＱＲ 位姿控制设计

ＬＱＲ即线性二次型调节器，是一类具有广泛应
用的最优调节器，其性能指标为对象状态和控制输

入的二次型函数，最优解具有统一的解析表达式，容
易求得闭环形式的最优控制，且易于工程实现［１９］ ．分
析式（１０）对应的线性动态过程，易见位置和姿态的

动态过程是解耦的，可以分别设计位置控制器和姿

态控制器．
假设可倾转四旋翼稳定在某个设定的状态，给

定位置期望 ＰＥｄ ＝ ｘｄ ｙｄ ｚｄ[ ] Ｔ ，期望输入 （ＵＥＦ） ｄ ＝
０ ０ ｍｇ[ ] Ｔ ，定义如下状态量、输入量和输出量：
Ｘｐ（ ｔ） ＝ ［ｘ － ｘｄ，（ｘ － ｘｄ） ′，ｙ － ｙｄ，（ｙ － ｙｄ） ′，

　 　 ｚ － ｚｄ，（ ｚ － ｚｄ） ′］ Ｔ，

ΔＵＥＦ（ ｔ） ＝ ＵＥＦ － （ＵＥＦ） ｄ ＝ Ｆｘ Ｆｙ Ｆｚ － ｍｇ[ ] Ｔ，

ΔＰＥ（ ｔ） ＝ ｘ － ｘｄ ｙ － ｙｄ ｚ － ｚｄ[ ] Ｔ，
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í
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ï

ï
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ï

（１６）
由此可得位置控制模型的状态空间描述为

Ｘ̇ｐ（ ｔ） ＝ ＡｐＸｐ（ ｔ） ＋ ＢｐΔＵＥＦ（ ｔ），
ΔＰ（ ｔ） ＝ ＣｐＸｐ（ ｔ），

{ （１７）

其中，

Ａｐ ＝

０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｂｐ ＝

０ ０ ０
１ ／ ｍ ０ ０
０ ０ ０
０ １ ／ ｍ ０
０ ０ ０
０ ０ １ ／ ｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （１８）

同样地，给定姿态期望 Θｄ ＝ ϕｄ θ ｄ ψ ｄ[ ] Ｔ ，
期望输入 （ＵＢＭ） ｄ ＝Ο３×１ ，定义如下状态量、输入量和

输出量：
ＸΘ（ ｔ） ＝ ［ϕ － ϕｄ，（ϕ － ϕｄ） ′，θ － θ ｄ，（θ － θ ｄ） ′，

　 　 ψ － ψ ｄ，（ψ － ψ ｄ） ′］ Ｔ，

ΔＵＢＭ（ ｔ） ＝ ＵＢＭ － （ＵＢＭ） ｄ ＝ Ｍｘ Ｍｙ Ｍｚ[ ] Ｔ，

ΔΘ（ ｔ） ＝ ϕ － ϕｄ θ － θ ｄ ψ － ψ ｄ[ ] Ｔ，
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（１９）
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由此可得位置控制模型的状态空间描述为

Ｘ̇Θ（ ｔ） ＝ ＡΘＸΘ（ ｔ） ＋ ＢΘΔＵＢＭ（ ｔ），
ΔΘ（ ｔ） ＝ ＣΘＸΘ（ ｔ），

{ （２０）

其中，

ＡΘ ＝

０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ＢΘ ＝

０ ０ ０
１ ／ Ｉｘｘ ０ ０
０ ０ ０
０ １ ／ Ｉｙｙ ０
０ ０ ０
０ ０ １ ／ Ｉｚｚ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

（２１）

图 ２　 ＬＱＲ最优控制系统仿真结构

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｒｅｇｕｌａｔｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

２􀆰 ３　 最优控制律求解

定义 ＬＱＲ的性能指标为

Ｊ ＝ １
２ ∫ ＸＴ（ ｔ）ＱＸ（ ｔ） ＋ ΔＵＴ（ ｔ）ＲΔＵ（ ｔ）[ ] ｄｔ ， （２２）

其中， Ｑ 是状态变量的加权矩阵，为实对称半正定矩

阵， Ｒ 是输入量的加权矩阵，为实对称正定矩阵．求
解二次型最优控制即是寻找状态反馈控制律 ΔＵ（ ｔ）
使得 Ｊ 取得极小值．最常用的解法是利用 Ｒｉｃａｔｔｉ
方程［２０］：

Ｋ
·

＋ Ｑ － ＫＴＢＲ －１ＢＴＫＴ ＋ ＫＡ ＋ ＡＴＫＴ ＝ ０． （２３）
ＬＱＲ最优控制律为

ΔＵ（ ｔ） ＝ － Ｒ －１ＢＴＫＸ（ ｔ），
Ｕ（ ｔ） ＝ Ｕｄ ＋ ΔＵ（ ｔ） ．{ （２４）

经过多次尝试后，得到使系统性能良好的位置

控制器和姿态控制器 Ｑ 和 Ｒ 分别为

ＱＰ ＝ ｄｉａｇ ８１􀆰 ７，１２􀆰 ４，８１􀆰 ７，１２􀆰 ４，８１􀆰 ７，１２􀆰 ４{ } ，
ＲＰ ＝ ｄｉａｇ １，１，１{ } ，
ＱΘ ＝ ｄｉａｇ １５，２．８，１５，２．８，１５，２．８{ } ，
ＲΘ ＝ ｄｉａｇ １，１，１{ } ． （２５）

３　 仿真实验

在 ＭＡＴＬＡＢ的 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ模块中搭建仿真实验环

境（图 ２），验证所设计的位置姿态控制器的性能，可
倾转四旋翼的物理参数如表 １ 所示．仿真实验中，位
置的单位为 ｍ，姿态的单位为（°）．

表 １　 系统物理参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｈｙｓｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

符号 物理含义 数值 单位

ｍ 可倾转四旋翼质量 １􀆰 ３８ ｍｇ

ｇ 重力加速度 ９􀆰 ８１ ｍ·ｓ－２

Ｉｘｘ ｘ 轴惯性张量 ０􀆰 ０２９ ８ ｋｇ·ｍ２

Ｉｙｙ ｙ 轴惯性张量 ０􀆰 ０２９ ８ ｋｇ·ｍ２

Ｉｚｚ ｚ 轴惯性张量 ０􀆰 ５７１ ｋｇ·ｍ２

ｋｆ 升力系数 ３􀆰 １０×１０－５

ｋｍ 阻力系数 ５􀆰 ６１×１０－７

Ｊα 倾转轴转动惯量 １􀆰 ５０×１０－５ ｋｇ·ｍ２

Ｊｐ 陀螺力矩系数 ６􀆰 ００×１０－５

３􀆰 １　 稳定控制实验

首先验证 ＬＱＲ 控制器对可倾转四旋翼飞行器

的稳定控制效果．设定飞行器初始位置为 ＰＥ０ ＝
０ ０ ０[ ] Ｔ ，初始姿态为 Θ０ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ ，控制

目标是让飞行器稳定在 ＰＥｄ ＝ ３ ２ － ４[ ] Ｔ ， Θｄ ＝
１０ １５ ２０[ ] Ｔ ，仿真结果如图 ３所示．

从图 ３ 中可以看出，位置和姿态角很平稳地达

到了期望值．调节过程中，没有任何震荡，也几乎没

４９３
卢凯文，等．基于非线性分离的可倾转四旋翼 ＬＱＲ飞行控制研究．

ＬＵ Ｋａｉｗｅｎ，ｅｔ ａｌ．ＬＱＲ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｑｕａｄｒｏｔｏｒ ｗｉｔｈ ｔｉｌｔａｂｌｅ⁃ｒｏｔｏｒｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｙ．



图 ３　 稳定控制实验位置和姿态响应曲线

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｉｎ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

有超调，可以看出 ＬＱＲ控制器对于可倾转四旋翼飞

行器的稳定控制效果非常理想，能够在 ２ ｓ左右达到

目标位置且达到目标姿态，并在目标位置以目标姿

态悬停．
值得注意的是，常规四旋翼仅能够在无滚转无

俯仰的情况下保持悬停，当存在滚转角或俯仰角时，
旋翼的推力合力在水平方向上产生分力，使得旋翼

水平运动．可倾转四旋翼飞行器能够以非零滚转角

非零姿态角悬停，得益于旋翼的倾转可以形成任意

方向的控制力和控制力矩，即使存在滚转角和俯仰

角，仍可以控制旋翼推力合力垂直向上，与重力

平衡．

３􀆰 ２　 位置姿态独立追踪实验

不同于常规四旋翼，可倾转四旋翼飞行器能够

实现对飞行器位置和姿态的独立控制．本文分别设

计固定姿态的位置追踪实验和定点悬停的姿态追踪

实验，验证 ＬＱＲ控制器独立控制可倾转四旋翼飞行

器位置和姿态的能力．
１）设定飞行器初始状态， ＰＥ０ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ ，

Θ０ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ，在 ５ ｓ 内达到 ３ ｍ 高度，并控制

ϕ ＝１０°，θ ＝ ５° ．５ ｓ开始，追踪如式（２６）的位置期望，
位置响应如图 ４ａ 所示，图 ４ｂ 为同步的姿态响应

曲线．

ＰＥｄ ＝ ５ｓｉｎ（ π
１０
（ｔ － ５）），５ｃｏｓ（ π

１０
（ｔ － ５）） － ５， － ３é

ë
êê

ù

û
úú

Ｔ

．

（２６）
２）设定飞行器初始状态， ＰＥ０ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ ，

Θ０ ＝ ０ ０ ０[ ] Ｔ ，追踪方波姿态期望，同时定点悬

停在 ＰＥｄ ＝ １ ２ － ３[ ] Ｔ ，系统的输出曲线如图 ５
所示．

从图 ４ 和图 ５ 所示的实验结果不难看出，在本

文设计的 ＬＱＲ控制器的调节下，可倾转四旋翼能够

很好地跟踪三角函数形式的位置期望和方波形式的

姿态期望，跟踪迅速、控制稳定，且没有振荡．此外在

做位置追踪时，飞行器能够保持姿态稳定在给定姿

态，同样，在定点悬停时，依然能够追踪给定姿态，可
见，ＬＱＲ控制器具有很好地控制可倾转四旋翼飞行

器位置和姿态的能力．

４　 结束语

本文研究了具有可倾转旋翼的四旋翼飞行器，

５９３
学报（自然科学版），２０１９，１１（４）：３９０⁃３９７
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图 ４　 固定姿态的位置追踪实验响应曲线

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｕｎｄｅｒ ｓｔａｔｉｃ ａｔｔｉｔｕｄｅ

图 ５　 定点悬停的姿态追踪实验响应曲线

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａｔｔｉｔｕｄｅ ｔｒａｃｋｉｎｇ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｃｈａｎｇｅ

建立了系统的动力学模型．针对由于系统模型存在

强非线性和耦合性而难以设计控制器的问题，在合

理简化的基础上，通过构造中间控制量将系统分离

为线性动态环节和非线性静态环节，并设计 ＬＱＲ 最

优控制器控制分离后的线性动态环节，通过解算非

线性静态过程将中间控制量映射到实际控制量．仿
真结果表明，基于分离后的线性动态环节设计的

ＬＱＲ控制器具有很好地控制可倾转飞行器位置和姿

态的效果．
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