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进而由式（１）和（２）可得

ｄＸπ（ ｔ） ＝

ｒ（ ｔ）Ｘπ（ ｔ） ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（μ ｉ（ ｔ） － ｒ（ ｔ））π ｉ（ ｔ）[ ] ｄｔ ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉ（ ｔ）π ｉ（ ｔ）ｄＷｉ（ ｔ） ． （３）

１􀆰 ２　 倒向随机微分方程

倒向随机微分方程（以下简称 ＢＳＤＥ）的线性形

式起源于随机最优控制问题中系统状态的对偶方

程，其一般非线性形式的基本框架由 Ｐａｒｄｏｕｘ 和

Ｐｅｎｇ［３１］给出．随后，Ｐｅｎｇ 将著名的 Ｆｅｙｎｍａｎ⁃Ｋａｃ 公

式推广到非线性情形，建立了 ＢＳＤＥ 理论与偏微分

方程理论的紧密联系．
ＢＳＤＥ 的经典形式是

－ｄＹ（ ｔ）＝ ｆ（ ｔ，Ｙ（ ｔ），Ｚ（ ｔ））ｄｔ－Ｚ（ ｔ）ｄＷ（ ｔ），
Ｙ（Ｔ）＝ ξ，　 ｔ∈［０，Ｔ］，{ （４）

其中 ξ 是 ＦＴ 可测的随机变量，Ｔ是固定的终端时刻，
Ｗ（ ｔ） 是 ｍ 维标准布朗运动，ｆ 是生成元．若方程（４）
满足

∫Ｔ
０
｜ ｆ（·，０，０） ｜ ｄｓ ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ；Ｒｍ），

｜ ｆ（ ｔ，Ｙ，Ｚ） － ｆ（ ｔ，Ｙ′，Ｚ′） ｜ ≤
　 　 ｃ（ ｜ Ｙ － Ｙ′ ｜ ＋｜ Ｚ － Ｚ′ ｜ ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则对于任意给定的 ξ ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ；Ｒｍ），方程（４）
存在唯一解（Ｙ（ ｔ），Ｚ（ ｔ）） ．

相对于经典的（正向）随机微分方程（以下简称

ＳＤＥ）而言，ＢＳＤＥ 的研究起步很晚，究其原因是 ＳＤＥ
与 ＢＳＤＥ 在数学结构上存在本质差别，这使得 ＢＳＤＥ
不能由 ＳＤＥ 经时间逆转变换得到．１９９４ 年，法国著

名金融数学家 ＥＩ Ｋａｒｏｕｉ 教授用 ＢＳＤＥ 研究了证券市

场中许多重要的衍生产品定价问题，发现 Ｂｌａｃｋ⁃
Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式仅为线性 ＢＳＤＥ 的特殊形式． 此后，
ＢＳＤＥ 相关理论及在随机控制、随机微分对策、随机

偏微分方程中的应用，特别是在金融工程、保险精算

中的应用，已成为一个研究热点．

１􀆰 ３　 随机滤波

滤波是将信号中特定波段频率滤除的操作，是
抑制和防止干扰的一项重要措施．滤波问题的研究

对象是信号过程和观测过程，最优滤波就是根据能

观测到且可利用的信息对信号过程进行的最佳估

计．２０ 世纪 ６０ 年代初，Ｋａｌｍａｎ 和 Ｂｕｃｙ 发表了一篇题

为《线性滤波和预测理论的新成果》的论文，提出了

一种新的线性滤波理论，这就是所谓的 Ｋａｌｍａｎ 滤

波，它是一种从受噪声干扰的量测中估计线性动态

系统状态的有效递归算法．
当信号过程满足非线性动态系统时，相应的状

态估计问题就称之为非线性滤波．连续时间情形下

非线性滤波问题的经典构造是假设状态方程为一扩

散过程，观测过程为由另一布朗运动驱动的扩散过

程．对于这种非线性滤波问题，２０ 世纪 ６０ 年代涌现

出许 多 重 要 结 果， 例 如 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 最 优 滤 波、
Ｋｕｓｈｎｅｒ 方程、Ｄｕｎｃａｎ⁃Ｍｏｒｔｅｎｓｅｎ⁃Ｚａｋａｉ 方程等．关于

非线性滤波的最新进展，请参见文献［３２］．

２　 期权定价问题

２􀆰 １　 期权定价的相关知识

期权是指一种在未来某特定时间以特定价格买

入或者卖出一定数量的某种特定商品的权利．期权

有投机、保值和对冲风险等作用，投资者可以通过一

个定价模型来限定买权的价格范围．合理的定价能

有效地规避风险．因此，期权定价是期权交易中的核

心问题．
１９７３ 年，Ｂｌａｃｋ 和 Ｓｃｈｏｌｅｓ 提出了著名的 Ｂｌａｃｋ⁃

Ｓｃｈｏｌｅｓ［１］期权定价公式，它是期权定价理论中的里

程碑式结果．Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式的推导及运用受到一

系列条件的约束，例如标的资产价格 Ｓ（ ｔ）服从对数

正态分布、无风险利率 ｒ 为常数、不支付交易费和税

收等，这些过于严格的假设与现实存在较大差距，使
其在理论和应用上存在缺陷．例如 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公

式无法求解美式期权定价问题．继 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公

式之后，各种不同的期权定价模型纷纷被提出，Ｈａｒ⁃
ｒｉｓｏｎ 和 Ｋｒｅｐｓ［３３］ 提出了一种鞅定价方法，在风险中

性条件下，通过对该产品的未来现金流进行折现得

到期权的价格．此外，也有一些学者对 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ
公式进行不同程度的修正，提出了许多推广模型，例
如跳跃扩散模型、Ｌｅｖｙ 过程模型、指数 Ｌｅｖｙ 过程模

型、随机波动率模型等．这些模型的推导大多没有用

到 ＢＳＤＥ，接下来将介绍几个基于 ＢＳＤＥ 方法的期权

定价模型．这些结果主要取自文献［１４，３４］．

２􀆰 ２　 基于 ＢＳＤＥ 的期权定价模型

ＢＳＤＥ 具有良好的动态性，可以用来研究投资组

合以及期权定价问题．下面给出一种利用 ＢＳＤＥ 对欧

式期权进行定价的方法．
回忆 １􀆰 １ 节给出的假定条件，投资者的财富

Ｘπ（ ｔ） 满足方程（３）（ ｉ ＝ １ 的情况），并假设

μ（ ｔ） ＝ μ １（ ｔ），　 σ（ ｔ） ＝ σ １（ ｔ），

７０３
学报（自然科学版），２０１７，９（３）：３０５⁃３１３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１７，９（３）：３０５⁃３１３



π（ ｔ） ＝ π１（ ｔ），　 Ｗ（ ｔ） ＝Ｗ１（ ｔ），
从而

ｄＸπ（ｔ） ＝ ［ｒ（ｔ）Ｘπ（ｔ） ＋ （μ（ｔ） － ｒ（ｔ））π（ｔ）］ｄｔ ＋
　 　 σ（ ｔ）π（ ｔ）ｄＷ（ ｔ） ． （５）
根据无套利原则，若两种投资策略在将来的价

值相同，则它们的现价也应该相同．因此，如果能够

找到一个投资于债券和股票的自融资策略使其在 Ｔ
时刻的价值与欧式期权的价值相同，那么对任意时

刻 ｔ∈［０，Ｔ］，二者价值都应该相等．假设Ｋ表示股票

期权的执行价格，Ｔ 表示执行日，故 ｔ 时刻期权的价

格 Ｘπ（ ｔ） 满足如下 ＢＳＤＥ：
ｄＸπ（ｔ） ＝ ［ｒ（ｔ）Ｘπ（ｔ） ＋ （μ（ｔ） － ｒ（ｔ））π（ｔ）］ｄｔ ＋
　 　 σ（ｔ）π（ｔ）ｄＷ（ｔ），
Ｘπ（Ｔ） ＝ （Ｓ（Ｔ） － Ｋ） ＋，　 ∀ｔ ∈［０，Ｔ］．

ì

î

í

ïï

ïï （６）
令 σ（ ｔ）π（ ｔ） ＝ ｖ（ ｔ），易知 π（ ｔ） ＝ σ －１（ ｔ）ｖ（ ｔ），从而

ｄＸｖ（ ｔ） ＝ ［ ｒ（ ｔ）Ｘｖ（ ｔ） ＋
　 　 （μ（ ｔ） － ｒ（ ｔ））σ －１（ ｔ）ｖ（ ｔ）］ｄｔ ＋ ｖ（ ｔ）ｄＷ（ ｔ），
Ｘｖ（Ｔ） ＝ （Ｓ（Ｔ） － Ｋ） ＋，

ì

î

í

ïï

ïï （７）
其中 Ｘｖ（ ｔ） 表示令 ｖ（ ｔ） ＝ σ（ ｔ）π（ ｔ） 之后所得到的投

资者的财富． 由非线性 Ｆｅｙｎｍａｎ⁃Ｋａｃ 公式， 若令

ｕ（ ｓ，ｔ） ＝Ｘｖ（ ｔ），则 ｕ 满足：

ｕｔ ＋
１
２
σ ２（ ｔ） ｓ２ｕｓｓ ＋ ｒ（ ｔ） ｓｕｓ － ｒ（ ｔ）ｕ ＝ ０，

ｕ（ ｓ，Ｔ） ＝ ｇ（ ｓ），

ì

î

í
ïï

ïï

这里 ｇ（ ｓ） ＝ （ ｓ － Ｋ） ＋，ｖ（ ｔ） ＝ ｕｓσ ｓ，所以π（ ｔ） ＝ ｕｓｓ，其
中 ｕｔ 表示 ｕ 关于 ｔ 的偏导数，ｕｓ 表示 ｕ 关于 ｓ 的偏导

数，ｕｓｓ 表示 ｕ 关于 ｓ 的两阶偏导数．
注意上面方程的特殊结构，令
λ（ ｔ） ＝ σ －１（ ｔ）（μ（ ｔ） － ｒ（ ｔ）），
ｄＱ
ｄＳ

＝ ｅｘｐ － ∫Ｔ
０
λ（ ｓ）ｄＷ（ ｓ） － １

２ ∫
Ｔ

０
λ ２（ ｓ）ｄｓ{ } ，

根据 Ｇｉｒｓａｎｏｖ 定理可知

􀭺Ｗ（ ｓ） ＝ Ｗ（ ｓ） ＋ ∫ｓ
０
λ（ ｒ）ｄｒ

为 Ｑ 下的布朗运动，将其代入股票价格方程有

ｄＳ（ ｔ） ＝ ｒ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）ｄ􀭺Ｗ（ ｔ）， （８）
这里 Ｑ 为风险中性概率测度．由线性 Ｆｅｙｎｍａｎ⁃Ｋａｃ
公式得到

ｕ（ ｓ，ｔ） ＝ ＥＱ ｅ －∫Ｔｔ ｒ（ ｌ）ｄｌｇ（Ｓ（Ｔ））[ ] ． （９）
更进一步，如果 ｂ，ｒ，σ 为常数，我们还可以得到方程

的显式解

ｕ（Ｓ（ ｔ），ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ）Ｎ（ｄ１（Ｓ（ ｔ））） －
　 　 Ｋｅ －ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ０（Ｓ（ ｔ）））， （１０）

这里

ｄ０（ｘ） ＝ １
σ Ｔ － ｔ

ｌｎ ( ｘ
Ｋｅ －ｒ（Ｔ－ｔ） ) － １

２
σ Ｔ － ｔ ，

ｄ１（ｘ） ＝ ｄ０（ｘ） ＋ σ Ｔ － ｔ ，
Ｎ 为正态分布的累积函数，即

Ｎ（ｘ） ＝ １
２π
∫ｘ

－∞
ｅ － ｒ２

２ ｄｒ．

注 １　 上述推导过程表明：用 ＢＳＤＥ 方法定价期

权要比传统的偏微分方程方法更加简单方便．

２􀆰 ３　 基于不完备信息股票付息的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 期
权定价

　 　 金融市场上的投资者往往不能掌握全部信息，
研究不完备信息下的期权定价问题更符合金融市场

的实际情况．
仍采用 １􀆰 １ 节给出的假设，财富过程满足方程

（５），其中 Ｗ（ ｔ） 是 １ 维标准布朗运动，当 Ｒ（ ｔ） 表示

贷款利率时，有
ｄＢ（ ｔ） ＝ Ｒ（ ｔ）Ｂ（ ｔ）ｄｔ． （１１）
假设投资者仅知道股票价格、债券价格及短期

利率和贷款利率，并能估计股票的波动率，但不能观

测到股票的收益率，也无法获取布朗运动 Ｗ（ ｔ） 的信

息．由 Ｇ ｔ 的定义可知，Ｓ（ ｔ） 是 Ｇ ｔ⁃ 适应的，而 μ（ ｔ） 和

Ｗ（ ｔ） 是 Ｆ ｔ⁃ 适应的，因而投资者的投资策略将完全

依据 Ｇ ｔ 的信息．为了简单起见，假定 ｒ（ ｔ），σ（ ｔ） 和

σ －１（ ｔ） 是确定的有界函数．
考虑金融市场中不完备信息下以股票 Ｓ（ ｔ） 作

为标的资产的欧式期权定价问题：根据方程（１） 和

（１１） 可知投资者的财富 Ｘπ（ ｔ） 满足：
ｄＸπ（ ｔ） ＝ ［ ｒ（ ｔ）Ｘπ（ ｔ） ＋ （μ（ ｔ） ＋ δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） －

ｒ（ｔ））π（ｔ） － （Ｒ（ｔ） － ｒ（ｔ））（Ｘ（ｔ） － π（ｔ）） －］ｄｔ ＋
σ（ ｔ）π（ ｔ）ｄＷ（ ｔ），

其中 ｘ － ＝ ｜ ｘ ｜ － ｘ
２

，ｘ ＋ ＝ ｜ ｘ ｜ ＋ ｘ
２

，∀ｘ∈Ｒ；δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ））

表示在时刻 ｔ 的红利率．在这里假定 π（ ｔ） 是循序可

测的，且满足 Ｅ ∫Ｔ
０
π２（ ｔ）ｄｔ[ ] ＜ ∞；若 π（ ｔ） 取负值，

即意味着股票可以卖空；若Ｘπ（ ｔ） － π（ ｔ） 取负值，则
认为以利率 Ｒ（ ｔ） 从银行贷款．

由 ＢＳＤＥ 的观点，股票期权的无套利价格满足

ｄＸπ（ ｔ） ＝ ［ ｒ（ ｔ）Ｘπ（ ｔ） ＋ （μ（ ｔ） ＋ δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） －
　 　 ｒ（ ｔ））π（ ｔ） － （Ｒ（ ｔ） － ｒ（ ｔ））（Ｘ（ ｔ） －
　 　 π（ ｔ）） －］ｄｔ ＋ σ（ ｔ）π（ ｔ）ｄＷ（ ｔ），
Ｘπ（Ｔ） ＝ （Ｓ（Ｔ） － Ｋ） ＋，　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

８０３
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这里 Ｗ（ ｔ） 和 μ（ ｔ） 不可观测，而 Ｓ（ ｔ） 能被观测．令
μ^（ｔ） ＝ Ｅ［μ（ｔ） Ｇｔ］，　 Ｐｔ ＝ Ｅ［（μ（ｔ） － μ^（ｔ））２ Ｇｔ］．
定义一个新息过程

ｄ􀭺Ｗ（ ｔ） ＝ １
σ（ ｔ） (ｄＳ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）

－ μ^（ ｔ）ｄｔ ) ．
易知股票价格满足：

ｄＳ（ ｔ） ＝ μ^（ ｔ）Ｓ（ ｔ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）ｄ􀭺Ｗ（ ｔ） ．
由滤波理论，􀭺Ｗ（ ｔ） 是（Ω，Ｇ，Ｇ ｔ，Ｐ） 上的标准布朗运

动．根据文献［３５］ 可得：

ｄμ^（ ｔ） ＝
Ｐ ｔ

σ ２（ ｔ） (ｄＳ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）
－ μ^（ ｔ）ｄｔ )，

μ^（０） ＝ Ｅ［μ（０）］，　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

ì

î

í

ïï

ïï

其中 Ｐ ｔ 是下列黎卡提方程

Ｐ̇ ｔ ＝ － (
Ｐ ｔ

σ（ ｔ） )
２
，

Ｐ０ ＝ Ｅ［（μ（０） － μ^（０）） ２］，　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］

ì

î

í

ïï

ïï

的解．当 σ（ ｔ） ＝ σ 为常数时，我们可以给出显式解

Ｐ ｔ ＝
σ ２Ｐ０

ｔＰ０ ＋ σ ２， （１２）

从而

μ^（ ｔ） ＝ μ^（０） ＋ ∫ｔ
０

Ｐｒ

σ
ｄ􀭺Ｗ（ ｒ），

其中 Ｐｒ 由方程（１２） 给出．
结合滤波理论及凸分析方法，当所有参数都是

常数时， 可得到不完备信息下欧式期权价格的显

式解

Ｘπ（ ｔ） ＝ ｅ －δ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄＲ
１（Ｓ（ ｔ）））Ｓ（ ｔ） －

　 　 Ｋｅ －Ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄＲ
０（Ｓ（ ｔ）））， （１３）

这里 Ｎ（ｘ） 表示正态分布的累积函数，且

ｄＲ
０（Ｓ（ｔ）） ＝

１
σ Ｔ － ｔ

ｌｎ ( Ｓ（ｔ）
Ｋｅ－（Ｒ－δ）（Ｔ－ｔ） ) － １

２
σ Ｔ － ｔ，

ｄＲ
１（Ｓ（ ｔ）） ＝ ｄ０（Ｓ（ ｔ）） ＋ σ Ｔ － ｔ ．

注 ２　 对于上面讨论的欧式期权定价问题，当
股票价格 Ｓ（ ｔ） 的波动率 σ 和贷款利率 Ｒ 越高时，股
票的欧式期权价格越高；执行价格Ｋ和红利率 δ越高

时，股票的欧式期权价格越低．即在上述所有的假设

下，该股票的期权价格 Ｘπ（ ｔ） 分别随着 Ｓ（０），σ 或 Ｒ
的增大而增大，而分别随着 Ｋ，δ 的增大而减小．

注 ３　 当 δ ＝ ０，Ｒ ＝ ｒ 时，式（１３） 就退化为经典

的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式．由于公式中没有出现股票收

益率，因而结果与完备信息下相同，但推导过程充分

考虑了不完备信息因素并运用了滤波技术， 且当

Ｒ ＞ ｒ 时，此方法简单直接且易于理解和应用．

３　 均值⁃方差问题

Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ［２１］使用方差来刻画风险，提出了著名

的均值⁃方差模型，开启了投资组合研究的大门．均
值⁃方差问题主要包括离散时间和连续时间两种情

形，本节主要介绍随机控制方法在连续时间均值⁃方
差投资组合问题中的简单应用．

３􀆰 １　 基于完备信息、连续时间情形的均值⁃方差问题

由于方差在动态规划意义下不可分离，如何将

Ｍａｒｋｏｗｉｔｚ 最早提出的均值⁃方差模型推广到动态投

资的框架下一直是个难题． ２０００ 年， Ｌｉ 和 Ｎｇ［３６］、
Ｚｈｏｕ 和 Ｌｉ［３７］将嵌入法引入该问题的研究，终于解决

了方差不可分离这一难题．在此基础上，后续的连续

时间均值⁃方差模型的研究致力于解决更复杂的情

形．例如随机机会集合的问题［３８］、局域跳变的问题、
不允许卖空的问题［３９］ 等．需要注意的是， Ｚｈｏｕ 和

Ｌｉ［３７］ 提出的动态均值⁃方差投资策略并不满足时间

一致性，即投资策略在任意时间点上并非最优．最
近，Ｂｊｒｏｋ 等［４０］ 利用随机博弈思想提出了不同方法

解决了动态均值⁃方差问题的时间一致性问题．

３􀆰 ２　 基于不完备信息的均值⁃方差问题

研究不完备信息下的均值⁃方差问题更符合实

际情况．最近，Ｗａｎｇ 和 Ｗｕ［４１］ 研究了不完备信息和

非Ｍａｒｋｏｖ 控制系统下的均值⁃方差问题，推出了线性

二次问题的最优控制，得到了正倒向随机微分滤波

方程，并求解了一些随机控制与金融投资例子．现概

述如下：
基本假设如 １􀆰 １ 节所述，市场上有 １ 只债券和

ｍ 只股票，其价格满足方程（１），投资者的财富过程

Ｘπ（ ｔ） 满足方程 （３） ． 若假定初始财富为 Ｘπ（０） ＝
Ｘ０ ＞ ０，则 Ｘπ（ ｔ） 满足

ｄＸπ（ｔ） ＝ ｒ（ｔ）Ｘπ（ｔ） ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
（μ ｉ（ｔ） － ｒ（ｔ））πｉ（ｔ）[ ] ｄｔ ＋

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉ（ ｔ）π ｉ（ ｔ）ｄＷｉ（ ｔ），

Ｘπ（０） ＝ Ｘ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï （１４）

一般而言，投资者不可能获知市场上的所有信

息，不失一般性，令 Ｇ ｔ 表示投资者在 ｔ 时刻所能观测

的所有信息，显然 Ｇ ｔ ⊂ Ｆ ｔ ．对于投资者来说，他只能

根据 Ｇ ｔ 选择一个最优的投资组合．
定义 １　 若一个随机过程关于 Ｇ ｔ 是适应的，则

称其为是可观测的．
定义 ２　 如果对于一个投资组合策略 π（·） ＝

９０３
学报（自然科学版），２０１７，９（３）：３０５⁃３１３
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（π１（·），…，πｍ（·）），π ｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２，…，ｍ是 Ｇ ｔ 适应

且是平方可积的过程，那么称这个投资组合是可容

许的．假设可容许的投资组合策略集记为 Ｕａｄ ．
我们给出以下假设：
（Ｈ１） 系数 ｒ（·），μ ｉ（·），σ ｉ（·） 以及 σ －１

ｉ ，ｉ ＝ １，
２，…，ｍ 是在 Ｒ 中一致有界的函数．

在（Ｈ１） 下，对于任意的 π ｉ（·） ∈ Ｕａｄ，ｉ ＝ １，２，
…，ｍ，方程（１４） 中存在唯一解，类似于方程（６） 中

的替换，若定义 ｖｉ（·） ＝ σ ｉ（·）π ｉ（·），ｉ ＝ １，２，…，ｍ，
则方程（１４） 变形为

ｄＸｖ（ｔ）＝ ｒ（ｔ）Ｘｖ（ｔ） ＋∑
ｍ

ｉ ＝１

μｉ（ｔ） － ｒ（ｔ）
σｉ（ｔ）

ｖｉ（ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝１
ｖｉ（ｔ）ｄＷｉ（ｔ），

Ｘｖ（０）＝ Ｘ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï （１５）
其中 Ｘｖ（ ｔ） 表示经变换 ｖｉ（·） ＝ σ ｉ（·）π ｉ（·），ｉ ＝ １，２，
…，ｍ 后投资者的财富．

假设给定的 ξ 是 ＧＴ 可测的平方可积随机变量，

且 ξ ≥ Ｘ０ｅ∫
Ｔ

０
ｒ（ ｔ）ｄｔ ．这里 Ｘ０ｅ∫

Ｔ

０
ｒ（ ｔ）ｄｔ 表示投资者在整个投

资期间把初始财富 Ｘ０ 投在利率为 ｒ（ ｔ） 的债券上的

最终所得．
定义指标泛函

Ｊ（ｖ（·）；Ｘ０） ＝ １
２
Ｅ ｜ Ｘｖ（Ｔ） － ξ ｜ ２ ． （１６）

投资者的目标是 ｍｉｎ Ｊ（ｖ（·）；Ｘ０），这里 ｖ（·） ∈
Ｕａｄ，（Ｘｖ（·）；ｖ（·）） 满足方程（１４） 或者方程（１５），
其中 Ｘｖ（·） 的含义同方程（７） ．为了方便，将该问题

简记为（ＰＩＭＶ） ．
定理 １　 若假设（Ｈ１） 成立，则问题（ＰＩＭＶ） 的

最优投资策略为

π∗
ｉ （ ｔ） ＝ π∗

ｉ１（ ｔ） ＋ π∗
ｉ２（ ｔ）， （１７）

其中

π∗
ｉ１（ ｔ） ＝ －

μ ｉ（ ｔ） － ｒ（ ｔ）
σ ｉ（ ｔ） ２ ｛Ｅ［Ｘ∗（ ｔ） Ｇ ｔ］ －

Ｅ［ｈ（ ｔ） Ｇ ｔ］｝， （１８）

π∗
ｉ２（ ｔ） ＝ １

σ ｉ（ ｔ）
Ｅ［ｑｉ（ ｔ） Ｇ ｔ］，　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ， （１９）

（ｈ（·），ｑ１（·），…ｑｍ（·）） 和 Ｘ∗（·） 是以下方程的解

ｄｈ（ｔ） ＝ ｒ（ｔ）ｈ（ｔ） ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １

μ ｉ（ｔ） － ｒ（ｔ）
σ ｉ（ｔ）

ｑｉ（ｔ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｑｉ（ｔ）ｄＷｉ（ｔ），

ｈ（Ｔ） ＝ ξ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２０）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ｄＸ∗（ｔ） ＝ [ ｒ（ｔ）Ｘ∗（ｔ） ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
（μ ｉ（ｔ） －

　 　 ｒ（ｔ））π∗
ｉ （ｔ） ]ｄｔ ＋∑

ｍ

ｉ ＝ １
σｉ（ｔ）π∗

ｉ （ｔ）ｄＷｉ（ｔ），

Ｘ∗（０） ＝ Ｘ０．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï （２１）

注 ４　 如果 Ｆ ｔ ＝ Ｇ ｔ，０≤ｔ≤Ｔ，那么问题（ＰＩＭＶ）
就退化为完备信息下的均值⁃方差问题，具体细节可

参见文献［４２］．

４　 基于效用函数的最优投资组合问题

自 Ｍｅｒｔｏｎ 在 ２０ 世纪 ６０ 年代末提出投资⁃消费

模型至今，最大化期望效用问题已有比较系统的研

究，但大多假定风险资产价格动态方程中的布朗运

动 Ｗ 以及漂移系数可直接观测，这显然不符合实

际，因为投资者掌握的信息不可能是布朗运动 Ｗ 生

成的 σ⁃域 Ｆ ｔ，而是其中的一部分．同第 ２􀆰 ３ 节一样，
假定投资者仅能观测到股票价格，其生成的信息流

仍记为 Ｇ ｔ，显然只有 Ｇ ｔ －适应的过程才是可观测的．
基于信息流 Ｇ ｔ，Ａｌｓｔｅｒ 和 Ｂｅｌａｎｇｅｒ［４３］、Ｌａｋｎｅｒ［４４］ 运用

鞅方法研究了最优投资问题，但他没有给出投资策

略的显式解．杨招军和黄立宏［４５］、吴臻和王光臣［１４］

在一些特殊条件下获得了解析的最优投资策略．关
于其他进展，请参见文献［４６］．现重点阐述文献［１４］
取得的部分结果．

定义 ３ 　 若一个函数 ｆ（ｘ） 在（０，∞ ） 上连续可

微、严格增、严格凹，且满足 Ｉｎａｄａ 条件

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ ｘ ＝ ０

＝ ｌｉｍ
ｘ↓０

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ

＝ ＋ ∞，ｄｆ（ｘ）
ｄｘ ｘ ＝ ＋∞

＝

　 　 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ

＝ ０，

则称 ｆ（ｘ） 为效用函数．
定义 ４　 若对任意的 ０ ≤ ｔ≤ Ｔ都有 Ｘπ（ ｔ） ≥ ０

且 Ｅ [∫Ｔ
０
π２（ ｔ）ｄｔ ] ＜ ∞ 成立，则称投资策略π（ ｔ） 关

于初始财富 Ｘ０ 是容许的． 我们把所有容许投资策略

组成的集合记为 Ｕａｄ ．
基本假设同 １􀆰 １ 节，股票与债券的价格动态满

足方程（１），假设投资者具有初始财富 Ｘ０，在任意时

刻 ｔ，投资者的财富 Ｘπ（ ｔ） 满足方程（５） ．考虑到部分

信息的特点，股票收益率 μ（ ｔ） 必须 Ｇ ｔ⁃ 适应．
假定投资者的期望效用最大化问题为

ｍａｘ
π（ ｔ）

Ｅ［Ｕ（Ｘπ（Ｔ））］ （２２）

受限于

０１３
张焕君，等．基于不完备信息的投资组合风险管理：随机控制方法．

ＺＨＡＮＧ Ｈｕａｎｊｕｎ，ｅｔ ａｌ．Ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｒｉｓｋ ｍａｎａｇｅｍｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ：Ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄ．



ｄＢ（ｔ）＝ ｒ（ｔ）Ｂ（ｔ）ｄｔ，
ｄＳ（ｔ）＝ μ（ｔ）Ｓ（ｔ）ｄｔ ＋ σ（ｔ）Ｓ（ｔ）ｄＷ（ｔ），
ｄＸπ（ｔ）＝ ［ｒ（ｔ）Ｘπ（ｔ） ＋ （μ（ｔ） － ｒ（ｔ））π（ｔ）］ｄｔ ＋
　 　 σ（ｔ）π（ｔ）ｄＷ（ｔ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï （２３）
其中 Ｓ（ ｔ） 为观测过程，μ（ ｔ） 为不可观测的状态过程

且满足

ｄμ（ ｔ） ＝ ａμ（ ｔ）ｄｔ ＋ ｂｄＷ（ ｔ） ＋ ｃｄＶ（ ｔ），
这里 Ｗ（ ｔ） 和 Ｖ（ ｔ） 是定义在（Ω，Ｆ，（Ｆ ｔ），Ｐ） 上两个

相互独立的 １维标准布朗运动，ａ，ｂ，ｃ是常数．因为只

能观测到 μ（ ｔ） 的部分信息，所以式（２２） 和（２３） 构

成了一类基于不完备信息的期望效用最大化问题．
描述投资者偏好的效用函数Ｕ（·） 有很多种，其

中 Ｕ（·） ＝ ｌｎ（·） 是最常见的一种，其绝对风险厌恶

Ａｒｒｏｗ⁃Ｐｒａｔｔ 系数为财富水平的倒数，它体现了投资

者财富越多，风险厌恶程度越小的普遍心态．
根据滤波技术，原问题转化为

Ｖ（０，ｘ） ＝ ｍａｘ
｛π（ ｔ）｝∈Ｕａｄ

Ｅｌｎ Ｘπ（Ｔ）

受限于

ｄμ^（ ｔ） ＝ ａμ^（ ｔ）ｄｔ ＋
ｂσ（ ｔ） ＋ Ｐ ｔ

σ（ ｔ）
ｄ􀭺Ｗ（ ｔ），

ｄＳ（ ｔ） ＝ μ^（ ｔ）Ｓ（ ｔ）ｄｔ ＋ σ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）ｄ􀭺Ｗ（ ｔ），
ｄＸπ（ ｔ） ＝ ［ ｒ（ ｔ）Ｘπ（ ｔ） ＋ π（ ｔ）（ μ^（ ｔ） ＋

　 　 δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） － ｒ（ ｔ））］ｄｔ ＋ σ（ ｔ）π（ ｔ）ｄ􀭺Ｗ（ ｔ），

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

其中对任意 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，􀭺Ｗ（ ｔ），μ^（ ｔ） 均可观测且是

Ｆ ｔ⁃ 适应的，Ｓ（ ｔ） 是 Ｇ ｔ⁃ 适应的，Ｐ ｔ，δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） 及

ｄ􀭺Ｗ（ ｔ） 的含义同 ２􀆰 ３ 节所述．根据配方法可得下列

结果．
定理 ２　 在不完备信息下，使终端财富期望效

用最大的最优投资策略是

π（ ｔ） ＝ μ^（ ｔ） ＋ δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） － ｒ（ ｔ）
σ ２（ ｔ）

Ｘπ（ ｔ），

最优泛函为

Ｖ（０，μ^（０），ｘ） ＝ ｌｎ ｘ ＋

Ｅ ∫Ｔ
０
ｒ（ ｔ）ｄｔ ＋ １

２ ∫
Ｔ

０

（ μ^（ ｔ） ＋ δ（ ｔ，Ｓ（ ｔ）） － ｒ（ ｔ）） ２

σ ２（ ｔ）
ｄｔé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

其中

μ^（ ｔ） ＝ Ｅ［μ（ ｔ） Ｇ ｔ］，

Ｐ ｔ ＝ Ｅ［（μ（ ｔ） － μ^（ ｔ）） ２ Ｇ ｔ］，

ｄ􀭺Ｗ（ ｔ） ＝ １
σ（ ｔ） (ｄＳ（ ｔ）Ｓ（ ｔ）

－ μ^（ ｔ）ｄｔ ) ．

注 ５　 如果全部信息可知，那么最优投资策略

就退化成完备信息下的情形．

５　 小结

本文侧重于展示随机控制方法在期权定价、均
值⁃方差、基于效用函数的投资组合风险管理问题中

的简单应用．随着金融衍生产品的不断开发，大量的

随机控制新问题涌现出来．例如完全耦合正倒向随

机系统滤波与控制问题，时间不一致的随机最优控

制问题等，这些问题都非常值得深入研究，其研究反

过来将为管理投资组合风险提供有效方法．

致谢：非常感谢肖华副教授给予本文的指导性修改

建议与意见．
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