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基于模糊值损益证券的期望效用优化分析

摘要
对由具有模糊值损益证券所构成市

场中的期望效用优化问题进行了分析．
在分析中使用了加权期望效用模型度量
模糊值财富对应的期望效用，提出了模
糊意义下的套利概念，证明了最优投资
组合存在当且仅当市场不存在模糊意义
下的套利机会，重点讨论了最优投资组
合的性质，并利用最优组合描述了资产
的当前价格．
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０　 引言

　 　 在经典随机金融市场模型中，风险资产的价值表现往往用随机

变量或随机过程建模，这两种随机工具主要用于随机性未来状态背

景下的金融建模分析．在现实金融市场中存在着很多无法用随机模型

度量的不确定性因素，如由参数不确定性引起的不精确的预测、信息

不足、投资者的主观决策等，而模糊工具则可以较好地解决这一类

问题．
模糊工具现已被广泛应用于金融分析领域，这些应用主要包括

以下几个方面：１）将现有的金融模型中的参数模糊化，得到新的模

型，如带有模糊内在收益率的 ＮＰＶ 模型［１］、模糊波动率和模糊强

度［２⁃７］的资产定价模型；２）利用模糊数或模糊随机变量构造资产的未

来价值或收益率，并利用新的市场模型分析经典金融问题，如在传统

的投资组合选择问题上，已有学者利用模糊数或模糊随机变量定义

证券的未来价值［８⁃１０］，同时提出了新的风险度量的定义，得到了新的

均值⁃方差模型并求出了最优投资组合；３）在资产定价问题上，将资产

的未来价值定义为模糊随机变量，提出了带有模糊信息的风险中性

定价［１１］、基于模糊随机价格的均值评估［１２⁃１４］ 等新的定价方法并得到

了一些有趣的结论；４）利用模糊工具，如模糊层次分析法（ＡＨＰ）、模
糊指标值（ＴＯＰＳＩＳ）、模糊推理、模糊逻辑方法和模糊时间序列来评估

市场表现［１５⁃１６］或财务预测［１７⁃２０］ ．
在经典金融市场分析中有两个相互联系的问题：金融资产定价

和消费者效用优化．根据期望效用理论，一个投资者可以在无套利市

场得到效用最大化，同时根据无套利定价理论［２１］，该投资者的最优策

略又可以构造一个定价方法，现已有不少基于效用最大化的定价方

法，如公平价格理论［２２］和无差别定价方法［２３］ ．借助以上定价方法，可
以分析未来价格为模糊数的证券市场的效用优化问题．对于期望效用

为模糊数的问题，文献［２４］中提出了加权期望效用模型并将其应用

于投资组合选择．加权期望效用优化的概念来源于模糊数的评价方

法［１２］ ．加权期望效用模型会在本文中进行进一步的讨论．为了确保最

优投资组合的存在性，本文将给出模糊背景下的无套利的充分和必

要条件，同时，本文还将讨论最优投资组合和基本证券的价格之间的

关系．
本文结构安排如下：第一节简单介绍了模糊数和加权期望效用



　 　 　 　模型；第二节为主要结论，并对具有模糊值损益市场

的期望效用优化问题进行了分析；第三节给出了一

个数值算例对文章结论予以说明；第四节则给出了

一些讨论与展望．

１　 基于模糊财富的期望效用模型

在模糊信息影响下的金融市场中，证券的价值

可以用模糊数建模．假设模糊数 􀭹Ｘ 为某种不确定的

价值，其 α⁃ 截集为 􀭹Ｘα ＝ ［􀭹ＸＬ
α，􀭹ＸＵ

α］ ．对于某个给定的

α，假设 􀭹ＸＬ
α和 􀭹ＸＵ

α关于 α 连续，其中 􀭹ＸＬ
α和 􀭹ＸＵ

α可以分别

看作是给定的隶属度 α 水平下的最差和最佳表现．
关于模糊数的基本运算规则，可参见文献［２３］ ．关于

两个模糊数大小的比较方法有多种，如基于水平集、
模糊测度等［２５］ ．本文采取如下规则对模糊数进行排

序：对于两个具有模糊价值的风险资产 􀭹Ｘ 和 􀭹Ｙ，若对

于任意 α∈［０，１］，􀭹ＸＬ
α ＝ 􀭹ＹＬ

α且 􀭹ＸＵ
α ＝ 􀭹ＹＵ

α成立，那么称 􀭹Ｘ
等于 􀭹Ｙ；若对于任意 α ∈ ［０，１］，􀭹ＸＬ

α ≥ 􀭹ＹＬ
α且 􀭹ＸＵ

α ≥ 􀭹ＹＵ
α

成立，则称 􀭹Ｘ 优于 􀭹Ｙ，记作 􀭹Ｘ ≽ 􀭹Ｙ．
定义 １［２４］ 　 假设一个投资者可由两个参数（ｕ，

λ） 表示，其中：
１）ｕ为投资者对财富的效用函数，定义 ｕ是严格

增的，严格凹的，在 Ｒ ＋ 到 Ｒ 上二次可微且满足如下

正则条件：
ｕ′（ｘ） ＞ ０，　 ｕ″（ｘ） ＜ ０，
ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｕ′（ｘ） ＝ ＋ ∞，

ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｕ′（ｘ） ＝ ０． （１）

２） λ ∈ ［０􀆰 ５，１］，代表投资者对于不确定性的

悲观程度．
定义 ２［２４］ 　 对于模糊财产 􀭹Ｘ，投资者（ｕ，λ） 的

加权期望效用定义如下：

Ｕλ（􀭹Ｘ） ＝ ∫１
０
［λｕ（􀭹ＸＬ

α） ＋ （１ － λ）ｕ（􀭹ＸＵ
α）］ｄα． （２）

命题 １［２４］ 　 对于任意投资者 （ｕ，λ），Ｕλ 有如下

性质：
１） Ｕλ（·） 在模糊背景下的偏好顺序“≽” 下是

非降的；
２） Ｕλ（·） 在模糊背景下为凹函数．

２　 基于不确定性证券的效用优化分析

考虑市场中存在多个证券的效用优化问题．假
设存在 Ｎ 种证券，它们的价值 ／未来损益表现为模糊

数 􀭹Ｓｉ，而当前价格为确定值 π ｉ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ．一个由

Ｎ 种证券组成的投资组合向量为 ξ ＝ （ξ １，…，ξＮ） Ｔ，

其中 ξ ｉ ∈Ｒ为第 ｉ种证券的单位数．那么对应地，ξ的

当前的价格和未来损益分别为 Ｖ０（ξ） ＝ ξ·π 和

Ｖ１（ξ） ＝ ξ·􀭹Ｓ，其中 π ＝ （π１，…，πＮ） Ｔ 是价格向量，
􀭹Ｓ ＝（􀭹Ｓ１，…，􀭹ＳＮ） Ｔ 是未来损益向量．

对于一个投资者（ｕ，λ），假设其初始财富值为

ｅ，他希望寻求一个最优投资组合 ξ∗ 以获得最优期

望效用．投资者的投资预算集为

Ｂ（ｅ） ＝ ｛ξ ｜ Ｖ０（ξ） ＝ ξ·π≤ ｅ，（Ｖ１（ξ）） Ｌ
α ≥０，

　 　 α ∈ ［０，１］｝ ． （３）
其中 ξ·π≤ ｅ为关键约束，而约束（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ

α ≥０来自

于 ｕ 的定义域．将加权期望效用作为目标函数，得到

如下规划：
ｍａｘ Ｕλ（ξ·􀭹Ｓ），
ｓ．ｔ． ξ ∈ Ｂ（ｅ） ．

更加明确地，该规划可以改写如下：

（Ｐ１）　

ｍａｘ： ∫１
０
［λｕ（（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ

α） ＋

　 　 　 　 （１ － λ）ｕ（（ξ·􀭹Ｓ） Ｕ
α）］ｄα，

ｓ．ｔ．　 　 ξ·π ≤ ｅ．

（４）

那么，在什么条件下（Ｐ１） 将有最优解？ 在经典随机

金融分析中，在随机财富的期望效用背景下的同样

的问题在无套利条件下有最优解．现在模糊背景下

提出类似的新的套利的概念．
定义 ３　 给定一个价格向量 π 和一个模糊损益

向量 􀭹Ｓ，一个投资组合 ξ 在模糊意义下是套利的，若
以下 ３ 个条件之一成立：

１） ξ·π ＜ ０，且对于任意 α，（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ
α ≥ ０；

２） ξ·π≤０，且对于任意 α，（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ
α ≥０，同时

存在一个 α０ 使得（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ
α０

＞ ０ 成立；

３） ξ·π ＝ ０，且对于任意α，（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ
α ＝ ０，但存在

一个 α０ 使得（ξ·􀭹Ｓ） Ｕ
α０

＞ ０ 成立．
现对上述定义进行说明．若 ξ 满足定义 ３ 的 １）

和 ２），持有 ξ 即会带来收益，且在未来任意时刻即使

在最坏情况下收益均为非负．另外有一种情况也应

被视为套利，假设某一证券 Ａ，其模糊损益为 􀭹ａ，α⁃截
集为 􀭹ａα ＝ ［􀭹ａＬ

α，１］， 另一证券 Ｂ 的模糊损益为 􀭴ｂ，
􀭴ｂα ＝［１，􀭴ｂＵ

α］ ．显然，对于任意 α ∈ ［０，１］，（􀭴ｂ － 􀭹ａ） Ｌ
α ＝

０，若 Ａ 与 Ｂ 有相同的当前价格，那么将会产生套利，
因为 １ 是 Ａ 的最好价值表现，却是 Ｂ 的最差表现．命
题 ２ 将对这类情况进行讨论．

命题 ２　 市场在模糊意义下无套利，当且仅当：
｛ξ ｜ ξ·π ≤ ０｝ ∩ ｛ξ ｜ （ξ·􀭹Ｓ） Ｌ

α ≥ ０，
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　 　 α ∈ ［０，１］｝ ＝ ｛０
→
｝ ． （５）

证明　 显然，当等式（５）成立时为无套利．现证

明，若存在一个 􀭵ξ 使得对于任意 α ∈ ［０，１］，
􀭵ξ·π ≤ ０，　 （􀭵ξ·􀭹Ｓ） Ｌ

α ≥ ０ （６）
成立，那么在无套利市场下， 􀭵ξ 一定为 ０．

式（６） 中包含了如下 ３ 种情况：
１）􀭵ξ·π ＜ ０，对任意α∈［０，１］，满足（􀭵ξ·􀭹Ｓ）Ｌ

α ≥０；
２）􀭵ξ·π≤０，对任意α ∈［０，１］，满足（􀭵ξ·􀭹Ｓ）Ｌ

α ≥０，
但存在一个 α０ 使得（􀭵ξ·􀭹Ｓ） Ｌ

α０
＞ ０；

３）􀭵ξ·π ＝ ０，对任意α ∈［０，１］，满足（􀭵ξ·􀭹Ｓ）Ｌ
α ＝ ０．

由于市场无套利，１）、２） 不成立，而３） 则可以推

出（􀭵ξ·􀭹Ｓ） Ｌ
α ＝ （􀭵ξ·􀭹Ｓ） Ｕ

α ＝ ０，α∈［０，１］ ．因此，􀭵ξ·􀭹Ｓ ＝ ０，
此时并不是一个模糊数而是一个确定的实数，因此􀭵ξ
必须为 ０．

假设１　 对于任意 ｉ ＝ １，…，Ｎ，（􀭹Ｓｉ） Ｌ
０ ≥０且存在

ｉ０使得（􀭹Ｓｉ０）
Ｌ
０ ＞ ０．

命题 ３　 在假设 １ 的条件下，（Ｐ１） 有最优解当

且仅当市场在模糊意义下无套利．
证明 　 显然，由于 ｕ 的连续性，（Ｐ１） 的目标函

数关于 ξ 连续，因此若 Ｂ（ｅ） 有界，那么该规划必有

最优解．为此，反设Ｂ（ｅ） 无界，那么必然存在一个组

合序列，记为｛ξ ｋ｝，使得 ξ ｋ ∈Ｂ（ｅ） 且‖ξ ｋ‖→∞ ．
令 ξ^ｋ ＝ ξ ｋ ／‖ξ ｋ‖，则｛ ξ^ｋ｝ 有界，因此必然存在一个

收敛的子序列 ξ^ ｌｋ 满足 ξ^λκ → ξ^０（ｋ → ∞） ．
由π·ξ ｌｋ ≤ ｅ和（ξ ｌｋ·􀭹Ｓ） Ｌ

α ≥０可知，当 ｋ→∞ 时

π·ξ^ ｌｋ ≤ ｅ ／‖ξ ｌｋ‖→０且（ ξ^ ｌｋ·􀭹Ｓ） Ｌ
α ≥０成立，因此对

于任意 α ∈［０，１］，π·ξ ０ ≤０和（ξ ０·􀭹Ｓ） Ｌ
α ≥０成立．

由命题 ２ 可知，在一个无套利市场中 ξ ０ ＝ ０
→
，与

给定的‖ξ ０‖ ＝ １矛盾．因此在无套利条件下，Ｂ（ｅ）
有界，从而存在最优解．

另一方面，若市场在模糊意义下存在套利，那么

由假设 １ 可知，存在一个投资组合􀭵ξ 使得􀭵ξ·π≤０，
（􀭵ξ·􀭹Ｓ） Ｌ

α ＞ ０，α ∈ ［０，１］ 成立，因此对于任意 ξ ∈
Ｂ（ｅ） 和任意 α ∈ ［０，１］，ξ ＋ 􀭵ξ ∈ Ｂ（ｅ） 成立，
（（ξ ＋ 􀭰ξ）·􀭹Ｓ）Ｌ

α ＞ （ξ·􀭹Ｓ）Ｌ
α且（（ξ ＋􀭰ξ）·􀭹Ｓ）Ｕ

α ＞ （ξ·􀭹Ｓ）Ｕ
α ．

又由于对于任意 α，ｕ 严格增， 那么对于任意

ξ ∈Ｂ（ｅ），Ｕλ（（ξ ＋ 􀭵ξ）·􀭹Ｓ） ＞ Ｕλ（ξ·􀭹Ｓ） 成立，这说

明不存在最优投资组合．定理得证．
在市场无套利条件下，期望效用可在某一个投

资组合 ξ∗ 处达到最大．显然，ξ∗ 依赖于初始财富值

ｅ 且最大期望效用是一个关于 ｅ 的函数，将其记为

Ｗ（ｅ） ＝ Ｕλ（ξ∗·􀭹Ｓ） ．

为了更好地讨论最优解 ξ∗ 的性质， 在此将

（Ｐ１） 重新改写成一个等价形式， 从而使 ｕ（（ξ·
􀭹Ｓ） Ｌ

α） 和 ｕ（（ξ·􀭹Ｓ） Ｕ
α） 的表达式更加简洁明确．令 ξ ＋ ＝

（ξ ＋
１ ，…，ξ ＋

Ｎ） Ｔ，ξ － ＝ （ξ －
１ ，…，ξ －

Ｎ） Ｔ，其中：

ξ ＋
ｉ ＝

ξ ｉ ＋｜ ξ ｉ ｜
２

，ξ －
ｉ ＝

｜ ξ ｉ ｜ － ξ ｉ

２
，ｉ ＝ １，…，Ｎ．

ξ ＋ 和 ξ － 是两个非负向量，分别代表向量 ξ 的正部和

负部，且满足

ξ ＝ ξ ＋ － ξ －，

ξ ＋ 􀳱 ξ － ＝ （ξ ＋
１ ξ －

１ ，…，ξ ＋
Ｎ ξ －

Ｎ） Ｔ ＝ ０
→
．

根据正负部 ξ ＋ 和 ξ －，可以得到

（ξ·􀭹Ｓ） Ｌ
α ＝ ξ ＋·􀭹ＳＬ

α － ξ －·􀭹ＳＵ
α，

（ξ·􀭹Ｓ） Ｕ
α ＝ ξ ＋·􀭹ＳＵ

α － ξ －·􀭹ＳＬ
α，

其中 􀭹ＳＬ
α ＝ （（􀭹Ｓ１） Ｌ

α，…， （􀭹ＳＮ） Ｌ
α） Ｔ，􀭹ＳＵ

α ＝ （（􀭹Ｓ１） Ｕ
α，…，

（􀭹ＳＮ） Ｕ
α） Ｔ ．此时， （Ｐ１） 的规划问题可以改写成如下

形式：

（Ｐ１）　

ｍａｘ：∫１
０
［λｕ（ξ ＋·􀭹ＳＬ

α － ξ －·􀭹ＳＵ
α ＋

　 　 　 　 （１ － λ）ｕ（ξ ＋·􀭹ＳＵ
α － ξ －·􀭹ＳＬ

α）］ｄα，

ｓ．ｔ．　 ξ ＋·π － ξ － π ≤ ｅ，

ξ ＋，ξ －≥ ０，　 ξ ＋ 􀳱 ξ － ＝ ０
→
．

根据参考文献［２４］，上述优化问题可以忽略约

束条件 ξ ＋ 􀳱 ξ － ＝ ０
→
，证明方法与文献［２４］ 类似，因此

文中不再赘述．
命题 ４　 规划问题（Ｐ１） 等价于：

（Ｐ２） 　

ｍａｘ：∫１
０
［λｕ（ξ１·􀭹ＳＬ

α － ξ２·􀭹ＳＵ
α） ＋

　 　 　 　 （１ － λ）ｕ（ξ１·􀭹ＳＵ
α － ξ２·􀭹ＳＬ

α）］ｄα，

ｓ．ｔ．　 ξ１·π － ξ２·π ＝ ｅ，
　 ξ１ ≥０，　 ξ２ ≥０．

若 ξ∗ 是（Ｐ１） 的最优解，那么（ξ∗
＋ ，ξ∗

－ ） 是（Ｐ２）
的最优解，其中 ξ∗

＋ ，ξ∗
－ 分别为 ξ∗ 的正部和负部．相

反地，若（ξ １
∗，ξ ２

∗） 是（Ｐ２） 的最优解，那么 ξ １
∗ － ξ ２

∗

为（Ｐ１） 的最优解． （Ｐ１） 的最优解的性质也可以在

（Ｐ２） 的基础上进行分析．
命题５　 若 ξ∗ 是（Ｐ１） 的最优投资组合，那么对

于 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

π ｉξ∗
ｉ ＝ １

Ｗ′（ｅ）∫
１

０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉξ∗
ｉ ） Ｌ

α ＋

　 　 （１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｕ
α）（􀭹Ｓｉξ∗

ｉ ） Ｕ
α］ｄα， （７）

其中 Ｗ′（ｅ） 是 Ｗ（ｅ） 关于 ｅ 的导数：

２６５
尤苏蓉，等．基于模糊值损益证券的期望效用优化分析．
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Ｗ′（ｅ） ＝ １
ｅ ∫

１

０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ
α ＋

　 　 （１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ
α）（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ

α］ｄα． （８）
证明　 若 ξ∗

ｉ ＝ ０，则等式（７） 显然成立． 假设

ξ∗
ｉ ≠０，记（Ｐ２） 的目标函数为

ｆ（ξ １，ξ ２） ＝ ∫１
０
［λｕ（ξ １·􀭹ＳＬ

α － ξ ２·􀭹ＳＵ
α） ＋

　 　 （１ － λ）ｕ（ξ １·􀭹ＳＵ
α － ξ ２·􀭹ＳＬ

α）］ｄα．
构造拉格朗日函数

Ｌ（ξ １，ξ ２；ν，γ
→

１，γ
→

２） ＝ ｆ（ξ １，ξ ２） －

　 　 ν（ξ １·π － ξ ２·π － ｅ） － γ
→

１·ξ １ － γ
→

２·ξ ２ ．
令 ξ∗ ＝ ξ∗

＋ － ξ∗
－ ，其中 ξ∗

＋ ，ξ∗
－ 分别为其正部和负部．

设（ξ∗
＋ ，ξ∗

－ ） 是（Ｐ２） 的最优解，此时，由最优一阶条

件，可以得到：
∂

∂ξ １
ｉ

ｆ（ξ∗
＋ ，ξ∗

－ ） ＝ νπ ｉ ＋ γ １ｉ，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

∂
∂ξ ２

ｉ

ｆ（ξ∗
＋ ，ξ∗

－ ） ＝ － νπ ｉ ＋ γ ２ｉ，　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，

（ξ∗
＋ － ξ∗

－ ）·π ＝ ｅ，
γ １ｉξ∗

ｉ ＋ ＝ ０，　 γ ２ｉξ∗
ｉ － ＝ ０，　 γ １ｉ ≥ ０，　 γ ２ｉ ≥ ０，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ． （９）
由积分和求导的可交换性，可得：
∂

∂ξ １
ｉ

ｆ（ξ １，ξ ２） ＝ ∫１
０
［λｕ′（ξ １·􀭹ＳＬ

α － ξ ２·􀭹ＳＵ
α）（􀭹Ｓｉ） Ｌ

α ＋

（１ － λ）ｕ′（ξ １·􀭹ＳＵ
α － ξ ２·􀭹ＳＬ

α）（􀭹Ｓｉ） Ｕ
α］ｄα，

∂
∂ξ２

ｉ

ｆ（ξ１，ξ２） ＝ － ∫１
０
［λｕ′（ξ１·􀭹ＳＬ

α － ξ２·􀭹ＳＵ
α）（􀭹Ｓｉ）Ｕ

α ＋

（１ － λ）ｕ′（ξ １·􀭹ＳＵ
α － ξ ２·􀭹ＳＬ

α）（􀭹Ｓｉ） Ｌ
α］ｄα．

将其代入式（９） 中的第一、二个等式得到：

∫１
０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉ） Ｌ
α ＋

（１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ
α）（􀭴Ｓｉ）Ｕ

α］ｄα ＝ νπｉ ＋ γ１ｉ， （１０）

∫１
０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉ） Ｕ
α ＋

（１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ
α）（􀭴Ｓｉ）Ｌ

α］ｄα ＝ νπｉ － γ２ｉ ． （１１）
将其分为两种情况进行讨论：
１）若 ξ∗

＋ｉ ＞ ０，那么γ １ｉ ＝ ０，ξ∗
－ｉ ＝ ０且 ξ∗

ｉ ＝ ξ∗
＋ｉ ＞ ０

成立，则：

∫１
０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉ） Ｌ
α ＋

（１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｕ
α）（􀭹Ｓｉ） Ｕ

α］ｄα ＝ νπ ｉ，

∫１
０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉξ∗
ｉ ） Ｌ

α ＋

（１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ
α）（􀭹Ｓｉξ∗

ｉ ）Ｕ
α］ｄα ＝ νπ ｉξ∗

ｉ ．
２） 若 ξ∗

－ｉ ＞ ０，γ ２ｉ ＝ ０，ξ∗
＋ｉ ＝ ０ 且 ξ∗

ｉ ＝ － ξ∗
－ｉ ＜

０，则：

∫１
０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉ） Ｕ
α ＋

（１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｕ
α）（􀭹Ｓｉ） Ｌ

α］ｄα ＝ νπ ｉ，

∫１
０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉξ∗
ｉ ） Ｌ

α ＋

（１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ
α）（􀭹Ｓｉξ∗

ｉ ）Ｕ
α］ｄα ＝ νπ ｉξ∗

ｉ ．
综合以上两种情况，即可得到：

π ｉξ∗
ｉ ＝ １

ν ∫
１

０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（􀭹Ｓｉξ∗
ｉ ） Ｌ

α ＋

　 　 （１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｕ
α）（􀭹Ｓｉξ∗

ｉ ） Ｕ
α］ｄα．

由 π·ξ∗ ＝ ｅ 即可得到 ν 的表达式：

ν ＝ １
ｅ ∫

１

０
［λｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ

α）（ξ∗·􀭹Ｓ） Ｌ
α ＋

　 　 （１ － λ）ｕ′（（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ
α）（ξ∗·􀭹Ｓ）Ｕ

α］ｄα． （１２）
在 （Ｐ２） 的规划中，ｅ 只存在于第一个约束条件

“ξ １·π － ξ ２·π ＝ ｅ” 中． 由包络定理［２６］ 可知，在该约

束条件中 Ｗ′（ｅ） 与乘数 ν 相等．

３　 数值算例

假设存在 ３ 种模糊资产，其当前价格分别为

５ ／ ４，７ ／ ４，５ ／ ２，未来损益分别为 􀭹ａ ＝ （１，３ ／ ２，２，５ ／ ２），
􀭴ｂ ＝（３ ／ ２，７ ／ ４，２，７ ／ ３），􀭴ｃ ＝ （２，１１ ／ ４，３，７ ／ ２），其中梯

形模糊数 􀭹Ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４） 的 α⁃ 截集为

􀭹Ｘα ＝ ［ｘ１ ＋ （ｘ２ － ｘ１）α，ｘ４ － （ｘ４ － ｘ３）α］ ．
令某一投资者的效用函数为 ｕ（ｘ） ＝ １ － ｅ －ｘ，悲

观度 λ ＝ ０􀆰 ８，初始财富值 ｅ ＝ １０．由于效用函数的特

殊性，对 􀭹Ｘ 的加权期望效用的积分计算结果如下：

Ｕλ（􀭹Ｘ）＝ １ ＋ λ
ｘ２ － ｘ１

（ｅ－ｘ２ － ｅ－ｘ１） － １ － λ
ｘ４ － ｘ３

（ｅ－ｘ３ － ｅ－ｘ４）．

将其代入（Ｐ１） 和（Ｐ２），最优投资组合即为如

下规划的解：
ｍａｘ：１ ＋ ０􀆰 ８ × ［ｅｘｐ（ － ３ξ ＋

１ ／ ２ ＋ ２ξ －
１ － ７ξ ＋

２ ／ ４ ＋
２ξ －

２ － １１ξ ＋
３ ／ ４ ＋ ３ξ －

３ ） － ｅｘｐ（ － ξ ＋
１ ＋

５ξ －
１ ／ ３ － ３ξ ＋

２ ／ ２ ＋ ７ξ －
２ ／ ３ － ２ξ ＋

３ ＋
７ξ －

３ ／ ２）］ ÷ （ξ ＋
１ ／ ２ ＋ ξ －

１ ／ ２ ＋ ξ ＋
２ ／ ４ ＋

ξ －
２ ／ ３ ＋ ３ξ ＋

３ ／ ４ ＋ ξ －
３ ／ ２），

　 　 － ０􀆰 ２ × ［ｅｘｐ（ － ２ξ ＋
１ ＋ ３ξ －

１ ／ ２ － ２ξ ＋
２ ＋

７ξ －
２ ／ ４ － ３ξ ＋

３ ＋ １１ξ －
３ ／ ４） －

ｅｘｐ（ － ５ξ ＋
１ ／ ２ ＋ ξ －

１ － ７ξ ＋
２ ／ ３ ＋

３ξ －
２ ／ ２ － ７ξ ＋

３ ／ ２ ＋ ２ξ －
３ ）］ ÷

３６５
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（ξ ＋
１ ／ ２ ＋ ξ －

１ ／ ２ ＋ ξ ＋
２ ／ ３ ＋ ξ －

２ ／ ４ ＋
ξ ＋

３ ／ ２ ＋ ３ξ －
３ ／ ４），

ｓ．ｔ．　 ７（ξ ＋
１ － ξ －

１ ） ／ ４ ＋ １５（ξ ＋
２ － ξ －

２ ） ／ ８ ＋
２３（ξ ＋

３ － ξ －
３ ） ／ ８ ＝ １ ０００，

ξ ＋
１ ，ξ

－
１ ，ξ

＋
２ ，ξ

－
２ ，ξ

＋
３ ，ξ

－
３ ≥ ０．

通过 Ｍａｔｌａｂ 计算得到最优投资组合如下：
（ξ ＋

１ ，ξ
－
１ ，ξ

＋
２ ，ξ

－
２ ，ξ

＋
３ ，ξ

－
３ ） ＝ （３􀆰 ５６８ ９，０，

　 　 １􀆰 １９４ ３，０，１􀆰 ３７９ ６，０），
再结合 ξ∗·􀭹Ｓ 和 ｕ′ 的表达式，等式（７） 中的结果即

得到验证．

４　 小结

本文提出了一个在市场受到不确定信息影响时

的期望效用模型．通过加权评估的方法来构造模糊

财富背景下的期望效用，从而利用加权期望效用模

型来解决传统的效用优化问题．为了研究最优投资

组合的存在性，本文提出了在模糊意义下的无套利

的概念，并证明了市场存在最优投资组合当且仅当

市场无套利并给出了最优投资组合的一些性质，如
可通过最优投资组合推导出基本资产的当前价

格等．
本文对希望效用优化问题得出了确切的结论，

这一结论可进一步用于研究基于效用最大化的具有

模糊收益的资产定价问题．
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