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摘要
介 绍 了 一 种 基 于 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃ｔｏ⁃

Ｎｅｕｍａｎｎ（ＤｔＮ）映射的计算半无限二维
光子晶体表面模式的有效数值方法．首
先利用三种不同单元晶格的 ＤｔＮ 算子构
造出超级晶胞的 ＤｔＮ 映射，然后在超级
晶胞的两条边界上建立特征值问题来计
算光子晶体表面模式，建立的特征值问
题是线性的，而且其中的矩阵比较小．最
后用两个数值算例验证了数值方法的有
效性．
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０　 引言

　 　 光子晶体表面模式是指光子晶体与另外一种介质在交界处所形

成的表面波．表面波沿两种介质的交界面传播，在垂直于介质交界面

的方向上呈指数型衰减．光子晶体表面模式理论及相关应用研究受到

很多学者的关注．２００７ 年，Ｋｈｏｏ 等［１］利用三维有限时域差分方法研究

了在光子晶体表面转弯处的传输效率，通过表面模式把光限制在光

子晶体和空气的交界处，再通过改变转角处单元晶格中介质柱半径

大小及折射率实现了在光子晶体转弯处的较高传输效率．２０１０ 年，
Ｈｓｕ 等［２］利用耦合模式理论和有限元方法研究了利用光子晶体波导

耦合激发表面模式，通过改变表面介质柱大小，可以实现同向耦合和

异向耦合，结果可以用于设计新型光子晶体器件．２０１３ 年，Ｅｒｉｍ 等［３］

利用平面波方法和时域有限差分方法基于光子晶体表面模式设计了

双偏振波导，可用于光子晶体集成回路中．此外，基于光子晶体表面模

式的还有表面模式微腔［４］、表面模式生物传感器［５］、 表面慢光［６］ 等．
在光子集成回路中，引入内部线性缺陷的传统光子晶体波导作为重

要的光学元件．２００６ 年，Ｒａｈａｃｈｏｕ 等［７］提出了基于表面模式的一种新

型波导结构，即表面模式波导，为高效传输波提供了新途径．
对于计算光子晶体表面模式，有效的数值方法是非常重要的．光

子晶体表面模式可以通过平面波展开法［８］、频率域有限元方法［２］、时
域有限差分方法［１］、 递归格林函数方法［７］ 得到．平面波展开法建立的

特征值问题直接以频率为特征值，对于非色散介质建立的特征值问

题是线性的，但是对于色散介质建立起的特征值问题却是非线性的；
有限元方法对于比较复杂的光子晶体也可以模拟，但建立起的特征

值问题中的矩阵相对较大；时域有限差分方法处理脉冲传播在时间

域下更加方便，而光子晶体表面模式的特征值计算问题主要是求角

频率 ω 和布洛赫波数 β 之间的关系，在频率域下考虑更加容易计算；
递归格林函数方法能够得到较小矩阵特征值问题，但在具体计算过

程中需要先将总的晶格结构分解，再逐列迭代，计算过程较为复杂．
单元晶格的 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃ｔｏ⁃Ｎｅｕｍａｎｎ（ＤｔＮ）映射把边界上的波动场

映射成波动场的法向导数，避免了在单元晶格内部离散，只需要在单

元晶格的边界上考虑问题，从而减少了未知数个数．对于相同的单元



　 　 　 　晶格，只需要计算一次 ＤｔＮ 映射，从而进一步减少计

算量．目前 ＤｔＮ 映射已经被用来分析二维光子晶体

的带隙结构［９⁃１０］、波导管［１１］、透射光谱和反射光

谱［１２］等．Ｈｕａｎｇ 等［１１］基于单元晶格的 ＤｔＮ 映射分析

了二维光子晶体波导，通过超级晶胞的 ＤｔＮ 映射建

立起较小矩阵的线性特征值问题计算了二维光子晶

体波导中的传播模式．
本文拓展了 Ｈｕａｎｇ 等［１１］ 分析二维光子波导所

用的 ＤｔＮ 映射方法，进一步计算了半无限二维光子

晶体与空气介质交界面处的表面模式，把表面模式

问题转化成角频率 ω 为给定的参数，布洛赫波数 β
的函数为特征值的线性特征值问题．首先建立三种

不同单元晶格的 ＤｔＮ 映射，再基于不同单元晶格的

ＤｔＮ 映射建立超级晶胞的 ＤｔＮ 映射，然后把光子晶

体表面模问题转化成较小矩阵线性特征值问题

求解．

１　 单元晶格的 ＤｔＮ 映射

考虑理想的介质柱成正方形周期性排列的半无

限二维光子晶体表面模式．如图 １ 所示，左侧是半无

限二维光子晶体，介质柱在 ｚ 方向上是无穷长的，右
侧是空气介质，离交界面最近的一排介质柱为表面

介质柱，而且表面介质柱半径和普通介质柱半径不

同．正方形单元晶格的长度为 Ｌ，普通介质柱半径为

ｒ，表面介质柱的半径记作 ｒｓ，普通介质柱和表面介

质柱的折射率均为 ｎ１，周围介质的折射率为 ｎ２，对
于 ｚ 方向上折射率不变的二维光子晶体，Ｅ 偏振模式

下电磁波在 ｘｙ 平面传播，频率域下的麦克斯韦方程

组可以化简为下面的控制方程：
２ｕ
ｘ２

＋ ２ｕ
ｙ２

＋ ｋ２
０ｎ２ｕ ＝ ０， （１）

其中 ｕ 是电场的 ｚ 分量，ｋ０ ＝ω ／ ｃ 是真空中的波数，ω
是角频率，ｃ 是真空中的光速，ｎ＝ｎ（ｘ，ｙ）是介质的折

射率分布函数．

图 １　 半无限二维光子晶体

Ｆｉｇ １　 Ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｈｏｔｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌｓ

本文的计算是基于三种正方形单元晶格的 ＤｔＮ
映射，把正方形单元晶格的边界记为 Γ，用 ν 表示单

位法向量，ＤｔＮ 映射的作用是把单元晶格边界上的

波动场映射成边界上波动场的法向导数，即

Λｕ ｜ Γ ＝ ｕ
ν Γ

． （２）

Ｙｕａｎ 等［９］和 Ｈｕａｎｇ 等［１２］均介绍了该映射的构造方

法．如图 ２ 所示，取图 １ 中研究结构的一个周期，其中

包含三种正方形单元晶格，Ω、Ω（ｍ）、Ω（０） 分别代表包

含介质柱的普通单元晶格，介质柱半径变化的单元

晶格和不包含介质柱的均匀介质的单元晶格．在笛

卡尔坐标系下，对于介质柱位于单元晶格的中心的

情况，把坐标原点设在半径为 ａ 的介质柱的中心或

者正方形单元晶格的某一顶点上，正方形单元晶格

每一点的坐标就可以表示出来．在极坐标系统下，根
据 ｘ ＝ ｒｃｏｓ θ，ｙ ＝ ｒｓｉｎ θ，控制方程（１） 有下面的通解：

ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ －∞
Ｃ ｊΦ ｊ（ ｒ，θ），　 Φ ｊ（ ｒ，θ） ＝ ϕ ｊ（ ｒ）ｅｉｊθ ． （３）

其中 Ｃ ｊ 为系数，Φ ｊ 为柱面波解，ϕ ｊ 和两类贝塞尔函

数 Ｊ ｊ，Ｙ ｊ 有关．当 ｒ ＜ ａ 时，ϕ ｊ（ ｒ） ＝ Ｊ ｊ（ｋ０ｎ１ｒ）；当 ｒ ＞ ａ
时，ϕ ｊ（ ｒ） ＝ Ａ ｊＪ ｊ（ｋ０ｎ２ｒ） ＋ Ｂ ｊＹ ｊ（ｋ０ｎ２ｒ） ，其中的系数

Ａ ｊ，Ｂ ｊ 可通过介质柱边界上的连续性条件得到．对于

正方形单元晶格，每条边离散 Ｎ 个点，即离散的单位

距离为 Ｌ ／ Ｎ，总的离散点数为 ４Ｎ个．每边离散的第一

个点位置最好取 Ｌ ／ ２Ｎ 长度，这样离散可以保证中间

的离散距离都为 Ｌ ／ Ｎ，离散点数Ｎ一般取 ７．ＤｔＮ映射

就是把边界上的电场映射到边界上的法向导数．为
了把 ＤｔＮ 映射近似求出，将式（３） 写成 ４Ｎ 项：

ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
２Ｎ－１

ｊ ＝ －２Ｎ
Ｃ ｊΦ ｊ（ ｒ，θ） ． （４）

利用式（４）和式（４）的法向导数可以将系数 Ｃ ｊ 消掉，
得到 ＤｔＮ 映射 Λ 的一个（４Ｎ）×（４Ｎ）近似矩阵．

相同结构的普通单元晶格的 ＤｔＮ 算子是相同

的，半径不同的单元晶格的 ＤｔＮ 算子和不包含介质

柱的单元晶格的 ＤｔＮ 算子都需要重新构造．

２　 超级晶胞的 ＤｔＮ 映射

如图 ２ 所示，计算光子晶体表面模式的一个周

期是无限长的，表面模式在 ｙ 方向上传播，在 ｘ 的正

负方向上是指数型衰减到 ０ 的．因此在计算过程中

可以把无限长的计算区域截断为由有限个正方形单

元晶格所构成的区域（超级晶胞），如图 ３ 所示．对于

超级晶胞，有三种不同的初基胞，也就有三种不同的

ＤｔＮ 映射．包含介质柱的普通单元晶格的 ＤｔＮ 映射记
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为 Λ，介质柱半径变化的单元晶格的 ＤｔＮ 映射记为

Λ（ｍ），不包含介质柱的均匀介质的单元晶格的 ＤｔＮ
映射记为 Λ（０） ．超级晶胞的 ＤｔＮ 算子就是通过合并

计算区域初基胞的 ＤｔＮ 算子实现的．表面模式沿表

面介质柱两侧衰减到 ０，即 ｖ０，ｖ１１处的电场值为 ０．对
于普通单元晶格，以图 ３ 中左侧第一个正方形单元

晶格为例，ＤｔＮ 算子 Λ 满足：
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． （５）

其余几个单元晶格的边界也按上述顺序去取，ＤｔＮ
算子满足上述类似条件．对于除了左右边界的竖直

边，其他竖直边可以利用相邻两个单元晶格的 ＤｔＮ
算子来消掉竖直边的法向倒数．竖直边 ｖ１ 在左侧单

元晶格是第四条边，在右侧单元晶格是第二条边，因
而可以利用左侧 ＤｔＮ 算子的第四行和右侧 ＤｔＮ 算子

的第二行建立等价关系，即
∂ｘｖ１ ＝ Λ４１ｕ０１ ＋ Λ４２ｖ０ ＋ Λ４３ｕ１１ ＋ Λ４４ｖ１ ＝
　 　 Λ２１ｕ０２ ＋ Λ２２ｖ１ ＋ Λ２３ｕ１２ ＋ Λ２４ｖ２ ．
对于每条竖直边，都可以写出一个方程，将所有

方程整理得到下面的关系：

Ｄ１ －Λ２４

Λ４２ Ｄ１ －Λ２４

⋱ ⋱ ⋱
Λ４２ Ｄ２ －Λ（ｍ）
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＝ＦＵ，

其中 Ｄ１ ＝Λ４４ －Λ２２，Ｄ２ ＝Λ４４ －Λ（ｍ）
２２ ，Ｄ３ ＝ Λ（ｍ）

４４ －Λ（０）
２２ ，

Ｄ４ ＝Λ（０）
４４ －Λ（０）

２２ ，Ｆ＝ Ｆ１ Ｆ２[ ] ，且
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．

矩阵 Ｆ２ 和矩阵 Ｆ１ 形式一样，只是将矩阵 Ｆ１ 中下标

４１ 和 ２１ 分别换为 ４３ 和 ２３．Ｕ ＝ [ ｕ０１，…，ｕ０１０，ｕ１１，
…，ｕ１１１ ] ′，Ｖ＝ ｖ１，…，ｖ１０[ ] ′，将 Ｖ 前的矩阵记为 Ｐ１，
Ｕ 前的矩阵记为 Ｐ２，则

Ｖ＝Ｐ－１
１ Ｐ２Ｕ． （６）

另一方面，可以利用每个单元晶格的 ＤｔＮ 算子

表示出水平边在 ｙ 方向上的偏导数．对于左侧第一

个单元晶格，由式（５）中第一行和第三行，有
∂ｙｕ０１ ＝Λ１１ｕ０１＋Λ１２ｖ０＋Λ１３ｕ１１＋Λ１４ｖ１，
∂ｙｕ１１ ＝Λ３１ｕ０１＋Λ３２ｖ０＋Λ３３ｕ１１＋Λ３４ｖ１ ．

其他的每个单元晶格，也都可以写出两个方程．将所

有的方程整理得：

图 ２　 半无限二维光子晶体的一个周期

Ｆｉｇ ２　 Ａ ｐｅｒｉｏｄ ｏｆ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐｈｏｔｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌｓ

图 ３　 表面介质柱两侧各 ５ 个单元晶格的超级晶胞
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，

矩阵 Ｇ２ 和矩阵 Ｇ１ 形式一样，只是将矩阵 Ｇ１ 中下标

１４ 和 １２ 分别换为 ３４ 和 ３２．将 Ｕ 前的矩阵记为 Ｑ１，
Ｖ 前的矩阵记为 Ｑ２，则

∂ｙＵ＝Ｑ１Ｕ＋Ｑ２Ｖ， （７）
因而超级晶胞的 ＤｔＮ 算子可由矩阵

Ｍ＝Ｑ１＋Ｑ２Ｐ
－１
１ Ｐ２ （８）

来近似．对于表面介质柱的两侧有 Ｊ 个单元晶格，即
总共有单元晶格 Ｋ ＝ ２Ｊ＋１ 个，每个正方形单元晶格

的边离散 Ｎ 个点的情况，矩阵 Ｍ 的大小为（２ＫＮ） ×
（２ＫＮ） ．

３　 特征值问题

对于光子晶体表面模式问题，由布洛赫·弗罗

凯定理知，控制方程有下列模式的解：
ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ψ（ｘ，ｙ）ｅｉβｙ， （９）

其中 β 是布洛赫波数，即模式的传播常数．对于表面

模式，β 是实数．方程（１） 在 ｙ方向上满足下面的拟周

期条件：

ｕ（ｘ，Ｌ）＝ ρｕ（ｘ，０），∂ｕ
∂ｙ

（ｘ，Ｌ）＝ ρ ∂ｕ
∂ｙ

（ｘ，０），　 ρ ＝ ｅｉβＬ． （１０）

表面模式在介质中传播时，由于色散介质的介

电常数和频率有关，因而对于非色散介质，特征值问

题是线性的，对于色散介质，特征值问题有可能是非

线性的．运用 ＤｔＮ 算子方法求解特征值问题，假设 ω

是给定参数，ρ 是待求特征值，不管对于非色散介质

还是色散介质，特征值问题都是线性的．通常特征值

问题都是建立在半无限光子晶体的一个周期上的，
将整个区域进行截断并且离散后，得到的矩阵都相

对较大．本文中由于超级晶胞的建立，将特征值问题

化简到有限区域的上下两条边界上，得到相对较小

的矩阵．
对于计算表面模式的一个周期，如图 ３ 所示．

ＤｔＮ 算子 Ｍ 是 ２×２ 算子矩阵，将边界上的电场映射

到边界上的偏导数即

ＭＵ＝∂ｙＵ，
将一个周期的有限区域的上边界上的电场值记为

ＵＬ，下边界上的电场值记为 Ｕ０，则
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． （１１）

利用拟周期条件（１０），式（１１）可化为
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． （１２）

求得超级晶胞的 ＤｔＮ 算子 Ｍ，再将其化为 ２×２
的分块矩阵代入式（１２），即可求得特征值 ρ，继而求

出布洛赫波数 β．

４　 数值算例

Ｒａｈａｃｈｏｕ 等［７］利用递归格林函数方法研究了

光子晶体的表面模式，本文则利用超级晶胞的 ＤｔＮ
算子方法重新计算了两种表面介质柱半径半无限光

子晶体的表面模式．
首先考虑光子晶体表面介质柱半径为 ０ １Ｌ 的

情况．介质柱的介电常数 １ ＝ ｎ２
１ ＝ ８ ９，周围的背景介

质为空气，即 ２ ＝ｎ２
２ ＝ １．晶格长度为 Ｌ，普通介质柱的

半径为 ０ ２Ｌ． Ｅ 偏振下，光子晶体基本的能带系为

０ ３３＜ωＬ ／ （２πｃ）＜０ ４４．图 ４ａ 为光子晶体色散曲线，
横坐标为 βＬ ／ （２π），纵坐标为 ωＬ ／ （２πｃ） ．橘黄色线

条上的每一个点都对应着一个表面模式．在计算色

散曲线时，每个单元晶格一般离散 ７ 个点左右，为保

证表面介质柱左右两侧的波动场衰减到 ０，左右两侧

的单元晶格数 Ｊ 最少取 ５ 个．然后再计算普通单元晶

格的 ＤｔＮ 算子 Λ 和不含介质柱的均匀介质的 ＤｔＮ
算子 Λ（０），包含表面介质柱的单元晶格的 ＤｔＮ 算子

Λ（ｍ） ．最后离散频率点，将特征值问题转化到式（１２）
求得每个频率所对应的特征值 ρ，画出色散曲线．图
４ｂ 为色散关系中三个点处的表面模式，首先在式

（１２）中获得边界上的电场值，然后根据式（４）求得

３４５
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：５４０⁃５４５

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：５４０⁃５４５



图 ４　 Ｅ 偏振模式下表面介质柱半径为 ０ １Ｌ 的光子晶体色散曲线以及相应点处的表面模式

Ｆｉｇ ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅ （ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ） ｏｆ ｐｈｏｔｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ ｒｓ ＝ ０ １Ｌ （ａ）

ａｎｄ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｏｄｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ（ｂ）

系数 Ｃ ｊ，再将整个超级晶胞区域进行离散，将每个点

的位置带入式（４），即可求得整个区域每个点的电场

值 ｕ，图 ４ｂ 所示为归一化的电场模式．由图 ４ｂ 可以

看出，该情况只有一种表面模式，波沿光子晶体和空

气的交界面上传播，在上侧空气中逐渐衰减到 ０，在
下侧光子晶体中快速衰减到 ０．与表面模式图一致，
因为所求的表面模式是一种特解，这种解只能在光

子晶体和空气的交界面上传播，不能在空气和光子

晶体中传播．

图 ５　 Ｅ 偏振模式下表面介质柱半径为 ０ ３４Ｌ 的光子晶体色散曲线以及相应点处的表面模式

Ｆｉｇ ５　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ （ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ） ｏｆ ｐｈｏｔｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌｓ ｗｉｔｈ
ｒｓ ＝ ０ ３４Ｌ （ａ） ａｎｄ ｔｈｅ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｏｄｅｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ（ｂ）

再考虑光子晶体表面介质柱半径为 ０ ３４Ｌ 的情

况，其他参数和表面介质柱半径为 ０ １Ｌ 的光子晶体

相同．如图 ５ 所示，本文同样计算了该结构的色散关

系，图 ５ａ 中橘黄色曲线和绿色曲线都表示角频率 ω
和布洛赫波数 β 之间的关系．每条曲线上取两个点

分别画出了表面模式（图 ５ｂ）．色散关系和表面模式

的计算过程和上面的情况类似，也是每个单元晶格

离散 ７ 个点，分别计算 ３ 种单元晶格的 ＤｔＮ 映射再

计算超级晶胞的 ＤｔＮ 映射，把问题最终转化到（１２）
式求解．由图 ５ｂ 可以看出，该情况有两种表面模式，
波只能在光子晶体和空气的交界面处传播，不管在

空气还是在光子晶体中都是快速衰减到 ０ 的，这也

正符合表面模式所具有的特征．由图 ５ 可知本文的

计算结果和 Ｒａｈａｃｈｏｕ 等［７］的计算结果完全一致．
用两个字母 Ｄ（Ｄｅｃａｙｉｎｇ）和 Ｅ（Ｅｘｔｅｎｄｅｄ）来描

述各个区域的名称，图 ４ａ 和图 ５ａ 中天蓝色部分实

际包含 ３ 部分即：波在空气和光子晶体中都能传播

的 ＥＥ 区域；波在光子晶体中能传播，但在周围空气

中不能传播的 ＤＥ 区域；波在周围空气中能传播而

在光子晶体中不能传播的 ＥＤ 区域．本文计算的表面

模式，波只能在光子晶体和空气介质交界处传播，不

４４５
王依翠，等．基于 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ⁃ｔｏ⁃Ｎｅｕｍａｎｎ 映射计算半无限二维光子晶体的表面模式．
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能在空气和光子晶体中传播，这样的解在上述 ３ 个

区域内不可能找到，所以只需要在 ３ 个区域外寻找，
即在空白区域中寻找解．空白部分对应的是波不能

在空气和光子晶体中传播的 ＤＤ 区域．各区域中第一

个字母表示波在空气中传播或衰减，第二个字母表

示波在光子晶体中的传播或衰减．

５　 总结

本文首先利用柱面波展开法建立起正方形单元

晶格的 ＤｔＮ 映射，再构造出光子晶体超级晶胞的

ＤｔＮ 映射，最后在超级晶胞边界上建立线性特征值

问题求解表面模式．利用 ＤｔＮ 映射方法建立的特征

值问题中的矩阵相对较小，即使介质是色散的，特征

值问题仍然是线性的．研究结果对于有效分析光子

晶体的表面模式以及以此为基础制造的光子晶体元

件具有重要的意义．
目前研究的是理想的由平行圆柱构成的二维光

子晶体的表面模式，因此可以利用柱面波展开构造

ＤｔＮ 映射．对于比较复杂的光子晶体，如包含半个圆

柱或其他形状不规则的介质柱的光子晶体，不能用

柱面波展开构造 ＤｔＮ 映射，但可以采用边界积分方

程构造 ＤｔＮ 映射，因而可以进一步分析更加复杂的

光子晶体的表面模式．
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