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一类带马氏切换与时滞的未定权益模型的对冲策略

摘要
在风险资产服从一类带马尔科夫模

式切换（马氏切换）的时滞随机微分方程
模型的情形下，考虑了一个以上述风险
资产为标的资产的欧式未定权益，利用
Ｅｓｓｃｈｅｒ 变换找到了等价鞅测度，并在此
基础上得到该权益价格过程的鞅表示．
同时，在资产价格过程的系数满足一定
条件的假设下，给出了在由马氏切换的
出现而导致的不完备市场中，通过最小
化残余风险而求得的最优连续对冲策略．
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０　 引言

　 　 自 Ｈａｍｉｌｔｏｎ［１］在 １９８９ 年引入马尔科夫模式切换（马氏切换）的概

念以来，带有马氏切换的随机微分方程一直备受关注，因为它允许方

程的某些系数在有限个状态间切换，因此可以对在实际中时有发生

的、由某些诸如金融危机或政策调整等重大事件而引起的市场或趋

势上的突变进行建模．另一方面，经验和逻辑均表明，当前的风险资产

价格受过去价格的影响，因此，时滞随机微分方程可能更好地表达风

险资产价格的变动趋势．Ａｒｒｉｏｊａｓ 等［２］ 推广了传统的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公

式［３］，给出了基于时滞随机微分方程的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式．同时，在实

际应用中，考虑到侧重点和实际操作的效率，一般情况下，对风险资

产价格的波动率的建模更为复杂，而对于长期均衡值的建模则相对

简洁．
综合以上考量，本文考虑一类波动率受价格影响，均值由价格和

一个马尔科夫链共同刻画的模型．值得注意的是，由马尔科夫链而引

入的不确定性使得市场不再完备，因此在这种情形下不再存在完美

的对冲策略．
在金融方面的实际应用中，对于资产贴现价格的鞅表示可以用

于构造资产的最优对冲策略．比如，Ｃｏｌｗｅｌｌ 等［４］ 就应用鞅表示方法构

造了最优局部风险下的对冲策略．
由 Ｈａｒｒｉｓｏｎ 等 ［５⁃６］提出的传统资产定价理论指出了无套利机会

与等价鞅测度的存在性之间的关系．由 Ｄｅｌｂａｅｎ 等［７］ 提出的现代资产

定价理论指出了无套利机会等价于存在一个等价鞅测度使得在该测

度下，贴现资产价格为鞅．而 Ｅｓｓｃｈｅｒ 变换是一种可以用于找到一个等

价的鞅测度的方法．
Ａｒｒｉｏｊａｓ 等［２］考虑了当标的资产 Ｓｔ 服从形如下式的时滞随机微

分方程

ｄＳｔ ＝ μＳｔ －ａＳｔｄｔ ＋ ｇ（Ｓｔ －ｂ）ＳｔｄＷｔ

时，欧式期权的定价问题．Ｅｌｌｉｏｔｔ 等［８］ 考虑了当标的资产 Ｓｔ 服从形如

下式的带马尔科夫模式切换 Ｘ ｔ 的随机微分方程

ｄＳｔ ＝ μ（ ｔ，Ｓｔ，Ｘｔ）Ｓｔｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｓｔ，Ｘｔ）ＳｔｄＷｔ

时，欧式未定权益的最优对冲策略．
本文在此基础上，考虑标的资产服从一类带马尔科夫模式切换

的时滞随机微分方程模型 　 　 　 　



　 　 ｄＳｔ ＝ μ（ ｔ，Ｘｔ）Ｓｔ －ｌＳｔｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｔ）ＳｔｄＷｔ

的欧式未定权益，在使用 Ｅｓｓｃｈｅｒ 变换找到一个等价

的鞅测度后，得到了未定权益价格的鞅表示，继而通

过最小化由不完备市场导致的残余风险而得到了的

连续最优对冲策略．

１　 预备知识

令 （Ω，Ｆ，Ρ） 为一个完备概率空间，其中，Ρ 为

真实世界概率．
Ｗｔ 为定义在（Ω，Ｆ，Ρ） 上的标准一维布朗运动，

记 ＦＷ
ｔ ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］，０ ＜ Ｔ ＜ ∞ 表示由 Ｗ 生成的流．
记 Ｘ ∶ ＝ ｛Ｘｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为一个定义在（Ω，Ｆ，Ρ） 上

的有 Ｎ 个状态的连续马尔科夫链，这里，该马尔科夫

链用于解释经济环境的变化．令 ＦＸ
ｔ ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 表示

由马氏链 Ｘ 生成的流．记该马氏链状态空间的典型

表示为Ｅ ∶ ＝ ｛ｅ１，ｅ２，…，ｅＮ｝，其中，ｅｉ，ｉ ＝ １，…，Ｎ为单

位向量 ｅｉ ＝ （０，０，…，１}

ｉ

，…，０，０） Ｔ ∈ＲＮ ．同时，记矩阵

Ａ为马尔科夫链Ｘ的生成矩阵．根据 Ｅｌｌｉｏｔｔ［９］ 给出的

马尔科夫链的半鞅分解，有

Ｘｔ ＝ Ｘ０ ＋ ∫ｔ
０
ＡＸｓｄｓ ＋ Ｍｔ，　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，

其中，｛Ｍｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为 Ｎ 维（ＦＸ
ｔ ，Ρ） ⁃ 鞅．

记 Ｇ ｔ ＝ ＦＸ
ｔ ∨ＦＷ

ｔ ，􀭹Ｇ ｔ ∶ ＝ Ｆ
Ｘ
Ｔ ∨ＦＷ

ｔ ，ｔ∈［０，Ｔ］ ．记市

场无风险利率为｛ ｒｔ｝ ｔ≥０，并假设 ｒｔ ∶ ＝ ｒ（ ｔ，Ｘｔ） ＝ 〈ｒ，
Ｘｔ〉，其中，ｒ ∶ ＝ （ ｒ１，…，ｒＮ） Ｔ ∈ ＲＮ，且 ｒｉ ＞ ０，ｉ ＝ １，
…，Ｎ；另外，记｛Ｂ ｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为零时刻价值为 １ 的无风

险资产的在 ｔ 时刻收益，则 Ｂ ｔ ＝ ｅｘｐ ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ( ) ．记风险

资产 Ｓ 的贴现价格为 􀭹Ｓｔ ∶ ＝ ｛􀭹Ｓｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］，􀭹Ｓｔ ＝ Ｂ －１
ｔ Ｓｔ ．记

Ｃ（［ － τ，０］，Ｒｄ） 为所有连续函数η：［ － τ，０］→Ｒｄ 构

成的空间，其范数定义为‖η‖ ＝ ｓｕｐ －τ≤α≤０ ｜ η（α） ｜ ．

用 Ｌｐ（Ｒｍ；Ｒｎ） 表示满足∫∞
０
｜ η（ ｔ） ｜ ｐｄｔ ＜ ∞ａ．ｓ．的波

莱尔可测函数 η：Ｒｍ → Ｒｎ 的集合．用 Ｓｔ ∈ Ｃ（［ － τ，
０］，Ｒ） 表示 Ｓｔ（ ｓ） ∶ ＝ Ｓ（ ｔ ＋ ｓ），ｔ≥０，ｓ∈［ － τ，０］ ．若
ｒ为Ｎ维向量，记 ｄｉａｇ（ｒ） 为以向量 ｒ为元素的Ｎ维对

角阵．
ＧＴ 上关于参数｛θ ｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 的模式切换Ｅｓｓｃｈｅｒ变

换 Ｑθ ～ Ｐ 定义如下：ｄＱ
θ

ｄＰ ＧＴ

＝ Λθ
Ｔ ．

定理 １［２］（Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理）　 令Ｗ（ ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］
为概率空间（Ω，Ｆ，Ρ） 上的标准布朗运动，Σ 为满足

∫Ｔ
０
｜ Σ（ｕ） ｜ ２ｄｕ ＜ ∞ａ．ｓ． 的可料过程． 令 ρ ｔ ∶ ＝

ｅｘｐ ∫ｔ
０
Σ（ｕ）ｄＷ（ｕ） － １

２ ∫
ｔ

０
｜ Σ（ｕ） ｜ ２ｄｕ{ } ，ｔ ∈ ［０，

Ｔ］，并假设有 ＥＰ（ρ Ｔ） ＝ １，其中 ＥＰ（·） 表示测度 Ｐ 下

的期望．如下定义（Ω，Ｆ） 上测度 Ｑ，ｄＱ ／ ｄＰ ∶ ＝ ρ Ｔ，则

Ｗ^（ ｔ） ∶ ＝Ｗ（ ｔ） － ∫ｔ
０
Σ（ｕ）ｄｕ，ｔ∈［０，Ｔ］ 为Ｑ下的标准

布朗运动．
定理 ２［１０］（条件贝叶斯定理）　 设概率空间（Ω，

Ｆ，Ρ） 且 Ｇ ⊂ Ｆ 为其子 σ⁃ 代数．设 􀭵Ｐ 为另一概率测

度，关于 Ｐ绝对连续，且有 ｄ􀭵Ｐ ／ ｄＰ ＝ Λ．则对于任意 􀭵Ｐ⁃
可积随机变量 φ，有 􀭵Ｅ［φ ｜ Ｇ］ ＝ ψ，

ψ ＝
Ｅ［Λφ ｜ Ｇ］
Ｅ［Λ ｜ Ｇ］

，　 Ｅ［Λ ｜ Ｇ］ ＞ ０，

０，　 　 　 其余，

ì

î

í
ïï

ïï

􀭵Ｅ［·］ 表示测度 􀭵Ｐ 下的期望．

２　 对冲策略

假设风险资产 Ｓ 的价格过程服从如下所示的定

义在上述完备概率空间上的、带有马尔科夫切换 Ｘ
的时滞随机微分方程

ｄＳｔ ＝ μ（ ｔ，Ｘｔ）Ｓｔ －ｌＳｔｄｔ ＋ σ（ ｔ，Ｘｔ）ＳｔｄＷｔ，
　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］，
Ｓｔ ＝ ｓｔ，　 ｔ ∈ ［ － ｌ，０］，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中，常数 ｌ ＞ ０，σ（·）：Ｒ ＋→ Ｒ ＋ 为连续函数，反映

资产价格的波动率，μ（·，·）：［０，Ｔ］ × Ｅ → Ｒ ＋ 反映

过程的长期均衡值．
定理 ３　 上述定义的随机微分方程在［０，Ｔ］ 上

有唯一解．且，若 ｓｔ ≥０，ｔ∈［ － ｌ，０］ａ．ｓ．，则有 Ｓｔ ≥０，
ｔ ∈［０，Ｔ］ａ．ｓ．．进一步，若 ｓｔ ＞ ０，ｔ ∈ ［ － ｌ，０］ａ．ｓ．，则
有 Ｓｔ ＞ ０，ｔ ∈ ［０，Ｔ］ａ．ｓ．．

证明 　 类似于文献［２］ 和［１１］ 中的方法即可

得证．
记风险资产的贴现价格为 􀭹Ｓｔ ∶ ＝ ｛􀭹Ｓｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］，

则有

ｄ􀭹Ｓｔ ＝ （μ（ ｔ，Ｘｔ）Ｂ ｔ －ｌ
􀭹Ｓｔ －ｌ － ｒ（ ｔ，Ｘｔ））􀭹Ｓｔｄｔ ＋

　 　 σ（ ｔ，Ｘｔ）􀭹ＳｔｄＷｔ ． （２）

２􀆰 １　 测度变换

记 θ ｔ ∶ ＝ θ（ ｔ，Ｘｔ） ＝ 〈θ，Ｘｔ〉，ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 为 ｔ 时刻

模式切换 Ｅｓｓｃｈｅｒ 参数，其中，θ ∶ ＝ （θ １，…，θＮ） Ｔ ∈

ＲＮ ．令 Ｇ⁃ 适应过程 Λθ ∶ ＝ ｛Λθ
ｔ ｝ ｔ∈［０，Ｔ］，

９１５
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Λθ
ｔ ∶ ＝

ｅｘｐ ∫ｔ
０
θ ｓｄＷｓ( )

ＥＰ ｅｘｐ ∫ｔ
０
θ ｓｄＷｓ( ) ｜ ＦＸ

ｔ[ ]
，　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （３）

其中， ＥＰ［·］ 表示测度 Ｐ 下的期望．
经计算可得：

Λθ
ｔ ＝ ｅｘｐ ∫ｔ

０
θ ｓｄＷｓ －

１
２ ∫

ｔ

０
θ ２
ｓ ｄｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４）

相应地，有
ｄΛθ

ｔ ＝ Λθ
ｔ θ ｔｄＷｔ， （５）

则 Λθ 为（Ｇ，Ｐ） ⁃ 局部鞅．此时，进一步假设 Λθ 为（Ｇ，
Ｐ） ⁃ 鞅．

由 Ｄｅｌｂａｅｎ 等［７］ 提出的现代资产定价理论指出

了无套利机会等价于存在一个等价鞅测度，使得在

该测度下，贴现资产价格为鞅．为了找到一个等价鞅

测度，记｛􀭴θｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为 ｔ 时刻中性风险下的模式切换

Ｅｓｓｃｈｅｒ参数．由上述现代资产定价理论，鞅测度需满

足如下鞅条件：
􀭹Ｓｓ ＝ Ｅ􀭴θ［􀭹Ｓｔ ｜ 􀭹Ｇｓ］，　 ∀ｔ，ｓ ∈ ［０，Ｔ］，　 ｓ ≤ ｔ， （６）
其中， Ｅ􀭴θ［·］ 表示测度 Ｑ􀭴θ 下的期望．

命题 １　 鞅条件（６） 成立，当且仅当
􀭴θｔ ∶ ＝ 􀭴θ（ ｔ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ） ＝ （ ｒ（ ｔ，Ｘ ｔ） －

μ（ ｔ，Ｘ ｔ）Ｂ ｔ －ｌ
􀭹Ｓｔ －ｌ）（σ（ ｔ，Ｘ ｔ））

－１，　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．
证明 　 由鞅条件（６） 及条件贝叶斯定理，有
Ｓ０ ＝Ｅ􀭴θ［􀭹Ｓｔ ｜ 􀭹Ｇ０］ ＝ ＥＰ［􀭹ＳｔΛ

􀭴θ
ｔ ｜ 􀭹Ｇ０］，　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

再由式（２），计算可得

ＥＰ [ ｅｘｐ { ∫ｔ
０
（μ（ ｓ，Ｘｓ）Ｓｓ－ｌ － ｒ（ ｓ，Ｘｓ） －

　 　 １
２
σ ２（ ｓ，Ｘｓ） － １

２
􀭴θ２
ｓ )ｄｓ ＋

　 　 ∫ｔ
０
（σ（ ｓ，Ｘｓ） ＋ 􀭴θｓ）ｄＷｓ } ｜ 􀭹Ｇ０ ] ＝ １，

　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］
因此，鞅条件成立，当且仅当

μ（ ｓ，Ｘｓ）Ｓｓ－ｌ － ｒ（ ｓ，Ｘｓ） － １
２
σ ２（ ｓ，Ｘｓ） － １

２
􀭴θ２
ｓ ＋

　 　 １
２
（σ（ ｓ，Ｘｓ） ＋ 􀭴θｓ） ２ ＝ ０，

可得：

􀭴θｓ ＝ －
μ（ ｓ，Ｘｓ）Ｓｓ－ｌ － ｒ（ ｓ，Ｘｓ）

σ（ ｓ，Ｘｓ）
，　 ｓ ∈ ［０，Ｔ］ ．

（７）
定义随机指数

Ｍｓ，ｔ（ ｚ） ∶ ＝ １ ＋ ∫ｔ
ｓ
Ｍｓ，ｕ（ ｚ）􀭴θ（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）ｄＷｕ，

　 　 ∀ｔ，ｓ ∈ ［０，Ｔ］，　 ｓ ≤ ｔ， （８）
可得：

Ｍ０，ｔ（ ｚ０） ＝ ｅｘｐ ∫ｔ
０
􀭴θｕｄＷｕ － １

２ ∫
ｔ

０
􀭴θ２
ｕｄｕ

é

ë
êê

ù

û
úú ，

　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （９）
则 ｛Ｍ０，ｔ（ ｚ０）｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为 （Ｇ，Ｐ） ⁃ 局 部 鞅， 且 有

ＥＰ［Ｍ０，ｔ（ ｚ０）］ ＝ １．同时，注意到

Ｍ０，Ｔ（ ｚ０） ＝ Ｍ０，ｔ（ ｚ０）Ｍｔ，Ｔ（ ｚ）， （１０）
此时，令测度 Ｑ􀭴θ ～ Ｐ 如下：

ｄＱ􀭴θ

ｄＰ ＧＴ

∶ ＝ Ｍ０，Ｔ（ ｚ０）， （１１）

根据 Ｇｉｒｓａｎｏｖ 定理，可知 􀭾Ｗｔ ∶ ＝ Ｗｔ － ∫ｔ
０
􀭴θ（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）ｄｕ

为（Ｇ，θ􀭴θ） 下标准一维布朗运动．并且，由式（２），有
ｄ􀭹Ｓｔ ＝ σ（ ｔ，Ｘｔ）􀭹Ｓｔｄ􀭾Ｗｔ，由此可知􀭹Ｓｔ 为（Ｇ，θ􀭴θ） ⁃局部鞅．
进一步，假设 􀭹Ｓｔ 为（Ｇ，θ􀭴θ） ⁃ 鞅．

２􀆰 ２　 鞅表示

记初始条件为 􀭹Ｓｓ，ｓ（ ｚ） ＝ ｚ ∈ Ｒ ＋ 的式（２） 的唯一

强解为 􀭹Ｓｓ，ｔ（ ｚ），ｔ ≥ ｓ．根据文献［１２］，若记 Ｄｓ，ｔ（ ｚ） ∶ ＝

∂􀭹Ｓｓ，ｔ（ ｚ）
∂ｚ

，则 Ｄｓ，ｔ（ ｚ） 与 Ｄ －１
ｓ，ｔ（ ｚ） 存在．

考虑一个二次可微函数 ψ（·）：Ｒ ＋→ Ｒ，且该函

数及其导数均满足线性增长条件．用 Ψ（ＳＴ） 表示一

到期时间为 Ｔ 的欧式未定期权在 Ｔ（ ＞ ｔ） 时的损益．
令 Ψ^（􀭹ＳＴ） ∶ ＝ Ｂ －１

Ｔ Ψ（ＢＴ
􀭹ＳＴ） ＝ Ｂ －１

Ｔ Ψ（ＳＴ），因此函数

Ψ^（·） 也满足线性增长条件．
令 Ｖｔ ∶ ＝ ｛Ｖｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］，Ｖｔ ＝ Ｅ􀭴θ［Ψ^（􀭹ＳＴ） ｜ Ｇ ｔ］ 为（Ｇ，

Ｑ􀭴θ） 上一平方可积鞅．
命题 ２　 上述｛Ｖｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 有如下形式的鞅表示：

Ｖｔ ＝ Ｖ０ ＋ ∫ｔ
０
γ ｓｄ􀭾Ｗｓ ＋ ∫ｔ

０
〈αｓ，ｄＭｓ〉， （１２）

其中， γ ｓ 满 足 ∫Ｔ
０
Ｅ［γ ２

ｓ ］ｄｓ ＜ ∞， 且 αｓ 满 足

∫Ｔ
０
Ｅ［‖αｓ‖２］ｄｓ ＜ ∞，‖·‖ 表示 ＲＮ 上的欧式范

数．同时，αｔ ＝ Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０）），
γ ｔ ＝

Ｅ􀭴θ ∫
Ｔ

ｔ

􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ－ｌ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ－ｌ（ｚ） ＋

　 　 􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ（ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄ􀭾Ｗｕ ×

　 　 Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０）） ＋ Ψ^′􀭹Ｓｔ，Ｔ（ｚ）（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０））Ｄ０，Ｔ（ｚ）

é

ë

ê
ê
ê
êê

Ｇｔ

ù

û

ú
ú
ú
úú

×

Ｄ －１
０，ｔ（ ｚ０）σ（ ｔ，Ｘｔ）􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０），　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

证明 　 设 ｚ ∶ ＝ 􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０），∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．由式（２）

０２５
张玢玢，等．一类带马氏切换与时滞的未定权益模型的对冲策略．

ＺＨＡＮＧ Ｂｉｎｂｉｎ，ｅｔ ａｌ．Ｈｅｄｇｉｎｇ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｇｅｎｔ ｃｌａｉｍ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ ａｎｄ Ｍａｒｋｏｖ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ．



解的半群性质，可知
􀭹Ｓ０，Ｔ（ ｚ０） ＝ 􀭹Ｓｔ，Ｔ（􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０）） ＝ 􀭹Ｓｔ，Ｔ（ ｚ）， （１３）

对 ｚ０ 微分后得 Ｄ０，Ｔ（ ｚ０） ＝ Ｄｔ，Ｔ（ ｚ０）Ｄ０，ｔ（ ｚ） ．同时，由式

（１０），对于 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］，∀ｚ ∈ Ｒ ＋，∀ｘ ∈ Ｅ，记
Ｖ（ ｔ，ｚ，ｘ） ＝ ＥＰ［Ｍｔ，Ｔ（ ｚ）Ψ^（􀭹Ｓｔ，Ｔ（ ｚ）） ｜ Ｘｔ ＝ ｘ，
　 　 Ｓ０，ｔ（ ｚ０） ＝ ｚ］ （１４）

由条件贝叶斯定理以及马尔科夫性质，有
Ｖｔ ＝ Ｅ􀭴θ［Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ ｚ０）） ｜ Ｇ ｔ］ ＝

　 　 ＥＰ［Ｍｔ，Ｔ（ｚ）Ψ^（􀭴Ｓｔ，Ｔ（ｚ）） ｜ Ｘｔ ＝ ｘ，Ｓ０，ｔ（ｚ０）＝ ｚ］ ＝
　 　 Ｖ（ ｔ，ｚ，ｘ） ．
由前述， 在 Ｑ􀭴θ 下， 有 ｄ􀭹Ｓｔ ＝ σ（ ｔ，Ｘｔ）􀭹Ｓｔｄ􀭾Ｗｔ， 即

ｄ􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０） ＝ σ（ ｔ，Ｘｔ）􀭹Ｓｔｄ􀭾Ｗｔ，且马尔科夫链 Ｘ有其半鞅

分解 Ｘｔ ＝ Ｘ０ ＋ ∫ｔ
０
ＡＸｓｄｓ ＋ Ｍｔ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

记 Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｓ（ ｚ０）） ∶ ＝ （（Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｓ（ ｚ０），ｅ１），…，
（Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｓ（ ｚ０），ｅＮ）），由伊藤公式，有

Ｖ（ ｔ，ｚ，ｘ） ∶ ＝ Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０），ｘ） ＝ Ｖ（ ｔ，ｚ０，Ｘ０） ＋

∫ｔ
０

[
∂Ｖ（ ｓ，􀭹Ｓ０，ｓ（ ｚ０），ｘ）

∂ｔ
＋

１
２
σ ２（ ｓ，Ｘｓ）􀭹Ｓ２

ｓ

∂２Ｖ（ ｓ，􀭹Ｓ０，ｓ（ ｚ０），ｘ）
∂ｚ２ ]ｄｓ ＋

∫ｔ
０
σ（ ｓ，Ｘｓ）􀭹Ｓｓ

∂Ｖ（ ｓ，􀭹Ｓ０，ｓ（ ｚ０），ｘ）
∂ｚ

ｄ􀭾Ｗｓ ＋

∫ｔ
０
〈Ｖ（ｓ，􀭴Ｓ０，ｓ（ｚ０）），ＡＸｓ〉ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
〈Ｖ（ｓ，􀭴Ｓ０，ｓ（ｚ０）），ｄＭｓ〉． （１５）

由此可见 Ｖｔ 为一特殊半鞅，根据特殊半鞅分解

的唯一性，有式（１２） 与（１５） 的等价性，由此可得

∂Ｖ（ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ｚ０），ｘ）
∂ｔ

＋ １
２
σ２（ｔ，Ｘｔ）􀭹Ｓ２

ｔ

∂２Ｖ（ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ｚ０），ｘ）
∂ｚ２

＋

〈Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０）），ＡＸｔ〉 ＝ ０，且有 Ｖ（Ｔ，ｚ，ｘ） ＝ ψ（ ｚ） ．同

时，γ ｔ ＝
∂Ｖ（ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ｚ０），ｘ）

∂ｚ
σ（ｔ，Ｘｔ）􀭹Ｓｔ，αｔ ＝ Ｖ（ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ｚ０））．

已知 􀭹Ｓｔ，Ｔ（ ｚ） ＝ 􀭹Ｓ０，Ｔ（ ｚ０） 及式（１４），则由可微性：
∂Ｖ（ ｔ，ｚ，ｘ）

∂ｚ
＝ ＥＰ [

∂Ｍｔ，Ｔ（ ｚ）
∂ｚ

Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ ｚ０）） ＋

　 　 Ｍｔ，Ｔ（ ｚ）
∂Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ ｚ０））

∂ｚ ]， （１６）

再由式（８）， 􀭾Ｗｔ ∶ ＝ Ｗｔ － ∫ｔ
０
􀭴θｕｄｕ，以及解的可微性，有

∂Ｍｔ，Ｔ（ ｚ）
∂ｚ

＝

Ｍｔ，Ｔ（ｚ）∫Ｔ
ｔ

􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ－ｌ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ－ｌ（ｚ） ＋

　 　 􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ（ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄ􀭾Ｗｕ ． （１７）

又由伊藤微分法则，随机乘积准则［１３］ 及式（８），得式

（１７）右边等于

∫Ｔ
ｔ
Ｍｔ，ｕ（ ｚ）

􀭴θ′􀭹Ｓｕ－ｌ（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ－ｌ（ ｚ） ＋

　 　 􀭴θ′􀭹Ｓｕ（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ（ ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄＷｕ ＋

∫Ｔ
ｔ

Ｍｔ，ｕ（ｚ） ∫ｕ
ｔ

􀭴θ′􀭹Ｓｓ－ｌ（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｓ－ｌ（ｚ） ＋

　 　 􀭴θ′􀭹Ｓｓ（ｓ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｓ（ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄ􀭾Ｗｓ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ×

　 　 􀭴θ（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

ｄＷｕ，

再由式（１７），有
∂Ｍｔ，ｓ（ｚ）

∂ｚ
＝ Ｍｔ，ｓ（ｚ）∫ｓ

ｔ

􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ－ｌ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ－ｌ（ｚ） ＋

　 　 􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄｔ，ｕ（ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄ􀭾Ｗｕ，

又式（８），从而，式（１７） 可以得到验证．
又 ｚ ＝ 􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０），且有式（１６），（１７），由条件贝叶

斯定理，则可推出

∂Ｖ（ ｔ，􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０），ｘ）
∂ｚ

＝ ∂Ｖ（ ｔ，ｚ，ｘ）
∂ｚ

＝

ＥＰ ∂Ｍｔ，Ｔ（ｚ）
∂ｚ

Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０）） ＋ Ｍｔ，Ｔ（ｚ）
∂Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０））

∂ｚ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

Ｅ􀭴θ ∫
Ｔ

ｔ

􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ－ｌ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄ０，ｕ－ｌ（ｚ）

＋ 􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄ０，ｕ（ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄ􀭾Ｗｕ ×

　 　 Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０）） ＋ Ψ^′􀭹Ｓｔ，Ｔ（ｚ）（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０））Ｄ０，Ｔ（ｚ）

é

ë

ê
ê
ê
êê

Ｇｔ

ù

û

ú
ú
ú
úú

×

Ｄ －１
０，ｔ（ ｚ０），　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ．

２􀆰 ３　 对冲策略

因为模型中加入了马尔科夫链的不确定因素，
导致在一般情况下，市场不再是完备的，即完美的对

冲策略不再存在．从而，引入零息债券，并通过最小

化不完美对冲下的残余风险，得出了连续时间下的

最优对冲策略．
考虑一个以上述风险资产 Ｓ 为标的资产的欧式

未定权益，欲构建一个包含风险资产 Ｓ 和零息债券

的投资组合，通过最小化残余风险而得到的方差最

优对冲策略｛ｕｔ，􀭹γｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ ．
定理 ４　 对于一个到期时间为 Ｔ，以上述风险资

产 Ｓ 为标的资产的欧式未定权益，记其到期日的收

益函数为 Ψ（ＳＴ），记上述｛Ｖｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为其价格过程，
则该欧式未定权益连续时间下通过残余风险最小化

得到的最优对冲策略为｛ｕｔ，􀭹γｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］，其中，􀭹γｔ，ｕｔ 分

别为 ｔ 时刻贴现风险资产和贴现零息债券的持有份

额，且ϕ（ ｔ） 可由带有边界条件ϕ（Ｔ） ＝ （１，…，１） Ｔ 的

方程
ｄϕ（ ｔ）
ｄ（ ｔ）

＝ （ｄｉａｇ（ ｒ） － ＡＴ）ϕ（ ｔ） 解得．

１２５
学报：自然科学版，２０１６，８（６）：５１８⁃５２３

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（６）：５１８⁃５２３



􀭹γｔ ＝

Ｅ􀭴θ ∫
Ｔ

ｔ

􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ－ｌ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄ０，ｕ－ｌ（ｚ） ＋

　 　 􀭴θ′􀭹Ｓｔ，ｕ（ｚ）（ｕ，Ｂ􀭹Ｓ，Ｘ）Ｄ０，ｕ（ｚ）

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ｄ􀭾Ｗｕ ×

　 　 Ψ^（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０）） ＋ Ψ^′􀭹Ｓｔ，Ｔ（ｚ）（􀭹Ｓ０，Ｔ（ｚ０））Ｄ０，Ｔ（ｚ）

é

ë

ê
ê
ê
êê

Ｇｔ

ù

û

ú
ú
ú
úú

×

Ｄ－１
０，ｔ（ｚ０），

ｕｔ ＝ φＴ（ｔ）（ｄｉａｇ（ＡｔＸｔ） － ｄｉａｇ（Ｘｔ）ＡＴ － Ａｄｉａｇ（Ｘｔ））αｔ ×

[ ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｕｄｕ( ) φＴ（ ｔ）（ｄｉａｇ（ＡｔＸｔ） －

ｄｉａｇ（Ｘｔ）ＡＴ － Ａｄｉａｇ（Ｘｔ））φ（ ｔ） ]
－１

证明 　 令􀭹γｔ ＝ γ ｔ ／􀭹Ｓ０，ｔ（ ｚ０）σ（ ｔ，Ｘｔ） ．且，欧式未定

权益的公平初始价格为 Ｖ０ ＝ Ｅ􀭴θ［ ψ^（􀭹ＳＴ）］ ．由此，可将

式（１２） 改写为

Ｖｔ ＝ Ｅ􀭴θ［ ψ^（􀭹ＳＴ）］ ＋ ∫ｔ
０
􀭹γｓｄ􀭹Ｓｓ ＋ ∫ｔ

０
〈αｓ，ｄＭｓ〉，

　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ． （１８）
现在，考虑一个到期时间为 Ｔ，票面值为 １ 的零

息债券． 易知， 其 ｔ 时刻价 格 为 Ｐ（ ｔ，Ｔ，Ｘｔ） ∶ ＝

Ｅ􀭴θ ｅｘｐ [ － ∫Ｔ
ｔ
ｒｓｄｓ ] ＦＸ

ｔ[ ] ．令 φ ｉ（ ｔ） ＝ Ｐ（ ｔ，Ｔ，ｅｉ），ｉ ＝

１，…，Ｎ，ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 记 φ（ ｔ） ∶ ＝ （φ１（ ｔ），…，
φＮ（ ｔ）） Ｔ， 则 有 Ｐ（ ｔ，Ｔ，Ｘｔ） ＝ 〈φ（ ｔ），Ｘｔ〉 ． 类 似 于

Ｅｌｌｉｏｔｔ 等［８］ 的方法，记该零息债券贴现价格为 􀭹Ｐ（ ｔ，

Ｔ，Ｘｔ） ＝ ｅｘｐ － ∫ｔ
０
ｒｓｄｓ( ) 〈φ（ ｔ），Ｘｔ〉，知 􀭹Ｐ（ ｔ，Ｔ，Ｘｔ） 为

一（ＦＸ，Ｑ􀭴θ） ⁃ 鞅．根据伊藤公式，再令｛ｕｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为 Ｇ⁃

可料过程，且满足∫Ｔ
０
Ｅ［ｕｔ］ ２ ＜ ∞，

则有∫ｔ
０
ｕｓｄ􀭹Ｐ（ｓ，Ｔ，Ｘｓ） ＝ ∫ｔ

０
μ ｓｅｘｐ － ∫ｓ

０
ｒｕｄｕ( ) 〈φ（ｓ），ｄＭｓ〉．

由上式及式（１８），可得：

Ｖｔ ＝ Ｅ􀭴θ［ ψ^（􀭹ＳＴ）］ ＋ ∫ｔ
０
􀭹γｓｄ􀭹Ｓｓ ＋ ∫ｔ

０
ｕｓｄ􀭹Ｐ（ ｓ，Ｔ，Ｘｓ） ＋

　 　 ∫ｔ
０
〈αｓ － ｕｓｅｘｐ － ∫ｓ

０
ｒｕｄｕ( ) φ（ ｓ），ｄＭｓ〉，

　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （１９）
因此，可构建投资组合 ｛ｕｔ，􀭹γｔ｝ ｔ∈［０，Ｔ］，其中，ｕｔ，􀭹γｔ 分

别表示 ｔ 时刻持有的贴现零息债券的数量和贴现风

险资产的数量．同时，若令

Ｒ ｔ（ｕ） ∶ ＝ ∫ｔ
０
〈αｓ － ｕｓｅｘｐ － ∫ｓ

０
ｒｕｄｕ( ) φ（ ｓ），ｄＭｓ〉，

　 　 ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （２０）
且由前述，设 ｖａｒ［Ｒ ｔ（ｕ）］ 代表在这个不完备市场中

的不完美对冲的残余风险．从而，式（１９） 可改写为

Ｖｔ ＝ Ｅ􀭴θ［ ψ^（􀭹ＳＴ）］ ＋ ∫ｔ
０
􀭹γｓｄ􀭹Ｓｓ ＋ ∫ｔ

０
ｕｓｄ􀭹Ｐ（ ｓ，Ｔ，Ｘｓ） ＋

　 　 Ｒ ｔ（ｕ），∀ｔ ∈ ［０，Ｔ］ ． （２１）
由上述定义，知 ｛Ｒ ｔ（ｕ）｝ ｔ∈［０，Ｔ］ 为（ＦＸ，Ｐ） ⁃ 鞅，

从而 ｖａｒ［ＲＴ（ｕ）］ ＝ Ｅ［（ＲＴ（ｕ）） ２］ ．为了最小化残余

风险，可知，若设最优的投资策略为 ｕ^，则 ｕ^ 为下式

的解：
ＲＴ（ ｕ^） ＝ ｍｉｎ

ｕ
Ｅ［（ＲＴ（ｕ）） ２］ ． （２２）

由前述马尔科夫链 Ｘ 状态空间的典型表示，有
Ｘｔ ⊗ Ｘｔ ＝ ｄｉａｇ（Ｘｔ）， （２３）

对于上式，类似于 Ｅｌｌｉｏｔｔ 等［８］中的处理方法，可得：

〈Ｍ，Ｍ〉 ｔ ＝ ∫ｔ
０
ｄｉａｇ（ＡｕＸｕ）ｄｕ － ∫ｔ

０
ｄｉａｇ（Ｘｕ）ＡＴｄｕ －

　 　 ∫ｔ
０
Ａｄｉａｇ（Ｘｕ）ｄｕ， （２４）

令 ｚｓ ∶ ＝ αｓ － ｕｓｅｘｐ － ∫ｓ
０
ｒｕｄｕ( ) φ（ ｓ） ∈ ＲＮ，则

Ｅ［ＲＴ（ｕ）］ ２ ＝ Ｅ ∫Ｔ
０
ｚＴｓ ｄ〈Ｍｓ，Ｍｓ〉 ｚｓ[ ] ＝

　 　 Ｅ [∫Ｔ
０
ｚＴｓ ［ｄｉａｇ（ＡｓＸｓ） － ｄｉａｇ（Ｘｓ）ＡＴ －

　 　 Ａｄｉａｇ（Ｘｓ）］ ｚｓｄｓ ]， （２５）

为求式（２２）的解，式（２５）对 ｕ 求微分后令其为零，
得证．

３　 结论

在风险资产服从一类带马尔科夫模式切换的时

滞微分方程模型的情形下，本文利用 Ｅｓｓｃｈｅｒ 变换找

到了不完备市场下的一个等价鞅测度，并在此基础

上考虑了一个以上述风险资产为标的资产的欧式未

定权益价格过程的鞅表示．同时，在资产价格过程的

系数满足一定条件的假设下，在由马氏切换的出现

而导致的不完备市场中，引入一个零息债券，通过最

小化残余风险而求得了最优连续对冲策略．
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