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唯一强 Ｃｌｅａｎ 群环

摘要
环称为唯一强 ｃｌｅａｎ 是指每一个元

素都可唯一的表示为可交换的幂等元与
单位元的和．主要讨论唯一强 ｃｌｅａｎ 群环
的结构，证明了如果群 Ｇ 是局部有限群，
则群环 ＲＧ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环当且仅当环
Ｒ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，群 Ｇ 是 ２⁃群．
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０　 引言

　 　 本文中 Ｒ 表示具有非零单位元的环，且其子环与 Ｒ 具有相同的

单位元．本文用 Ｃｎ 表示 ｎ 阶循环群，Ｚ 表示整环，Ｚｎ 表示模 ｎ 的剩余

类环．记 Ｊ（Ｒ）为 Ｒ 的雅各布森根，Ｔｎ（Ｒ）代表 Ｒ 的上三角矩阵组成的

集合．群 Ｇ 中元素 ｇ 的阶记为 ｏ（ｇ），ＲＧ 表示系数环是 Ｒ 的群环，群环

的性质参见文献［１］ ．称群 Ｇ 为挠群指的是 Ｇ 中每个元素都是有限阶

的．设 ｐ 为素数，称群 Ｇ 中元素 ｇ 为 ｐ⁃挠元是指 ｏ（ｇ）＝ ｐｋ（ｋ≥０），如果

群 Ｇ 中每个元素都是 ｐ⁃挠元，则称 Ｇ 为 ｐ⁃群［２］ ．
称环 Ｒ 为 ｃｌｅａｎ 环，如果 Ｒ 中每一个元都可写为幂等元与单位元

的和．称环 Ｒ 为强 ｃｌｅａｎ 环，如果 Ｒ 中每一个元都可写为可交换的幂等

元与单位元的和．称环 Ｒ 为唯一 ｃｌｅａｎ 环，如果 Ｒ 中每一个元都可唯一

写为幂等元与单位元的和．对于环的唯一 ｃｌｅａｎ 性，文献［３］讨论了交

换情形，文献［４⁃５］研究了非交换情形．文献［６］讨论了一类介于强

ｃｌｅａｎ 环与唯一 ｃｌｅａｎ 环之间的重要的环：唯一强 ｃｌｅａｎ 环．如果环 Ｒ 中

每一个元都可唯一写为可交换的幂等元与单位元的和，称 Ｒ 为唯一

强 ｃｌｅａｎ 环．
由唯一强 ｃｌｅａｎ 环的定义，可直接得下面的引理．
引理 １［６］ 　 设 Ｒ 和 Ｒ ｉ 是环，则下列结论成立： １） 直积 􀰓Ｒ ｉ 是唯

一强 ｃｌｅａｎ环当且仅当每一个Ｒ ｉ 是唯一强 ｃｌｅａｎ环； ２） 对任意 ｎ＞１，ｎ×
ｎ 矩阵环不是唯一强 ｃｌｅａｎ 环；３） Ｒ 是唯一 ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是唯一

强 ｃｌｅａｎ 环，且 Ｒ 的幂等元都是中心元；４） 设 Ｒ 是交换环且 ｎ≥１，则 Ｔｎ

（Ｒ）是唯一强 ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环；５） Ｒ 是局部的唯

一强 ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是唯一 ｃｌｅａｎ 环当且仅当
Ｒ

Ｊ（Ｒ）
≅Ｚ２ ．

利用引理 １，下面的结论显然成立：唯一 ｃｌｅａｎ 环⇒唯一强 ｃｌｅａｎ
环⇒强 ｃｌｅａｎ 环⇒ｃｌｅａｎ 环，反之不正确，对任意素数 ｐ，Ｍ２（Ｚ（ｐ））是
ｃｌｅａｎ 环但不是强 ｃｌｅａｎ 环，Ｍ２（Ｚｐ）是强 ｃｌｅａｎ 环但不是唯一强 ｃｌｅａｎ
环（由引理 １ 结论 ２）），Ｔ２（Ｚ２）是唯一强 ｃｌｅａｎ 环（由引理 １ 结论 ３））
但不是唯一 ｃｌｅａｎ 环（因为幂等元不是中心元） ．

引理 ２（文献［６］定理 １７）　 下列对环 Ｒ 的叙述等价：１）Ｒ 是唯一

强 ｃｌｅａｎ 环；２）Ｒ ／ Ｊ（Ｒ）是布尔环，且若 ａ２⁃ａ∈Ｊ（Ｒ）则存在唯一幂等元

ｅ∈Ｒ 使得 ａｅ＝ ｅａ，ａ⁃ｅ∈Ｊ（Ｒ）；３）对任意 ａ∈Ｒ，则存在唯一幂等元 ｅ∈
Ｒ 使得 ａｅ＝ ｅａ，ａ⁃ｅ∈Ｊ（Ｒ） ．　 　 　 　



１　 主要结果

本文主要讨论唯一强 ｃｌｅａｎ 群环的性质．
例 １　 如果 ｎ≥３ 是奇数，则 Ｚ２Ｃｎ 是强 ｃｌｅａｎ 环

但不是唯一强 ｃｌｅａｎ 环．
证明　 由 文献［７］命题 ２４，Ｚ２Ｃｎ 是 ｃｌｅａｎ 环．因

为它是交换的，所以它是强 ｃｌｅａｎ 环．于是 Ｚ２Ｃｎ 不是

唯一强 ｃｌｅａｎ 环，否则，由 Ｚ２Ｃｎ 是交换的知它是唯一

ｃｌｅａｎ 环，这与文献［４］例 ３ 矛盾．
易证如果环 Ｓ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，则 Ｓ 的子环 Ｒ

也是唯一强 ｃｌｅａｎ 环．
集合 Ｘ 的一族子集｛Ｘ ｉ ｜ ｉ∈Ｉ｝称为 Ｘ 的直覆盖，

如果对任意 ｉ，ｊ∈Ｉ，Ｘ＝∪ｉ∈ＩＸ ｉ，且存在 ｋ∈Ｉ 使得Ｘ ｉ∪
Ｘ ｊ ＝Ｘｋ ．如果群（环）的每个有限生成子群（子环）是

有限的，称群（环）为局部有限的，如有限群（有限

环） ．显然局部有限群（局部有限环）可由它的有限群

（有限环）直覆盖．
引理 ３　 设 Ｒ 是环，Ｇ 是群． 若 Ｒ＝∪ｉ∈ＩＲ ｉ 和 Ｇ＝

∪ｉ∈ＩＧ ｉ 分别由子环和子群直覆盖，且对任意 ｉ，ｊ，Ｒ ｉＧ ｊ

是强 ｃｌｅａｎ 环（唯一强 ｃｌｅａｎ 环），则 ＲＧ 是强 ｃｌｅａｎ 环

（唯一强 ｃｌｅａｎ 环） ．
证明　 设 ｒ∈ＲＧ，则对某 ｉ，ｊ，有 ｒ∈Ｒ ｉＧ ｊ，于是 ｒ

是 Ｒ ｉＧ ｊ 中的强 ｃｌｅａｎ 元，因此也是 ＲＧ 中的强 ｃｌｅａｎ
元．假设 ｒ＝ ｅ＋ｕ＝ ｆ＋ｖ，其中 ｅｕ ＝ ｕｅ，ｆｖ ＝ ｖｆ，ｅ２ ＝ ｅ，ｆ２ ＝ ｆ，
ｕ，ｖ 是 ＲＧ 中的单位，那么 ｒ，ｅ，ｆ，ｕ，ｕ⁃１，ｖ，ｖ－１都在某

个 ＲｋＧｓ 中，由 ＲｋＧｓ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环得 ｅ＝ ｆ，ｕ＝ ｖ．
定理 １ 　 如果群环 ＲＧ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，则环

Ｒ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环且群 Ｇ 是 ２⁃群．
证明　 由引理 １ 结论 １），Ｒ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，

于是 Ｒ ／ Ｊ（Ｒ）是布尔环，那么 Ｚ２ 是 Ｒ 的像，因此 Ｚ２Ｇ
是唯一强 ｃｌｅａｎ 环．由引理 ３ 知 Ｚ２Ｇ 是唯一 ｃｌｅａｎ 环，
所以利用文献［４］定理 ５ 得 Ｇ 是 ２⁃群．

推论 １　 设 Ｄ 是除环，Ｇ 是局部有限群，则 ＤＧ
是唯一强 ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｄ≅Ｚ２，Ｇ 是 ２⁃群．

证明　 设 ＤＧ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，则 Ｄ 也是唯一

强 ｃｌｅａｎ 环，Ｇ 是 ２⁃群，又 Ｄ 是局部环，于是由引理 ２
知 Ｄ≅Ｚ２ ．反过来，由文献［４］推论 ８ 知 ＤＧ 是唯一

ｃｌｅａｎ 环，因此为唯一强 ｃｌｅａｎ 环．

引理 ４（文献［４］引理 １０） 　 设
Ｒ

Ｊ（Ｒ）
是布尔环，

Ｇ 是局部有限 ２⁃群，且 ω：ＲＧ→Ｒ 是增广同态，那么

Ｊ（ＲＧ）＝ ｛ｘ∈ＲＧ ｜ω（ｘ）∈Ｊ（Ｒ）｝ ．
定理 ２ 　 设 Ｇ 是局部有限群，则 ＲＧ 是唯一强

ｃｌｅａｎ 环当且仅当 Ｒ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，Ｇ 是 ２⁃群．
证明　 设 ＲＧ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环，由定理 １ 可得

结论．反过来，令 ω：ＲＧ→Ｒ 是增广同态，对每个 ｘ∈
ＲＧ，由 ω（ｘ）∈Ｒ 及 Ｒ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环知，存在唯

一 ｅ２ ＝ ｅ∈Ｒ 使得 ω（ｘ） －ｅ∈Ｊ（Ｒ），其中 ｘｅ ＝ ｅｘ．因此

ω（ｘ⁃ｅ）＝ ω（ｘ） －ｅ∈Ｊ（Ｒ），ω（ｘ） ｅ ＝ω（ｘｅ）＝ ω（ ｅｘ）＝
ｅω（ｘ） ．因为 Ｇ 是局部有限的，由引理 ４ 知 ｘ － ｅ∈
Ｊ（ＲＧ），故 ＲＧ 是唯一强 ｃｌｅａｎ 环．
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