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Ｈａｌｉｎ 图的色数问题

摘要
Ｈａｌｉｎ 图 Ｇ ＝ Ｔ∪Ｃ，其中 Ｔ 为每一非

悬挂点（内点）度数至少为 ３ 的平面树，Ｃ
为连接 Ｔ 的所有悬挂点的圈．文章分别
讨论了 Ｈａｌｉｎ 图的星色数、面色数及分数
色数．
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０　 引言

　 　 图染色理论是图论的重要内容，它在生产管理、军事、交通运输、
计算机网络等许多领域有着重要的应用．图染色理论还是图论研究的

热点问题，它起源于四色定理．许多学者研究了列表染色、均匀染色、
强邻边染色，其中点可区别全染色、点可区别边染色或点可区别均匀

边染色等［１⁃６］ 带有限制条件的染色，是一类较难研究的问题．１９６９ 年，
Ｒ．Ｈａｌｉｎ 提出了作为极小 ３⁃连通图的 Ｈａｌｉｎ 图，它是一类特殊的平面

图．由于 Ｈａｌｉｎ 图自身的特殊结构，它的染色问题已成为图染色理论的

热点问题．文献［７］讨论了 Ｈａｌｉｎ 图的边面全着色数，文献［８］研究了

Ｈａｌｉｎ 图的色数、边色数和全色数．本文探讨了 Ｈａｌｉｎ 图的星色数、面色

数及分数色数．文中未加说明的术语、记号参见文献［９］．
定义 １　 将阶数至少为 ４，每一非悬挂点（内点）度数至少为 ３ 的

平面树 Ｔ 嵌入到平面内，再作一圈 Ｃ 连接 Ｔ 的所有悬挂点（叶点），称
这样构成的平面图 Ｇ 为 Ｈａｌｉｎ 图，记作 Ｇ ＝ Ｔ∪Ｃ．对简单平面图 Ｇ（Ｖ，
Ｅ，Ｆ），用 Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），Ｆ（Ｇ）分别表示 Ｇ 的点边面集合．ω（Ｇ）表示 Ｇ
的最大团数，ｄＧ（ｖ）表示顶点 ｖ 的度数．令 Ｇ 的面色数、色数分别为

χ
Ｆ（Ｇ）＝ ｍｉｎ｛ｋ ｜Ｇ 的 ｋ－正常面着色｝，
χ（Ｇ）＝ ｍｉｎ｛ｋ ｜Ｇ 的 ｋ－正常面着色｝ ．
定义 ２　 设正整数 ｋ，ｄ 且 ｋ≥２ｄ，图 Ｇ（Ｖ，Ｅ）中，若存在映射 ｃ：

Ｖ→Ｚｋ 使得对每条边 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），有 ｜ ｃ（ｕ）－ｃ（ ｖ） ｜ ｋ≥ｄ，这里 ｜ ｘ ｜ ｋ ＝ｍｉｎ
｛ ｜ ｘ ｜ ，ｋ－ ｜ ｘ ｜ ｝，Ｚｋ ＝ ｉ＝ １，２，…，ｋ－１，则称 ｃ 为 Ｇ 的一个（ｋ，ｄ）－着色，且
令 Ｇ 的星色数 χ∗（Ｇ）＝ ｉｎｆ｛ｋ ／ ｄ ｜Ｇ 的（ｋ，ｄ）－着色｝ ．

注 １　 Ｇ 的一个（ｋ，ｄ）－着色即为 Ｇ 的一个 ｋ－着色，从而 χ（Ｇ）＝
ｍｉｎ｛ｋ ｜Ｇ 的（ｋ，１）－正常着色｝，因此 χ∗（Ｇ）≤χ（Ｇ） ．

定义 ３　 设 Ｈａｌｉｎ 图 Ｇ，ｘ 为圈 Ｃ 上的一个点，ａ，ｂ，ｃ 为 Ｘ 的 ３ 个

邻点，其中 ａ 为 ｘ 在 Ｔ 中的邻点，则称图 Ｇ′ ＝Ｇ－ｘ 是根为 ａ 的简化的

Ｈａｌｉｎ 图．
定义 ４　 设 Ｉ 为 Ｇ 中所有独立集的集合，若 Ｇ 中存在映射 ｃ：Ｉ →

［０，１］ 使得任取 ｘ∈ Ｖ（Ｇ），都有∑ Ｓ∈Ｉ，ｘ∈Ｓ
ｃ（Ｓ） ＝ １，则称 ｃ为 Ｇ的一个

分数色数，且分数着色 ｃ 的值为∑ Ｓ∈Ｉ
ｃ（Ｓ） ．令 Ｇ 的分数色数 χ

ｆ（Ｇ） ＝

ｉｎｆ｛ｃ ｜ ｃ ＝ ∑ Ｓ∈Ｉ
ｃ（Ｓ）｝ ．

注 ２　 对任何图 Ｇ，有 χ
ｆ（Ｇ）≤χ∗（Ｇ） ．事实上，如果 χ∗（Ｇ）＝ ｋ ／ ｄ，



　 　 　 　设 ｃ 为 Ｇ 的一个（ｋ，ｄ）－着色，则每一个 Ｓｉ ＝∪ｉ＋ｄ－１
ｊ＝ｉ ｃ－１（ｊ）

是 Ｇ 的一个独立集（加法模 ｋ），从而赋予每个权的映

射就是 Ｇ 的一个值为 ｋ ／ ｄ 的分数色数，所以 χ
ｆ（Ｇ）≤

ｋ ／ ｄ．
注 ３　 容易验证 ω（Ｇ）≤χ

ｆ（Ｇ） ．

１　 Ｈａｌｉｎ 图的星色数

在圈 Ｃ＝ ｖ１ｖ２…ｖｐ－１内增加新顶点 ｕ，连接 ｕｖｉ，ｉ ＝
１，２，…，ｐ－１，所得的图为轮图 Ｗｐ ．

引理 １　 若 Ｇ 是 Ｈａｌｉｎ 图，则 χ∗（Ｇ）≥３．
证明　 因为 Ｋ３ 是 Ｇ 的一个真子图，所以引理

成立．
引理 ２［８］ 　 若 Ｇ 是 Ｈａｌｉｎ 图，则

χ（Ｇ）＝
４，　 Ｇ＝Ｗｐ（ｐ≡０（ｍｏｄ２）），
３， 其他．{

引理 ３［１０］ 　 对 ｐ 阶轮图，有

χ∗（Ｗｐ）＝
３，　 ｐ≡１（ｍｏｄ２），
４， ｐ≡０（ｍｏｄ２） ．{

由引理 １，引理 ２，引理 ３ 及注 １ 可得：
定理 １　 若 Ｇ 是 Ｈａｌｉｎ 图，则

χ∗（Ｇ）＝
４，　 Ｇ＝Ｗｐ（ｐ≡０（ｍｏｄ２）），
３， 其他．{

２　 Ｈａｌｉｎ 图的面色数

引理 ４［９］ 　 设 Ｇ′是一个简化的 Ｈａｌｉｎ 图，顶点数

为 ｎ，则 Ｇ′中有长为 ｌ 的圈存在，３≤ｌ≤ｎ，除可能不

存在一个长为 ｍ 的偶圈外．而且，如果 Ｇ′不包含长为

ｍ 的圈，３＜ｍ≤ｎ，则 Ｇ′包含一个顶点数为 ２ｍ－１ 的

简化的 Ｈａｌｉｎ 图子图．
如果 ｎ≥２，由引理 ４，ｍ≠ｎ；否则，Ｇ′包含一个顶

点数为 ２ｎ－１ 的简化的 Ｈａｌｉｎ 图子图 Ｇ″（Ｇ″为 Ｇ′的子

图），这与 ｎ≥２ 矛盾！ 因此，Ｈａｌｉｎ 图为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 图．
引理 ５［１１］ 　 每个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 图都是 ４ 面可着色．
在 Ｈａｌｉｎ 图 Ｇ＝Ｔ∪Ｃ 中，令 Ｘ ＝ Ｖ（Ｔ） ＼Ｖ（Ｃ），且

｜ ｘ ｜ ＝ ｔ．
定理 ２　 若 Ｇ 是 Ｈａｌｉｎ 图，则其面色数

χ
Ｆ（Ｇ） ＝

３，　 ∀ｘ ∈ Ｘ，ｄＧ（ｘ） ≡ ０（ｍｏｄ２），
４， 其他．{

证明

１） 情形 １．∀ｘ∈ Ｘ，ｄＧ（ｘ） 为偶数，对数 ｔ运用归

纳法．
当 ｔ ＝ １ 时，Ｇ ＝ Ｗｐ，ｐ 为 奇 数． 容 易 验

证χ
Ｆ（Ｗｐ） ＝３．

若 ｜ ｘ ｜ ＝ ｔ － １ 时，结论成立．
考虑 ｜ ｘ ｜ ＝ ｔ（ ｔ ≥２） ．设 ｗ，ｕ ∈ Ｘ，ｄＧ（ｗ） ＝ ２ｓ，ｗ

与圈 Ｃ 上的 ２ｓ － １ 个点相邻（由于 Ｇ 不是轮图，这样

的点 ｗ 是存在的） ．沿顺时针方向分别记这 ２ｓ － １ 个

点为 ｖ１，ｖ２，…，ｖ２ｓ－１ ．令
Ｇ１ ＝ （Ｇ － ｛ｖ１，ｖ２，…，ｖ２ｓ－１｝） ∪ ｛ｙｗ，ｚｗ｝，

这里 ｙ，ｚ 分别为 ｖ２ｓ－１，ｖ１ 在圈 Ｃ 上的另一邻点，显然

Ｃ１ 仍为 Ｈａｌｉｎ 图．根据归纳假设，χＦ（Ｇ１）＝ ３．
另一方面 Ｇ１ ＝Ｔ１∪Ｃ１ 为 Ｈａｌｉｎ 图，在 Ｃ１ 内的所

有面都与 Ｇ１ 的外部面相邻．于是内部面着 １，２ 色，外
部面着 ３ 色．Ｇ１ 中与 ｕｗ 相关联的两面着 １，２ 色．在 Ｇ
中，与 ｕｗ 相关联的两面记为 ｇ１ 和 ｇ２，与边 ｖｉｖｉ＋１相关

联的内部面记为 ｆｉ，ｉ＝ １，２，…，２ｓ－２．
定义 Ｇ 的一个面着色 σ 如下： σ （ ｇ１ ） ＝ １，

σ（ｇ２）＝ ２，σ（ ｆｉ） ＝ １（ ｉ 为奇数），σ（ ｆｉ） ＝ ２（ ｉ 为偶

数），σ（ｇ）＝ ３（ｇ 是 Ｇ 的外部面），σ（ ｆ）＝ σ１（ ｆ） （这
里 σ１ 是 Ｇ 的一个正常 ３⁃面着色，ｆ∈Ｆ（Ｇ１）） ．不难验

证 σ 是 Ｇ 的一个正常 ３⁃面着色．
２）情形 ２． ∃ｘ∈Ｘ，ｄＧ（ｘ）＝ ２ｓ＋１（ ｓ≥１） ．
所有与 ｘ 相关联的面记为 ｆ１，ｆ２，…，ｆ２ｓ＋１，其中 ｆｉ

与 ｆｉ＋１（ ｉ＝ １，２，…，２ｓ）相邻，ｆ２ｓ＋１与 ｆ１ 相邻．显然，在 Ｇ
的任意一个面着色中，这 ２ｓ＋１ 个面至少需要 ３ 种不

同的颜色．又因为 Ｇ 为 Ｈａｌｉｎ 图，这 ２ｓ＋１ 个面均与外

部面相邻， 从而外部面必须着第 ４ 种颜色， 即
χ
Ｆ（Ｇ）≥４．由引理 ５，χＦ（Ｇ）＝ ４．因此，定理 ２ 成立．

３　 Ｈａｌｉｎ 图的分数色数

引理 ６［９］ 　 令 α（Ｇ）是 Ｇ 的独立数，如果 Ｇ 是顶

点传递图，则其分数色数 χ
ｆ（Ｇ）＝ ｜ＶＧ ／ α（Ｇ） ｜ ．

引理 ７　 χ
ｆ（Ｃｋ）＝

２，　 　 　 　 　 ｋ≡０（ｍｏｄ２），
２＋２ ／ （ｋ－１）， ｋ≡１（ｍｏｄ２） ．{

这里 Ｃｋ 为 ｋ 个顶点的圈．
证明　 每一个圈都是顶点传递图，且

α（Ｃｋ）＝
ｋ ／ ２，　 　 　 ｋ≡０（ｍｏｄ２），
（ｋ－１） ／ ２， ｋ≡１（ｍｏｄ２），{

所以由引理 ６ 得，引理 ７ 成立．
引理 ８　

χ
ｆ（Ｗｐ）＝ χ

ｆ（Ｃｐ－１）＋１＝
３，　 　 　 　 　 ｐ≡１（ｍｏｄ２），
３＋２ ／ （ｐ－２）， ｐ≡０（ｍｏｄ２） ．{

证明　 由圈 Ｃｐ－１添加一个新顶点 ｕ，再连接 ｕ 与

Ｃｐ－１上所有的点，所得的图为 Ｗｐ ．令 Ｉ 为 Ｇ 中所有独

立集的集合，易得 Ｉ（Ｗｐ）＝ Ｉ（Ｃｐ－１）∪Ｉ（｛ｕ｝） ．由定义

４，有 ｃ（ｕ）＝ １，因此引理 ８ 成立．

７８２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：２８６⁃２８８
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由引言部分的注 ２ 和注 ３，有 ω（Ｇ）≤χ
ｆ（Ｇ）≤

χ∗（Ｇ），从而当 Ｇ≠Ｗｐ 时，ω （ Ｇ） ＝ ３，可以得出
χ
ｆ（Ｇ）＝ ３．因此，下面结论成立：

定理 ３　 若 Ｇ 是顶点数为 ｐ 的 Ｈａｌｉｎ 图，则

χ
ｆ（Ｇ）＝

３＋２ ／ （ｐ－２），　 Ｇ＝Ｗｐ（ｐ≡０（ｍｏｄ２）），
３， 其他．{
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