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带积分边界条件的奇异方程组边值问题的正解

摘要
考虑了一类具 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子型带

积分边界条件的三点奇异方程组边值问
题正解的存在性．通过使用锥上的不动
点定理，在适当的条件下，建立了这类方
程组边值问题存在一个或多个正解的充
分条件，并给出两个例子来验证主要
结果．
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０　 引言

　 　 奇异边值问题具有广泛的数学与物理学应用背景，它的研究一

直受到广大学者的注意．近年来，对多点奇异边值问题［１⁃４］、带积分边

界条件的奇异边值问题［５⁃６］ 有很多研究结果，也有很多关于具

ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子型微分方程边值问题［７⁃８］ 的讨论．
文献［１］ 讨论了三点奇异边值问题：
（ϕｐ（ｕ″（ ｔ））） ′ ＋ ａ（ ｔ） ｆ（ ｔ，ｕ（ ｔ）） ＝ ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
ｕ（０） ＝ ｕ（１） ＝ αｕ（η），　 ｕ″（０） ＝ ０，{ （１）

得到了存在一个或两个正解的充分条件．
文献［５］研究了 Ｂａｎａｃｈ 空间中带积分边值条件的二阶微分方程

边值问题：
ｕ″（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ，ｕ） ＝ ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ∫１
０
ｇ（ ｔ）ｕ（ ｔ）ｄｔ，ｕ（１） ＝ ０，或

　 　 ｕ（０） ＝ ０，ｕ（１） ＝ ∫１
０
ｈ（ ｔ）ｕ（ ｔ）ｄｔ
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（２）

的正解的存在性和不存在性．
文献［７］利用不动点指数定理讨论了一类具 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子型

方程组边值问题：
（φｐ（ｘ′）） ′ ＋ ａ１（ ｔ） ｆ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＝ ０，
（φｐ（ｙ′）） ′ ＋ ａ２（ ｔ）ｇ（ｘ（ ｔ），ｙ（ ｔ）） ＝ ０，
ｘ（０） － β１ｘ′（０） ＝ ０，　 ｘ（１） ＋ δ１ｘ′（１） ＝ ０，
ｙ（０） － β２ｙ′（０） ＝ ０，　 ｙ（１） ＋ δ２ｙ′（１） ＝ ０
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ï
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ï
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（３）

（其中 φｐ（ｘ） ＝｜ ｘ ｜ ｐ－２ｘ，ｐ ＞ １） 的正解的存在性．
而在非牛顿流体力学、多孔介质中的气体湍流理论等实际问题

中，需要借助方程组边值问题来解决．因此，本文致力于研究如下一类

具 ｐ⁃Ｌａｐｌａｃｉａｎ 算子型带积分边界条件的奇异方程组边值问题（简记

为 ＢＶＰ）：
（ϕｐ（ｕ″（ ｔ））） ′ ＋ ａ１（ ｔ） ｆ（ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ）） ＝ ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，
（ϕｐ（ｖ″（ ｔ））） ′ ＋ ａ２（ ｔ）ｇ（ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ）） ＝ ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ∫１
０
ｈ１（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ，　 ｕ（１） ＝ α１ｕ（η１），　 ｕ″（０） ＝ ０，

ｖ（０） ＝ ∫１
０
ｈ２（ ｓ）ｖ（ ｓ）ｄｓ，　 ｖ（１） ＝ α２ｖ（η２），　 ｖ″（０） ＝ ０

ì
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ï
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（４）



（其中 ϕｐ（ ｓ） ＝｜ ｓ ｜ ｐ－２ｓ，ｐ ＞ １，ϕｑ ＝ （ϕｐ）
－１， １

ｐ
＋ １

ｑ
＝

１，０ ＜ αｉ，ηｉ ＜ １（ ｉ ＝ １，２）） 的正解的存在性．本文主

要利用锥上的不动点定理建立了这类方程组边值问

题存在一个或多个正解的充分条件．

１　 预备知识

引理 １［９⁃１０］ 　 设 Ｘ 是赋范实线性空间，Ｋ ⊂ Ｘ 是

锥，令Ω１，Ω２ ⊂Ｋ为非空相对开集，且０∈Ω１ ⊂􀭺Ω１ ⊂

Ω２，设 Ｆ：􀭺Ω２ → Ｋ 为全连续算子，满足

１）‖Ｆ（ｘ）‖ ≤‖ｘ‖，∀ｘ∈∂Ω１；‖Ｆ（ｘ）‖≥
‖ｘ‖，∀ｘ ∈ ∂Ω２，或

２）‖Ｆ（ｘ）‖ ≥‖ｘ‖，∀ｘ∈∂Ω１；‖Ｆ（ｘ）‖≤
‖ｘ‖，∀ｘ ∈ ∂Ω２，

则 Ｆ 在 􀭺Ω２ ＼Ω１ 上有不动点．
引理 ２［９］ 　 设 Ｘ 是赋范实线性空间，Ｋ ⊂ Ｘ 是

锥，记 Ｋ ｉ ＝ ｛ｘ∈ Ｋ：‖ｘ‖ ＜ ｒｉ｝，其中 ｉ ＝ １，２，３，ｒ３ ＞

ｒ２ ＞ ｒ１ ＞ ０，设 Ｆ：􀭵Ｋ３ → Ｋ 为全连续算子，如果

１）‖Ｆ（ｘ）‖ ＜ ｒ１，∀ｘ ∈ ∂Ｋ１；‖Ｆ（ｘ）‖ ＞ ｒ２，

∀ｘ ∈ ∂Ｋ２；‖Ｆ（ｘ）‖≤ ｒ３，∀ｘ∈∂Ｋ３，则 Ｆ在 􀭵Ｋ３ 中

至少有３个不动点 ｘ１，ｘ２，ｘ３，‖ｘ１‖ ＜ ｒ１ ＜ ‖ｘ２‖ ＜
ｒ２ ＜ ‖ｘ３‖ ≤ ｒ３ ．

２）‖Ｆ（ｘ）‖≥ ｒ１，∀ｘ∈∂Ｋ１；‖Ｆ（ｘ）‖＜ ｒ２，∀ｘ∈

∂Ｋ２；‖Ｆ（ｘ）‖ ≥ ｒ３，∀ｘ∈∂Ｋ３，则 Ｆ在 􀭵Ｋ３ 中至少有

两个不动点 ｘ２，ｘ３，ｒ１ ≤ ‖ｘ２‖ ＜ ｒ２ ＜ ‖ｘ３‖ ≤ ｒ３ ．
引理３［９］ 　 设Ｘ ＝ Ｃ（［０，１］，Ｒ），范数由‖ｘ‖ ＝

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

｜ ｘ（ ｔ） ｜ 定义，Ｋ ＝ ｛ｘ∈ Ｘ：ｘ（ ｔ） ≥０为凹函数｝，

则对 ∀δ ∈ ０， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，当 ｕ ∈ Ｋ 时有 ｕ（ ｔ） ≥ δ‖ｕ‖，

ｔ ∈［δ，１ － δ］ ．
令 Ｅ ＝ Ｃ［０，１］ × Ｃ［０，１］ 是一个 Ｂａｎａｃｈ 空间，

定义其范数 ‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ ｍａｘ｛‖ｕ‖，‖ｖ‖｝，其中

‖ｕ‖ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

｜ ｕ（ ｔ） ｜ ，‖ｖ‖ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

｜ ｖ（ ｔ） ｜ ，令 Ｐ ＝

｛（ｕ，ｖ） ∈Ｅ：ｕ（ ｔ），ｖ（ ｔ） 是非负凹的｝，则Ｐ是Ｅ中的

一个锥．
本文将用到下面两个常数：

ｋ ＝ １ － ∫１
０

１ － １ － α
１ － αη

ｔé

ë
êê

ù

û
úú ｈ（ ｔ）ｄｔ

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

，

ｋｉ ＝ １ － ∫１
０

１ －
１ － αｉ

１ － αｉηｉ
ｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｈｉ（ｔ）ｄｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－１

（ｉ ＝ １，２）．

为了方便起见， 先列出本文下面用到的两个

假设：

（Ｈ１） ｆ，ｇ ∈ Ｃ（［０， ＋ ∞） × ［０， ＋ ∞），［０， ＋
∞）），ｈｉ ∈ Ｌ１［０，１］ 是非负的且满足 ｋｉ ＞ ０（ ｉ ＝
１，２） ．

（Ｈ２）ａｉ： （０，１） → ［０， ＋ ∞） 是连续的，０ ＜

∫１
０
ａｉ（ ｔ）ｄｔ ＜ ＋ ∞，且 ａｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ １，２） 在（０，１） 的任何

子区间上不恒为零．

２　 引理

引理 ４ 　 令 ０ ＜ α，η ＜ １，ｗ ∈ Ｌ１［０，１］，ｈ ∈
Ｌ１［０，１］ 是非负的且满足 ｋ ＞ ０，则 ＢＶＰ

ｕ″（ ｔ） ＋ ｗ（ ｔ） ＝ ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ∫１
０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ，　 ｕ（１） ＝ αｕ（η）{ （５）

有唯一解

ｕ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｈ（ ｔ，ｓ）ｗ（ ｓ）ｄｓ， （６）

其中

Ｈ（ ｔ，ｓ） ＝ Ｇ（ ｔ，ｓ） ＋

　 　 ｋ １ － １ － α
１ － αη

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｈ（τ）ｄτ， （７）

Ｇ（ ｔ，ｓ） ＝ ｌ（ ｔ，ｓ） ＋ αｔ
１ － αη

ｌ（η，ｓ）， （８）

ｌ（ ｔ，ｓ） ＝
ｔ（１ － ｓ），　 ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤ １，
ｓ（１ － ｔ），　 ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤ １．{ （９）

证明　 首先对方程积分两次可得：

ｕ′（ ｔ） ＝ － ∫ｔ
０
ｗ（ ｓ）ｄｓ ＋ ｃ１，

ｕ（ ｔ） ＝ － ∫ｔ
０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ ＋ ｃ１ ｔ ＋ ｃ２ ． （１０）

结合边值条件有

ｃ１ ＝ １
１ － αη ∫

１

０
∫τ

０
ｗ（ｓ）ｄｓｄτ － α

１ － αη ∫
η

０
∫τ

０
ｗ（ｓ）ｄｓｄτ＋

α － １
１ － αη ∫

１

０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ， （１１）

ｃ２ ＝ ∫１
０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ． （１２）

将式（１１），（１２）代入式（１０），有

ｕ（ ｔ） ＝ － ∫ｔ
０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ ＋ ｔ

１ － αη ∫
１

０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ －

αｔ
１ － αη ∫

η

０
∫τ

０
ｗ（ｓ）ｄｓｄτ ＋ １ － １ － α

１ － αη
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
ｈ（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ ＝

－ ∫ｔ
０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ ＋ ｔ ∫１

０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ ＋

αｔ
１ － αη

－ ∫η
０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ ＋ η ∫１

０
∫τ

０
ｗ（ ｓ）ｄｓｄτ( ) ＋

９７２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：２７８⁃２８５
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１ － １ － α
１ － αη

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ ＝

∫ｔ
０
ｓ（１ － ｔ）ｗ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫１

ｔ
ｔ（１ － ｓ）ｗ（ ｓ）ｄｓ ＋

αｔ
１ － αη ∫

η

０
ｓ（１ － η）ｗ（ｓ）ｄｓ ＋ ∫１

η
η（１ － ｓ）ｗ（ｓ）ｄｓ( ) ＋

１ － １ － α
１ － αη

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ．

结合式（８） 和（９），可得：

ｕ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ（ ｔ，ｓ）ｗ（ ｓ）ｄｓ ＋

　 　 １ － １ － α
１ － αη

ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ． （１３）

在式（１３）的两边同乘以 ｈ（ ｔ），并对 ｔ 在［０，１］
上进行积分可以解得：

∫１
０
ｈ（ ｓ）ｕ（ ｓ）ｄｓ ＝ ｋ ∫１

０
∫１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｈ（τ）ｄτｗ（ ｓ）ｄｓ． （１４）

将式（１４）代入式（１３），并结合式（７）有

ｕ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｈ（ ｔ，ｓ）ｗ（ ｓ）ｄｓ．

证毕．
定义算子 Ｔ：Ｐ → Ｐ 使

Ｔ（ｕ，ｖ）（ ｔ） ＝ （Ｔ１（ｕ，ｖ）（ ｔ），Ｔ２（ｕ，ｖ）（ ｔ））， （１５）
其中

Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ）＝∫１
０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( )ｄｓ， （１６）

Ｔ２（ｕ，ｖ）（ｔ）＝ ∫１
０
Ｈ２（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ２（τ）ｇ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( )ｄｓ， （１７）

Ｈｉ（ ｔ，ｓ） ＝ Ｇ ｉ（ ｔ，ｓ） ＋ ｋｉ １ －
１ － αｉ

１ － αｉηｉ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷·

∫１
０
Ｇ ｉ（τ，ｓ）ｈｉ（τ）ｄτ， （１８）

Ｇ ｉ（ ｔ，ｓ） ＝ ｌ（ ｔ，ｓ） ＋
αｉ ｔ

１ － αｉηｉ
ｌ（ηｉ，ｓ），　 ｉ ＝ １，２． （１９）

易证 ＢＶＰ（４） 的解等价于算子 Ｔ 在 Ｐ 中的不动点．
引理 ５　 假设（Ｈ１） 与（Ｈ２） 成立，则
ｍｉｅ（ ｓ） ≤ Ｈｉ（ ｔ，ｓ） ≤ Ｍｉｅ（ ｓ），　 ｉ ＝ １，２， （２０）

其中函数 ｅ（ ｓ） ＝ ｓ（１ － ｓ），常数

ｍｉ ＝
αｉ（１ － ηｉ）（１ － αｉη２

ｉ ）
（１ － αｉηｉ） ２ ｋｉ ∫１

０
ｅ（τ）ｈｉ（τ）ｄτ，

Ｍｉ ＝
１ ＋ αｉ － αｉηｉ

１ － αｉηｉ
１ ＋ ｋｉ ∫１

０
ｈｉ（τ）ｄτ( ) ，　 ｉ ＝

１，２．
证明 　 首先，由式（８） 和（９） 有

Ｇ ｉ（ ｔ，ｓ） ＝ ｌ（ ｔ，ｓ） ＋
αｉ ｔ

１ － αｉηｉ
ｌ（ηｉ，ｓ） ≥

　 　 ｅ（ ｓ）ｅ（ ｔ） ＋
αｉ

１ － αｉηｉ
ｅ（ ｔ）ｅ（ ｓ）ｅ（ηｉ） ≥

　 　
１ － αｉηｉ

２

１ － αｉηｉ
ｅ（ ｓ）ｅ（ ｔ）， （２１）

结合式（２１）和（７）可以得到

Ｈｉ（ｔ，ｓ）＝ Ｇｉ（ｔ，ｓ） ＋ ｋｉ １ －
１ － αｉ

１ － αｉηｉ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
Ｇｉ（τ，ｓ）ｈｉ（τ）ｄτ≥

ｋｉ

αｉ（１ － ηｉ）（１ － αｉηｉ
２）

（１ － αｉηｉ） ２ ｅ（ ｓ） ∫１
０
ｅ（τ）ｈｉ（τ）ｄτ ＝

ｍｉｅ（ ｓ）； （２２）
其次，由式（８）和（９）有

Ｇ ｉ（ ｔ，ｓ） ＝ ｌ（ ｔ，ｓ） ＋
αｉ ｔ

１ － αｉηｉ
ｌ（ηｉ，ｓ） ≤

ｌ（ ｔ，ｓ） ＋
αｉ

１ － αｉηｉ
ｌ（ηｉ，ｓ） ≤

ｅ（ ｓ） ＋
αｉ

１ － αｉηｉ
ｅ（ ｓ） ＝

１ ＋ αｉ － αｉηｉ

１ － αｉηｉ
ｅ（ ｓ）， （２３）

结合式（２３）和（７）可以得到

Ｈｉ（ｔ，ｓ）＝ Ｇｉ（ｔ，ｓ） ＋ ｋｉ １ －
１ － αｉ

１ － αｉηｉ
ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫１

０
Ｇｉ（τ，ｓ）ｈｉ（τ）ｄτ≤

Ｇ ｉ（ ｔ，ｓ） ＋ ｋｉ ∫１
０
Ｇ ｉ（τ，ｓ）ｈｉ（τ）ｄτ ≤

１ ＋ αｉ － αｉηｉ

１ － αｉηｉ
ｅ（ｓ） ＋ ｋｉ

１ ＋ αｉ － αｉηｉ

１ － αｉηｉ
ｅ（ｓ） ∫１

０
ｈｉ（τ）ｄτ ＝

１ ＋ αｉ － αｉηｉ

１ － αｉηｉ
１ ＋ ｋｉ ∫１

０
ｈｉ（τ）ｄτ( ) ｅ（ ｓ） ＝

Ｍｉｅ（ ｓ） ． （２４）
因此，结合式（２２）和（２４），引理 ５ 证完．

引理 ６　 假设 （Ｈ１） 与（Ｈ２） 成立，则Ｔ：Ｐ→Ｐ是

全连续算子．
证明 　 对每个（ｕ，ｖ） ∈ Ｐ，由 Ｔｉ（ ｉ ＝ １，２） 的定

义及假设（Ｈ１） 与（Ｈ２）， 有 Ｔｉ（ｕ，ｖ） ≥ ０，ｔ ∈ ［０，
１］，且

Ｔ１（ｕ，ｖ）′（ｔ）＝ ∫１
０

∂
∂ｔ
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( )ｄｓ ＝

∫ｔ
０

æ

è
ç－ ｓ ＋

α１

１ －α１η１
ｌ（η１，ｓ）－ ｋ１

１ －α１

１ －α１η１
∫１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｈ１（τ）ｄτ

ö

ø
÷·

ϕｑ
æ

è
ç∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ

ö

ø
÷ｄｓ ＋

∫１
ｔ

æ

è
ç１ －ｓ ＋

α１

１ －α１η１
ｌ（η１，ｓ） －ｋ１

１ －α１

１ －α１η１
∫１

０
Ｇ（τ，ｓ）ｈ１（τ）ｄτ

ö

ø
÷·

ϕｑ ∫ｓ
０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ，

０８２
严洁，等．带积分边界条件的奇异方程组边值问题的正解．

ＹＡＮ Ｊｉｅ，ｅｔ ａｌ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．



Ｔ１（ｕ，ｖ） ″（ ｔ） ＝ － ϕｑ ∫ｔ
０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ≤ ０，

ｔ ∈ ［０，１］，
则 Ｔ１（ｕ，ｖ） 在［０，１］ 上是凹的，类似可证 Ｔ２（ｕ，ｖ） 在

［０，１］ 上也是凹的．因此Ｔ（ｕ，ｖ）∈Ｐ，从而有Ｔ（Ｐ） ⊆Ｐ．
下面证明 Ｔ 是全连续的．
第 １ 步．对 ∀Ｍ ＞ ０，令 Ｄ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｐ：‖（ｕ，

ｖ）‖ ≤Ｍ｝ 为 Ｐ的任意有界集．由 ｆ的连续性，记􀭴ｆＭ ＝
ｍａｘ

‖（ｕ，ｖ）‖≤Ｍ
ｆ（ｕ，ｖ） 为一常数，则有

｜ Ｔ１（ｕ，ｖ）（ｔ） ｜ ＝ ∫１
０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( )ｄｓ ≤

ϕｑ（􀭴ｆＭ） ∫１
０
Ｈ１（ ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ｄｓ ≤

ϕｑ（􀭴ｆＭ）Ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ｄｓϕｑ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ≤

ϕｑ（􀭴ｆＭ）
Ｍ１

６
ϕｑ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ＝ 常数，

因此，Ｔ１（Ｄ） 是有界的．类似可证Ｔ２（Ｄ） 也是有界的，
因此 Ｔ（Ｄ） 是有界的．

第 ２步．对∀（ｕ，ｖ） ∈Ｄ，当 ｔ１，ｔ２ ∈［０，１］ 时，记
常数

ＬＭ ＝ ϕｑ
􀭴ｆＭ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) æ

è
ç１ ＋

α１

６（１ － α１η１）
＋

（１ － α１）（１ ＋ α１ － α１η１）
６（１ － α１η１） ２ ｋ１ ∫１

０
ｈ１（τ）ｄτ

ö

ø
÷，

有

｜ Ｔ１（ｕ，ｖ）（ ｔ１） － Ｔ１（ｕ，ｖ）（ ｔ２） ｜ ＝

∫１
０
（Ｈ１（ ｔ１，ｓ） － Ｈ１（ ｔ２，ｓ））·

ϕｑ ∫ｓ
０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ ϕｑ
􀭴ｆＭ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( )·

∫１
０

æ

è
ç１ ＋ ｌ（η１，ｓ）

α１

１ － α１η１

＋

ｋ１

１ － α１

１ － α１η１
∫１

０
Ｇ１（τ，ｓ）ｈ１（τ）ｄτ

ö

ø
÷ｄｓ ≤

｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ ϕｑ
􀭴ｆＭ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ∫１

０

æ

è
ç１ ＋

α１ｅ（ ｓ）
１ － α１η１

＋

ｋ１

（１ － α１）（１ ＋ α１ － α１η１）
（１ － α１η１）２ ｅ（ｓ） ∫１

０
ｈ１（τ）ｄτ

ö

ø
÷ｄｓ≤

｜ ｔ１ － ｔ２ ｜ ＬＭ，
因此，Ｔ１（Ｄ） 是等度连续的．类似可证 Ｔ２（Ｄ） 也是等

度连续的，因此 Ｔ（Ｄ） 是等度连续的．

第 ３ 步．取（ｕｎ，ｖｎ） ∈ Ｄ 且一致收敛于（ｕ０，ｖ０），
则由 ｆ 的连续性，对 ∀ｔ，ｓ ∈ ［０，１］ 有

Ｈ１（ ｔ，ｓ）ϕｑ
æ

è
ç∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕｎ（τ），ｖｎ（τ））ｄτ

ö

ø
÷ ≤

　 　
Ｍ１

４
ϕｑ

æ

è
ç􀭴ｆＭ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ

ö

ø
÷，

则由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理知：
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｔ１（ｕｎ，ｖｎ）（ ｔ） ＝

ｌｉｍ
ｎ→∞ ∫

１

０
Ｈ１（ ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕｎ（τ），ｖｎ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ＝

∫１
０
Ｈ１（ ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｕｎ（τ），ｖｎ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ＝

∫１
０
Ｈ１（ ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ０（τ），ｖ０（τ））ｄτ( ) ｄｓ ＝

Ｔ１（ｕ０，ｖ０）（ ｔ） ．
故 Ｔ１ 是连续的．类似可证 Ｔ２ 也是连续的，因此 Ｔ

是连续的．
从而 Ｔ 是全连续的．证完．

３　 主要结果

为了叙述方便，引入以下记号：

ｆ０ ＝ ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０，０）

ｆ（ｕ，ｖ）
ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）

，　 ｆ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ＋ｖ→＋∞

ｆ（ｕ，ｖ）
ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）

，

ｇ０ ＝ ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０，０）

ｇ（ｕ，ｖ）
ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）

，　 ｇ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ＋ｖ→＋∞

ｇ（ｕ，ｖ）
ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）

，

Ｌｉ ＝ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａｉ（τ）ｄτ( ) ｄｓ，　 ｉ ＝ １，２，

其中 δ ∈ ０， １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

定理１　 假设（Ｈ１） 与（Ｈ２） 成立，如果存在常数

Ｒ１ ≠ Ｒ２ 使得下列条件成立：
（Ｈ３） 存 在 常 数 Ｒ１ ＞ ０，０ ＜ ｂ１ ＜

ｍｉｎ { ６ é

ë
ê
êＭｉϕｑ

æ

è
ç∫１

０
ａｉ（τ）ｄτ

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú

－１

，ｉ ＝ １，２ } ，使得

ｆ（ｕ，ｖ） ≤ ϕｐ（ｂ１Ｒ１），ｇ（ｕ，ｖ） ≤ ϕｐ（ｂ１Ｒ１），
　 　 ０ ≤ ｕ，ｖ ≤ Ｒ１；
（Ｈ４） 存在常数 Ｒ２ ＞ ０，ｂ２ ＞ ｍａｘ｛［ｍｉＬｉ］

－１，ｉ ＝
１，２｝，使得

ｆ（ｕ，ｖ） ≥ ϕｐ（ｂ２Ｒ２），ｇ（ｕ，ｖ） ≥ ϕｐ（ｂ２Ｒ２），
　 　 ｕ ＋ ｖ ∈ ［δＲ２，２Ｒ２］，

则 ＢＶＰ（４） 至少存在一个正解（ｕ∗，ｖ∗） ∈ Ｐ且满足

ｍｉｎ｛Ｒ１，Ｒ２｝ ≤ ‖（ｕ∗，ｖ∗）‖ ≤ ｍａｘ｛Ｒ１，Ｒ２｝ ．
证明 　 不失一般性，假设Ｒ１ ＜ Ｒ２ ．首先，令Ω１ ＝

｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｐ：‖（ｕ，ｖ）‖ ＜ Ｒ１｝， 则对 ∀（ｕ，ｖ） ∈

１８２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：２７８⁃２８５
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∂Ω１，‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ Ｒ１，从而可知 ０ ≤ ｕ，ｖ ≤ Ｒ１，由

（Ｈ３） 及引理 ５ 有

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ１ｂ１Ｒ１
１
６
ϕｑ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ＜ Ｒ１ ≤

Ｒ１ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖， （２５）
‖Ｔ２（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ２（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ２（τ）ｇ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ２ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ２（τ）ｇ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ２ｂ１Ｒ１
１
６
ϕｑ ∫１

０
ａ２（τ）ｄτ( ) ＜ Ｒ１ ≤

Ｒ１ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖． （２６）
结合 ‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ 的定义及式（２５） 和（２６） 有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ≤ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω１ ． （２７）
其次，令 Ω２ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｐ：‖（ｕ，ｖ）‖ ＜ Ｒ２｝，

则对∀（ｕ，ｖ） ∈∂Ω２，‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ Ｒ２ ．若‖ｕ‖ ＝ Ｒ２，
则 ‖ｖ‖ ≤ Ｒ２；若 ‖ｖ‖ ＝ Ｒ２，则 ‖ｕ‖ ≤ Ｒ２ ．为了叙

述方便，我们不妨假设 ‖ｕ‖ ＝ Ｒ２，则根据引理 ３，对
∀ｔ ∈ ［δ，１ － δ］，恒有 ｕ ≥ δ‖ｕ‖ ＝ δＲ２，从而可知

δＲ２ ≤ ｕ ＋ ｖ ≤ ２Ｒ２，根据（Ｈ４） 及引理 ５，有
‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ｂ２Ｒ２ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ１（τ）ｄτ( ) ｄｓ ＞

Ｒ２ ＝ Ｒ２ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖， （２８）
‖Ｔ２（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ２（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ２（τ）ｇ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ２ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ２（τ）ｇ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ２ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ２（τ）ｇ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ２ｂ２Ｒ２ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ２（τ）ｄτ( ) ｄｓ ＞

Ｒ２ ＝ Ｒ２ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖． （２９）
结合 ‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ 的定义及式（２８） 和（２９） 有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ≥ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω２ ． （３０）
结合式（２７）和（３０），根据引理 １ 及引理 ６，可知

Ｔ 至少存在一个不动点 （ｕ∗，ｖ∗） ∈ 􀭺Ω２ ＼Ω１， 即为

ＢＶＰ（４） 的解，且满足 Ｒ１ ≤ ‖（ｕ∗，ｖ∗）‖ ≤ Ｒ２ ．
定理 ２　 假设（Ｈ１），（Ｈ２） 与（Ｈ３） 成立，且满足

（Ｈ５） ｆ０ ＝ ∞ 或 ｇ０ ＝ ∞；
（Ｈ６） ｆ∞ ＝ ∞ 或 ｇ∞ ＝ ∞ ．

则 ＢＶＰ（４） 至少存在两个正解．
证明 　 首先，令Ω３ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈Ｐ：‖（ｕ，ｖ）‖ ＜

Ｒ３｝，其中 Ｒ３ ＜ ｍｉｎ Ｒ１，
Ｒ∗

２{ } ． 根据 （Ｈ５）， 不妨设

ｆ０ ＝∞，则对任意的 ｂ３ ≥ｍａｘ｛［ｍｉδＬｉ］
－１，ｉ ＝ １，２｝ ＞

０，总存在充分小的正数 Ｒ∗ 使得对于 ∀０ ≤ ｕ，ｖ ＜

Ｒ∗ 总有
ｆ（ｕ，ｖ）

ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）
≥ ϕｐ（ｂ３） 成立， 即 ｆ（ｕ，ｖ） ≥

ϕｐ（ｂ３（ｕ ＋ ｖ）） ．对 ∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω３，‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ Ｒ３，
从而对 ∀ｔ ∈ ［δ，１ － δ］，恒有 δＲ３ ≤ ｕ ＋ ｖ ≤２Ｒ３ ＜
Ｒ∗ 成立，根据引理 ５ 可证

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ ∫１
ｏ
ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ｂ３δＲ３ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ１（τ）ｄτ( ) ｄｓ ≥

Ｒ３ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖． （３１）
由 ｇ０ ＝ ∞ 类似可证

‖Ｔ２（ｕ，ｖ）‖ ≥ ‖（ｕ，ｖ）‖． （３２）
结合 ‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ 的定义及式（３１） 和（３２） 有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ≥ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω３ ． （３３）
其次，令 Ω４ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｐ：‖（ｕ，ｖ）‖ ＜ Ｒ４｝，

其中 Ｒ４ ＞ ｍａｘ Ｒ１，
Ｒ∗

δ{ } ．根据（Ｈ６），不妨设 ｆ∞ ＝ ∞，

则对任意的 ｂ４ ≥ｍａｘ｛［ｍｉδＬｉ］
－１，ｉ ＝ １，２｝ ＞ ０，总存

在充分大的正数 Ｒ∗ 使得对任意的 ｕ ＋ ｖ ≥ Ｒ∗ 恒有

ｆ（ｕ，ｖ） ≥ ϕｐ（ｂ４（ｕ ＋ ｖ）） 成立．对 ∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω４，
‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ Ｒ４，从而对 ∀ｔ ∈ ［δ，１ － δ］，恒有 ｕ ＋
ｖ ≥δＲ４ ＞ Ｒ∗ 成立，从而根据引理 ５ 可证

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

２８２
严洁，等．带积分边界条件的奇异方程组边值问题的正解．

ＹＡＮ Ｊｉｅ，ｅｔ ａｌ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｖａｌｕｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．



ｍ１ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≥

ｍ１ｂ４δＲ４ ∫１－δ
δ

ｅ（ ｓ）ϕｑ ∫ｓ
δ
ａ１（τ）ｄτ( ) ｄｓ ≥

Ｒ４ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖． （３４）
由 ｇ∞ ＝ ∞ 类似可证

‖Ｔ２（ｕ，ｖ）‖ ≥ ‖（ｕ，ｖ）‖． （３５）
结合 ‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ 的定义及式（３４） 和（３５） 有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ≥ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω４ ． （３６）
最后，考虑到若 （Ｈ３） 成立，根据定理 １ 前半部

分的证明有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ＜ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω１ ． （３７）
注意到 Ｒ３ ＜ Ｒ１ ＜ Ｒ４，且有式（３３）， （３７） 和

（３６） 成立，根据引理 ２及引理 ６，可知 Ｔ在 􀭺Ω４ 中至少

存在两个不动点 （ｕ１，ｖ１）， （ｕ２，ｖ２） 且满足 Ｒ３ ≤
‖（ｕ１，ｖ１）‖ ＜ Ｒ１ ＜ ‖（ｕ２，ｖ２）‖ ≤ Ｒ４， 即 为

ＢＶＰ（４） 的两个正解．
定理 ３　 假设（Ｈ１），（Ｈ２） 与（Ｈ４） 成立，且满足

（Ｈ７） ｆ０ ＝ ０ 且 ｇ０ ＝ ０；
（Ｈ８） ｆ∞ ＝ ０ 且 ｇ∞ ＝ ０．

则 ＢＶＰ（４） 至少存在 ３ 个正解．
证明 　 首先，令Ω５ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈Ｐ：‖（ｕ，ｖ）‖ ＜

Ｒ５｝，其中 Ｒ５ ＜ ｍｉｎ｛Ｒ２，ｒ∗｝ ．根据（Ｈ７），不妨设 ｆ０ ＝

０，则对任意的 ０ ＜ ｂ５ ＜ ｍｉｎ{ ３ é

ë
ê
êＭｉϕｑ

æ

è
ç∫１

０
ａｉ（τ）ｄτ

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú

－１

，

ｉ ＝ １，２} ，总存在充分小的正数 ｒ∗ 使得对 ∀０ ≤ ｕ，

ｖ ＜ ｒ∗ 总有
ｆ（ｕ，ｖ）

ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）
＜ ϕｐ（ｂ５） 成立，即 ｆ（ｕ，ｖ） ＜

ϕｐ（ｂ５（ｕ ＋ ｖ）） ．对 ∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω５，‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ Ｒ５，
从而 ０ ≤ ｕ，ｖ≤ Ｒ５ ＜ ｒ∗，ｕ ＋ ｖ≤２Ｒ５，根据引理 ５ 可

以证得

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ｄｓ·ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ≤

Ｍ１ｂ５２Ｒ５
１
６
ϕｑ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ＜

Ｒ５ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖． （３８）
由 ｇ０ ＝ ０ 类似可证

‖Ｔ２（ｕ，ｖ）‖ ＜ ‖（ｕ，ｖ）‖． （３９）
结合 ‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ 的定义及式（３８） 和（３９） 有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ＜ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω５ ． （４０）
其次，令 Ω６ ＝ ｛（ｕ，ｖ） ∈ Ｐ：‖（ｕ，ｖ）‖ ＜ Ｒ６｝，

其中 Ｒ６ ＞ ｍａｘ Ｒ２，ｒ∗，Ｎ
２{ } ．根据（Ｈ８），不妨设 ｆ∞ ＝

０，则对任意的 ０ ＜ ｂ６ ＜ ｍｉｎ{ ３ Ｍｉϕｑ ∫１
０
ａｉ（τ）ｄτ( )[ ]

－１
，

ｉ ＝ １，２ } ，总存在充分大的正数 ｒ∗ 使得对 ∀ｕ ＋ ｖ ＞

ｒ∗ 总有
ｆ（ｕ，ｖ）

ϕｐ（ｕ ＋ ｖ）
＜ ϕｐ（ｂ６） 成立， 即 ｆ（ｕ，ｖ） ＜

ϕｐ（ｂ６（ｕ ＋ ｖ）） ．对 ∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω６，‖（ｕ，ｖ）‖ ＝ Ｒ６，
从而 ０ ≤ ｕ，ｖ ≤ Ｒ６，下面分两种情形来讨论：

（ⅰ） 若 ｆ 是有界的，则存在充分大的 Ｎ ＞ ０ 使

得 ｆ（ｕ，ｖ） ≤ ϕｐ（ｂ６Ｎ） 成立，则根据引理 ５ 有

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ｄｓ·ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ≤

Ｍ１ｂ６Ｎ
１
６
ϕｑ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ≤ Ｎ

２
≤ Ｒ６ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖；

（ⅱ） 若 ｆ是无界的，则由 ｆ的连续性，可取Ｒ′６ ≤
Ｒ６ 使得 ｆ（ｕ，ｖ） ≤ ｆ（Ｒ６，Ｒ′６），对∀０≤ ｕ，ｖ≤Ｒ６ 恒成

立，则对 ０≤ ｕ，ｖ≤Ｒ６，由于Ｒ６ ＋ Ｒ′
６ ≥Ｒ６ ＞ ｒ∗，因此

可知 ｆ（ｕ，ｖ） ≤ ｆ（Ｒ６，Ｒ′６） ＜ ϕｐ（２ｂ６Ｒ６），从而根据引

理 ５ 有

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈［０，１］ ∫

１

０
Ｈ１（ｔ，ｓ）ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ）ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ｄｓ ≤

Ｍ１ ∫１
０
ｅ（ ｓ）ｄｓ·ϕｑ ∫ｓ

０
ａ１（τ） ｆ（ｕ（τ），ｖ（τ））ｄτ( ) ≤

Ｍ１２ｂ６Ｒ６
１
６
ϕｑ ∫１

０
ａ１（τ）ｄτ( ) ≤ Ｒ６ ＝ ‖（ｕ，ｖ）‖．

因此，无论 ｆ 是哪种情形，对 ∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω６，都
可以证得

‖Ｔ１（ｕ，ｖ）‖ ≤ ‖（ｕ，ｖ）‖． （４１）
由 ｇ∞ ＝ ０ 类似可证

‖Ｔ２（ｕ，ｖ）‖ ≤ ‖（ｕ，ｖ）‖． （４２）
结合 ‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ 的定义及式（４１） 和（４２） 有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ≤ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω６ ． （４３）
最后， 考虑到若（Ｈ４） 成立，根据定理 １ 后半部

分的证明有

‖Ｔ（ｕ，ｖ）‖ ＞ ‖（ｕ，ｖ）‖，∀（ｕ，ｖ） ∈ ∂Ω２ ． （４４）
注意到 Ｒ５ ＜ Ｒ２ ＜ Ｒ６，且有式（４０）， （４４） 和

（４３） 成立，根据引理 ２及引理 ６，可知 Ｔ在Ω６ 中至少

存在三个不动点（ｕ１，ｖ１）， （ｕ２，ｖ２）， （ｕ３，ｖ３） 且满足

‖（ｕ１，ｖ１）‖ ＜ Ｒ５ ＜ ‖（ｕ２，ｖ２）‖ ＜ Ｒ２ ＜ ‖（ｕ３，

３８２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：２７８⁃２８５

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：２７８⁃２８５



ｖ３）‖ ≤ Ｒ６，即为 ＢＶＰ（４） 的三个正解．

４　 相关例子

例 １　 考虑下列一类奇异方程组边值问题：

（ϕｐ（ｕ″））′ ＋
１
６
ｔ－

１
２（ｕ ＋ ｖ）ｅｕ＋ｖ－３ ＝ ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

（ϕｐ（ｖ″））′ ＋
２

π １ － ｔ２
２
２０

（ｕ ＋ ｖ）
３
２ ＋ １

５
（ｕ ＋ ｖ）３é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 ０，　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ∫１
０
ｔ２ｕ（ｔ）ｄｔ，　 ｕ（１） ＝ １

２
ｕ ２

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｖ（０） ＝ ∫１
０
ｔｕ（ｔ）ｄｔ，　 ｖ（１） ＝ １

３
ｖ ３

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï （４５）

证明　 考虑 ｐ ＝ ３ 时的情形．不妨取 δ ＝ １
４
．注意

到 α１ ＝ １
２
，η１ ＝ ２

３
，α２ ＝ １

３
，η２ ＝ ３

４
，ａ１（ ｔ） ＝ １

２
ｔ －

１
２ ，

ａ２（ ｔ） ＝ ２
π

１

１ － ｔ２
，ｈ１（ ｔ） ＝ ｔ２，ｈ２（ ｔ） ＝ ｔ，ｆ（ｕ，ｖ） ＝

１
３
（ｕ ＋ｖ）ｅｕ＋ｖ－３，ｇ（ｕ，ｖ） ＝ ２

２０
（ｕ ＋ ｖ）

３
２ ＋ １

５
（ｕ ＋ ｖ） ３，

经计算可得 ｋ１＝
４８
４１

，ｋ２＝
５４
３５

，∫１
０
ａ１（ｔ）ｄｔ ＝ １，∫１

０
ａ２（ｔ）ｄｔ ＝

１，因此假设（Ｈ１）（Ｈ２） 成立．另一方面，取 ｂ１ ＝ １，

Ｒ１ ＝ １
４
，对∀０ ≤ ｕ，ｖ≤ １

４
，恒有 ｆ（ｕ，ｖ） ≤ １

６
ｅ － ５

２ ＜

１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ϕｐ（ｂ１Ｒ１），ｇ（ｕ，ｖ） ≤ １
２０

＜ １
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ϕｐ（ｂ１Ｒ１）

成立，故假设（Ｈ３） 成立．最后，考虑到

ｆ０ ＝ ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０，０）

１
３
（ｕ ＋ ｖ）ｅｕ＋ｖ－３

（ｕ ＋ ｖ） ２
＝ ∞；

ｇ０ ＝ ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０，０）

２
２０

（ｕ ＋ ｖ）
３
２ ＋ １

５
（ｕ ＋ ｖ） ３

（ｕ ＋ ｖ） ２
＝ ∞，

故假设（Ｈ５） 成立．而

ｆ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ＋ｖ→＋∞

１
３
（ｕ ＋ ｖ）ｅｕ＋ｖ－３

（ｕ ＋ ｖ） ２
＝ ∞，

ｇ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ＋ｖ→＋∞

２
２０

（ｕ ＋ ｖ）
３
２ ＋ １

５
（ｕ ＋ ｖ） ３

（ｕ ＋ ｖ） ２
＝ ∞，

故假设（Ｈ６） 成立．因此，根据定理 ２，ＢＶＰ（４５） 至少

有两个正解．

例 ２　 考虑奇异边值问题：

（ϕｐ（ｕ″）） ′ ＋ ２ ４００ｔ －
１
２（ｕ ＋ ｖ） ２ｅ２０－（ｕ＋ｖ） ＝ ０，

　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

（ϕｐ（ｖ″）） ′ ＋ ９６０ｔ －
１
２（ｕ２ ＋ ２ｖ２）（ｕ ＋ ｖ）ｅ６０－３（ｕ＋ｖ） ＝ ０，

　 　 ０ ＜ ｔ ＜ １，

ｕ（０） ＝ ∫１
０
ｔｕ（ ｔ）ｄｔ，　 ｕ（１） ＝ １

５
ｕ ４

５
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｖ（０） ＝ ∫１
０
ｕ（ ｔ）ｄｔ，　 ｖ（１） ＝ １

３
ｖ ２

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（４６）

证明　 考虑 ｐ ＝ ２ 时的情形．不妨取 δ ＝ １
４
．注意

到 α１ ＝ １
５
，η１ ＝ ４

５
，α２ ＝ １

３
，η２ ＝ ２

３
，ａ１（ ｔ） ＝ １

２
ｔ －

１
２ ，

ａ２（ ｔ） ＝ １
２
ｔ －

１
２ ，ｈ１（ ｔ） ＝ ｔ，ｈ２（ ｔ） ＝ １，经计算可知 ｋ１ ＝

６３
２３

，ｋ２ ＝
７
３
，∫１

０
ａ１（ ｔ）ｄｔ ＝ １，∫１

０
ａ２（ ｔ）ｄｔ ＝ １，而又有 ｆ（ｕ，

ｖ） ＝ ４ ８００（ｕ ＋ ｖ） ２ｅ２０－（ｕ＋ｖ），ｇ（ｕ，ｖ） ＝ １ ９２０（ｕ２ ＋
２ｖ２）（ｕ ＋ ｖ）ｅ６０－３（ｕ＋ｖ），故假设（Ｈ１）（Ｈ２） 成立，且存

在常数Ｒ２ ＝ １０，取 ｂ２ ＝ ３ ０００，满足对∀ｕ ＋ ｖ∈［δＲ２，
２Ｒ２］，恒有 ｆ（ｕ，ｖ） ≥４ ８００（δＲ２） ２ｅ２０－２Ｒ２ ＝ ϕｐ（ｂ２Ｒ２），
ｇ（ｕ，ｖ） ≥１ ９２０ × δ２Ｒ２

２δＲ２ｅ６０－６Ｒ２ ＝ ϕｐ（ｂ２Ｒ２） 成立．因
此假设（Ｈ４） 成立．最后，考虑到

ｆ０ ＝ ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０，０）

４ ８００（ｕ ＋ ｖ） ２ｅ２０－（ｕ＋ｖ）

ｕ ＋ ｖ
＝ ０，

ｇ０ ＝ ｌｉｍ
（ｕ，ｖ）→（０，０）

１ ９２０（ｕ２ ＋ ２ｖ２）（ｕ ＋ ｖ）ｅ６０－３（ｕ＋ｖ）

ｕ ＋ ｖ
＝ ０，

因此假设（Ｈ７） 成立，而

ｆ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ＋ｖ→＋∞

４ ８００（ｕ ＋ ｖ） ２ｅ２０－（ｕ＋ｖ）

ｕ ＋ ｖ
＝ ０，

ｇ∞ ＝ ｌｉｍ
ｕ＋ｖ→＋∞

１ ９２０（ｕ２ ＋ ２ｖ２）（ｕ ＋ ｖ）ｅ６０－３（ｕ＋ｖ）

ｕ ＋ ｖ
＝ ０，

因此可断定假设（Ｈ８） 成立．
综上所述，根据定理 ３，边值问题（４６）至少存在

３ 个正解．
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