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辅助模型辨识方法（３）：
输入非线性输出误差自回归系统

摘要
输入非线性系统包括输入非线性方

程误差类系统和输入非线性输出误差类
系统．针对输入非线性输出误差自回归
系统，分别基于过参数化模型，基于关键
项分离原理，基于数据滤波技术，研究了
相应的基于过参数化模型的辅助模型递
推辨识方法、基于关键项分离的辅助模
型递推辨识方法、基于数据滤波的辅助
模型递推辨识方法．这些方法可以推广
到其他输入非线性输出误差系统、输出
非线性输出误差系统、反馈非线性系统
等．并给出了几个典型辨识算法的计算
步骤、流程图和计算量．
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０　 引言

　 　 非线性系统类别很多，难以用有限类模型描述．最直观的简单非

线性系统是由一个静态非线性环节（简称 Ｎ）与一个线性动态子系统

（简称 Ｌ）连接而成．如果 Ｎ 串联 Ｌ 就构成一个输入非线性系统，当非

线性是一个多项式，这样的 Ｎ—Ｌ 系统就称为 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ 非线性系

统；如果 Ｌ 串联 Ｎ 就构成一个输出非线性系统，当非线性是一个多项

式，这样的 Ｌ—Ｎ 系统就称为 Ｗｉｅｎｅｒ 非线性系统；如果 Ｎ 在反馈通道

上，Ｌ 在前向通道上，或反之，就构成一个反馈非线性系统，也称闭环

非线性系统；如果 Ｎ—Ｌ 加上反馈，就构成输入非线性反馈系统；如果

Ｌ—Ｎ 加上反馈，就构成输出非线性反馈系统．
当然还有 Ｎ—Ｌ—Ｎ 非线性系统、Ｌ—Ｎ—Ｌ 非线性系统，以及多个

Ｎ 和多个 Ｌ 构成串联、并联、反馈、混联非线性系统．研究最多的是

Ｎ—Ｌ，Ｌ—Ｎ，Ｎ—Ｌ—Ｎ，Ｌ—Ｎ—Ｌ 非线性系统，以及反馈非线性系统．
关于系统辨识的一些新论题和方法，我们出版了著作《系统辨识新

论》 ［１］；关于辨识方法的收敛性，出版了《系统辨识学术专著丛书》第
３ 分册《系统辨识———辨识方法性能分析》 ［２］；关于多新息辨识方法，
出版了专著丛书的第 ６ 分册《系统辨识———多新息辨识理论与方

法》 ［３］ ．２０１１—２０１２ 年和 ２０１４ 年至今在《南京信息工程大学学报》连
载的 ２５ 篇系统辨识论文中，２０１５ 年第 １—４ 期研究了一些典型非线

性系统的递推辨识方法，如线性参数系统（一类特殊非线性系统） ［４］、
输入非线性方程误差系统［５］、输入非线性方程误差自回归系统［６］ 的

多新息辨识方法、输出非线性方程误差自回归系统的最小二乘递推

辨识方法［７］ ．
２０１６ 年的连载论文主要议题是利用辅助模型辨识思想，研究线

性系统和输入非线性系统的辅助模型递推辨识方法．２０１６ 年第 １ 期研

究了自回归输出误差系统的辅助模型递推辨识方法［８］；第 ２ 期研究

了输入非线性输出误差系统的辅助模型递推辨识方法［９］ ．本文主要使

用滤波技术、分解技术研究输入非线性输出误差自回归系统的辅助

模型递推辨识方法．
在基于滤波的线性系统辨识和基于滤波的非线性系统辨识方

面，我们提出了一系列辨识方法．有关线性系统的滤波辨识方法可参



　 　 　 　见文献［３，１０⁃１４］．有关非线性系统的滤波辨识方法

包括输入非线性方程误差自回归（ ＩＮ⁃ＥＥＡＲ）系统，
即输入非线性受控自回归自回归（ ＩＮ⁃ＣＡＲＡＲ）系统

的基于滤波的遗忘因子多新息广义随机梯度算

法［１５］，输入非线性方程误差滑动平均（ＩＮ⁃ＥＥＭＡ）系
统，即 输 入 非 线 性 受 控 自 回 归 滑 动 平 均 （ ＩＮ⁃
ＣＡＲＭＡ）系统的基于滤波的增广随机梯度算法和基

于滤波的多新息增广随机梯度算法［１６］，输入非线性

输出误差自回归（ＩＮ⁃ＯＥＡＲ）系统的基于滤波的辅助

模型最小二乘迭代算法和基于滤波的分解辅助模型

最小二乘迭代算法［１７］、辅助模型递推广义最小二乘

算法、基于滤波的辅助模型递推广义最小二乘算

法［１８］、基于滤波的辅助模型多新息广义随机梯度

算法［１９⁃２０］ ．
本文以 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统为例，利用辅助模型辨识

思想，基于过参数化模型，基于关键项分离，基于数

据滤波，研究了输入非线性输出误差自回归系统的

辅助模型递推辨识方法．这些方法可以推广到其他

输入非线性输出误差系统、输入非线性方程误差类

系统、输出非线性方程误差类系统、输出非线性输出

误差类系统等．

１　 基于过参数化模型的辅助模型递推辨识方法

针对 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统，文献［２１］研究了基于关键

项分离的辅助模型梯度迭代算法和基于关键项分离

的辅助模型最小二乘迭代算法．本节针对 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ
系统，采用过参数化辨识模型，利用辅助模型辨识思

想，研究基于过参数化模型的辅助模型广义随机梯

度辨识方法、辅助模型多新息广义随机梯度辨识方

法、辅助模型递推广义最小二乘辨识方法．

１ １　 系统描述与过参数化辨识模型

考虑输入非线性输出误差自回归模型 （ Ｉｎｐｕｔ
Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＯＥＡＲ ｍｏｄｅｌ，ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 模型）描述的非线

性系统，其结构如图 １ 所示，输入输出关系表达

如下：

ｙ（ ｔ） ＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ） ＋ １

Ｃ（ ｚ）
ｖ（ ｔ）， （１）

其中 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为系统的输入和输出，ｖ（ ｔ）是
均值为零的白噪声，非线性块输出 ｕ（ ｔ）是系数为

（γ１，γ２，…，γｎγ）的已知非线性基函数 ｆ ∶ ＝ （ ｆ１，ｆ２，…，
ｆｎγ）的线性组合：
ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝

γ１ ｆ１（ｕ（ ｔ））＋γ２ ｆ２（ｕ（ ｔ））＋…＋γｎγ ｆｎγ（ｕ（ ｔ））＝

ｆ（ｕ（ ｔ））γ， （２）
ｆ（ｕ（ ｔ）） ∶ ＝［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ ｔ））］∈
Ｒ１×ｎγ是基函数构成的行向量，γ ∶ ＝［γ１，γ２，…，γｎγ］

Ｔ∈
Ｒｎγ是非线性部分的参数向量，Ａ（ ｚ），Ｂ（ ｚ）和 Ｃ（ ｚ）是
单位后移算子 ｚ－１［ ｚ－１ｙ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ－１）］的常系数时不

变多项式：
Ａ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ａ１ｚ

－１＋ａ２ｚ
－２＋…＋ａｎａｚ

－ｎａ，
Ｂ（ ｚ） ∶ ＝ ｂ０＋ｂ１ｚ

－１＋ｂ２ｚ
－２＋…＋ｂｎｂｚ

－ｎｂ，
Ｃ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ｃ１ｚ

－１＋ｃ２ｚ
－２＋…＋ｃｎｃｚ

－ｎｃ ．
设阶次 ｎａ，ｎｂ，ｎｃ 和 ｎγ 已知，且当 ｔ≤０ 时，ｕ（ ｔ）＝

０，ｙ（ ｔ）＝ ０，ｖ（ ｔ）＝ ０．

图 １　 输入非线性输出误差自回归系统

Ｆｉｇ １　 Ａｎ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ

定义未知真实输出 ｘ（ ｔ）和中间噪声变量 ｗ（ ｔ）
如下：

ｘ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）∈Ｒ， （３）

ｗ（ ｔ） ∶ ＝
１

Ｃ（ ｚ）
ｖ（ ｔ）∈Ｒ． （４）

系统中的相关噪声 ｗ（ ｔ）是一个自回归（ＡＲ）过程．定
义参数向量：

ϑ ∶ ＝
θｓ

ｃ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ，　 ｎ ∶ ＝ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ＋ｎｃ，

θｓ ∶ ＝［ａ
Ｔ，ｂ′γＴ］Ｔ ＝［ａＴ，ｂ０γＴ，ｂ１γＴ，…，ｂｎｂγ

Ｔ］Ｔ∈
Ｒｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ，

ａ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ］
Ｔ∈Ｒｎａ，

ｂ ∶ ＝ ［ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］
Ｔ∈Ｒｎｂ，

ｂ′ ∶ ＝ ［ｂ０，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］∈Ｒ１×（ｎｂ＋１），
ｃ ∶ ＝ ［ｃ１，ｃ２，…，ｃｎｃ］

Ｔ∈Ｒｎｃ，
γ ∶ ＝ ［γ１，γ２，…，γｎγ］

Ｔ∈Ｒｎγ ．
定义信息向量：

φ（ ｔ） ∶ ＝
φｓ（ ｔ）
φｗ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ，

φｓ（ｔ） ∶ ＝［φＴ
ｘ（ｔ），φＴ

０（ｔ），φＴ
１（ｔ），…，φＴ

ｎｂ（ｔ）］
Ｔ∈

Ｒｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ，
φｘ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ∈Ｒｎａ，
ϕｊ（ ｔ） ∶ ＝ ｆＴ（ｕ（ ｔ－ｊ））＝

４９１
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．
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［ｆ１（ｕ（ｔ－ｊ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｊ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ－ｊ））］
Ｔ∈Ｒｎγ，

φｗ（ｔ） ∶ ＝［－ｗ（ｔ－１），－ｗ（ｔ－２），…，－ｗ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎｃ ．
基于上述定义，由式（３）—（４）和式（１）可得

ｘ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋Ｂ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＝
［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋Ｂ（ ｚ） ｆ（ｕ（ ｔ））γ＝
φＴ

ｘ（ ｔ）ａ＋ｂ０ｆ（ｕ（ ｔ））γ＋ｂ１ｆ（ｕ（ ｔ－１））γ＋…＋
ｂｎｂｆ（ｕ（ ｔ－ｎｂ））γ＝φＴ

ｓ（ ｔ）θｓ， （５）
ｗ（ ｔ）＝ ［１－Ｃ（ ｚ）］ｗ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ

ｗ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ）， （６）
ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｗ（ ｔ）＝

φＴ
ｓ（ ｔ）θｓ＋ｗ（ ｔ）＝

φＴ
ｓ（ ｔ）θｓ＋φＴ

ｗ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ）＝ （７）
φＴ（ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ） ． （８）
注 １ 　 式（８）是输入非线性 ＯＥＡＲ 系统的过参

数化 辨 识 模 型 （ ｏｖｅｒ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｌ） ．该模型的参数向量 ϑ包含 ｎ＝ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ＋
ｎｃ 个参数，它大于系统的实际参数数目 ｎａ ＋ｎｂ ＋１＋
ｎｃ＋ｎｒ（当 ｎｂ，ｎγ≥２ 时） ．这就是过参数化模型名称的

来历．
注 ２　 过参数化辨识模型（８）是一个双线性参

数模型，模型参数向量包含了两个参数集 ｛ ｂｉ ｝ 与

｛γ ｊ｝的乘积项｛ｂｉγ ｊ｝，故参数是不可辨识的．为了得

到唯一的参数估计，需要规范化系统参数．基本的规

范化方法有 ３ 种：
１） 固定 ｂｉ 中的一个，或者固定 γ ｊ 中的一个，如

ｂ０ ＝ １ 或 γ１ ＝ １；
２） 固定（ｂ０，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ）的模为 １，或（γ１，γ２，

…，γｎγ）的模为 １，如 ｂ２
０＋ｂ２

１＋ｂ２
２＋…＋ｂ２

ｎｂ
＝１，或‖γ‖２ ∶ ＝

γ２
１＋γ２

２＋…＋γ２
ｎγ
＝ １；

３） 固定动态线性子系统的增益，如

Ｇ（１） ∶ ＝
Ｂ（１）
Ａ（１）

＝
ｂ０＋ｂ１＋ｂ２＋…＋ｂｎｂ

１＋ａ１＋ａ２＋…＋ａｎａ

＝ １．

注 ３　 因为过参数化辨识模型（８）的参数向量

ϑ包含了原系统参数的乘积项｛ｂｉγ ｊ｝，故参数数目比

系统的实际参数数目多．在过参数化模型的辨识算

法中，除了把这些乘积参数作为独立的参数进行辨

识，还需计算从参数估计中分离出原系统的参数估

计，因此辨识算法的计算量大，特别当阶次 ｎｂ，ｎγ 很

大时，最小二乘辨识算法的计算量更大．
注 ４　 一旦基于过参数化模型的辅助模型辨识

算法获得参数估计 ϑ^（ ｔ），还需要从中分离出原系统

的参数估计．分离参数的方法有 ＳＶＤ 方法、平均值方

法等．
设 ϑ和 θｓ在时刻 ｔ 的估计分别为

ϑ^（ ｔ） ∶ ＝
θ^ｓ（ ｔ）
ｃ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ，

θ^ｓ（ｔ） ∶＝［ａ^Ｔ（ｔ）， ｂ０γ
　 　 　

〈

Ｔ（ｔ）， ｂ１γ
　 　 　

〈

Ｔ（ｔ），…， ｂｎｂγ
　 　 　

〈
Ｔ（ｔ）］Ｔ∈Ｒｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ，

ａ^（ ｔ） ∶ ＝［ ａ^１（ ｔ），ａ^２（ ｔ），…，ａ^ｎａ（ ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎａ，

ｂ^（ ｔ） ∶ ＝［ ｂ^１（ ｔ），ｂ^２（ ｔ），…，ｂ^ｎｂ（ ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎｂ，

ｃ^（ ｔ） ∶ ＝［ ｃ^１（ ｔ），ｃ^２（ ｔ），…，ｃ^ｎｃ（ ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎｃ，

γ^（ ｔ） ∶ ＝［ γ^１（ ｔ），γ^２（ ｔ），…，γ^ｎγ（ ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎγ ．

这里假设 Ｂ（ ｚ）的第一个非零系数是 １，即 ｂ０ ＝

１．在此条件下，ａ，ｃ 和 γ的估计可以直接从 ϑ^（ ｔ）中
读出来．令 ϑ^ｉ（ ｔ）是 ϑ^（ ｔ）的第 ｉ 个元素，根据 ϑ的定

义式，可知 ｂ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…， ｎｂ ） 的估计可以用下式

计算［２２⁃２４］：

ｂ^ｊ（ｔ）＝
ϑ^ｎａ＋ｊｎγ＋ｉ（ｔ）

γ^ｉ（ｔ）
，　 ｊ＝１，２，３，…，ｎｂ，　 ｉ＝１，２，…，ｎγ ．

从上式可以看出，ｂ^ ｊ（ ｔ）有很多冗余，因为每个 ｂ^ ｊ（ ｔ）
有 ｎγ 个估计．这里使用其平均值作为 ｂ ｊ 的估计，即

ｂ^ ｊ（ ｔ） ＝ １
ｎγ
∑
ｎγ

ｉ ＝ １

ϑ^ｎａ＋ｊｎγ ＋ｉ（ ｔ）
γ^ｉ（ ｔ）

，　 ｊ ＝ １，２，３，…，ｎｂ ．

下面讨论过参数化辨识模型（８）的辅助模型递

推辨识方法．

１ ２　 基于过参数化模型的辅助模型广义随机梯度

辨识方法

　 　 对于辨识模型（８），使用负梯度搜索，极小化准

则函数

Ｊ１（ϑ） ∶ ＝
１
２
［ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ］ ２，

可得下列梯度递推关系［１］：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅ（ ｔ）， （９）

ｅ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （１０）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ（ ｔ）‖２ ． （１１）
由于信息向量 φ（ ｔ）中包含了未知真实输出项

ｘ（ ｔ－ｉ）和未知噪声项 ｗ（ ｔ－ｉ），因此上述算法无法实

现．解决办法是借助于辅助模型辨识思想［１⁃２，２５］，未知

真实输出 ｘ（ ｔ）用辅助模型 ｘａ（ ｔ）＝
Ｂａ（ ｚ）
Ａａ（ ｚ）

ｕａ（ ｔ）进行估

算，即在辨识算法中，用辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ）代替

未知量 ｘ（ ｔ），用辅助模型的输出 ｗ^（ ｔ）代替未知噪声

项 ｗ（ ｔ） ．使用辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ－ｉ）和 ｗ^（ ｔ－ｉ）定义

信息向量 φ（ ｔ）的估计：

５９１
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



φ^（ ｔ） ∶ ＝
φ^ｓ（ ｔ）

φ^ｗ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
∈Ｒｎ， （１２）

φ^ｓ（ｔ） ∶＝［φＴ
ａ（ｔ），φＴ

０（ｔ），φＴ
１（ｔ），…，φＴ

ｎｂ（ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ， （１３）

φａ（ｔ） ∶＝［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ， （１４）

φ^ｗ（ｔ） ∶＝［－ｗ^（ｔ－１），－ｗ^（ｔ－２），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎｃ， （１５）

其中 φ^ｓ（ ｔ）和 φ^ｗ（ ｔ）分别为 φｓ（ ｔ）和 φｗ（ ｔ）的估计．

用 θ^ｓ（ ｔ）代替 θｓ，用 φ^ｓ（ ｔ）代替 φｓ（ ｔ），则由式

（５）和（７）可得估算 ｘ（ ｔ）和 ｗ（ ｔ）的辅助模型：
ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ

ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１６）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ） ． （１７）

式（９）—（１１）中的未知向量 φ（ ｔ）用其估计 φ^（ ｔ）代
替，联立式（１２）—（１７），我们可以得到估计参数向

量 ϑ的过参数化辅助模型广义随机梯度算法（Ｏｖｅｒ⁃
ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，Ｏ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅ（ ｔ），　 ϑ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （１８）

ｅ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （１９）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （２０）

φ^（ ｔ）＝
φ^ｓ（ ｔ）

φ^ｗ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （２１）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），φＴ

０（ ｔ），φＴ
１（ ｔ），…，φＴ

ｎｂ（ ｔ）］
Ｔ， （２２）

φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （２３）
φｊ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｊ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｊ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ－ｊ））］

Ｔ， （２４）

φ^ｗ（ ｔ）＝ ［－ｗ^（ ｔ－１），－ｗ^（ ｔ－２），…，－ｗ^（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （２５）

ｘａ（ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ｔ）θ^ｓ（ｔ），　 ｘａ（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，　 ｉ＝０，１，…，ｎａ， （２６）

ｗ^（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－ｘａ（ｔ），　 ｗ^（－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，　 ｉ＝０，１，…，ｎｃ， （２７）

θ^ｓ（ｔ）＝［ａ^Ｔ（ｔ）， ｂ０γ
　 　 　

〈

Ｔ（ｔ）， ｂ１γ
　 　 　

〈

Ｔ（ｔ），…， ｂｎｂγ
　 　 　

〈

Ｔ（ｔ），^ｃＴ（ｔ）］Ｔ， （２８）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ
ｓ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２９）

注 ５　 为提高梯度算法的暂态收敛速度，可引

入遗忘因子（ｆｏｒｇｅｔｔｉｎｇ ｆａｃｔｏｒ）λ，将式（２０）修改为

ｒ（ ｔ）＝ λｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ０≤λ≤１，　 ｒ（０）＝ １．
注 ６　 为了提高随机梯度算法的暂态收敛速度

和稳态性能，可引入收敛指数（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｎｄｅｘ）ε，
就得 到 修 正 随 机 梯 度 算 法 （ Ｍｏｄｉｆｉｅｄ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，Ｍ⁃ＳＧ 算法） ．修正随机梯度算法

比随机梯度算法具有更快的收敛速度，其性能优于

遗忘梯度算法［１⁃３，２６⁃２７］ ．
在式（１８）中引入收敛指数 ε，即

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒε（ ｔ）

ｅ（ ｔ），　 １
２
＜ε≤１， （３０）

就得到修正 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法 （ １９ ）—（ ２９） ． 这里

１ ／ ｒε（ ｔ）是收敛因子或步长．
随机梯度类辨识算法，包括辅助模型广义随机

梯度算法、基于滤波的辅助模型广义随机梯度算法、
基于滤波的辅助模型多新息广义随机梯度算法等，
都可以引入遗忘因子和收敛指数来改进参数估计

性能．

１ ３　 基于过参数化模型的辅助模型多新息广义随

机梯度辨识方法

　 　 根据多新息辨识理论［１，３，２８］，为了提高随机梯度

算法的参数估计收敛速度，令整数 ｐ 为新息长度，将
Ｏ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（１８）—（２９）中输出 ｙ（ ｔ）和信息向

量 φ^（ ｔ）扩展为堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）和堆积信息矩

阵 Φ^（ｐ，ｔ），将式（１８）中标量新息 ｅ（ ｔ）∈Ｒ 扩展为新

息向量 Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｐ，我们可以得到辨识参数向量 ϑ
的过参数化辅助模型多新息广义随机梯度算法

（Ｏｖｅｒ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｍｕｌｔｉ⁃
Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Φ^（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ）， （３１）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （３２）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２， （３３）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （３４）
Φ^（ｐ，ｔ）＝ ［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］， （３５）

φ^（ ｔ）＝
φ^ｓ（ ｔ）

φ^ｗ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （３６）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），ϕＴ

０（ ｔ），ϕＴ
１（ ｔ），…，ϕＴ

ｎｂ（ ｔ）］
Ｔ， （３７）

φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （３８）
ϕｊ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｊ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｊ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ－ｊ））］

Ｔ， （３９）

φ^ｗ（ ｔ）＝ ［－ｗ^（ ｔ－１），－ｗ^（ ｔ－２），…，－ｗ^（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （４０）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （４１）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （４２）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ
ｓ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （４３）

当新息长度 ｐ＝ １ 时，Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退化为

Ｏ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（１８）—（２９） ．
注 ７　 为了使算法获得更快的收敛速度，也可在

式（３３）中引入遗忘因子 λ，即
ｒ（ ｔ）＝ λｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ０≤λ≤１， （４４）

则式 （ ３１）—（ ３２） 和 （ ３４）—（ ４４） 构成遗忘因子

６９１
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法．当新息长度 ｐ ＝ １ 时，遗忘因子

Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退化为遗忘因子 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算

法．在相同的数据长度下，增大 ｐ 能提高参数估计精

度．上式也可修改为

ｒ（ ｔ）＝ λｒ（ ｔ－１）＋‖Φ^（ｐ，ｔ）‖２，　 ０≤λ≤１．
注 ８　 上述 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法在每步递推计算

参数估计时，不仅使用了当前数据，而且使用了过去

数据｛ｙ（ ｔ－ｉ），φ^（ ｔ－ｉ）：ｉ ＝ １，２，…，ｐ－１｝，因此提高了

数据使用率．这是 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法能改善参数估

计精度的根本原因．

１ ４　 基于过参数化模型的辅助模型递推广义最小

二乘辨识方法

　 　 对于辨识模型（８），利用最小二乘原理，极小化

准则函数（ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）

Ｊ２（ϑ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ（ ｊ） － φＴ（ ｊ）ϑ］ ２，

并借助辅助模型辨识思想，即用辅助模型的输出

ｘａ（ ｔ－ｉ）和 ｗ^（ ｔ－ｉ）构造信息向量 φ（ ｔ）的估计 φ^（ ｔ），
我们可以得到辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的过

参数化辅助模型递推广义最小二乘算法（Ｏｖｅｒ⁃ｐａ⁃
ｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｇｅｎｅｒ⁃
ａｌｉｚｅｄ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，Ｏ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （４５）
Ｌ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）φ^（ ｔ）［１＋φ^Ｔ（ ｔ）Ｐ（ ｔ－１）φ^（ ｔ）］ －１， （４６）
Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ－Ｌ（ ｔ）φ^Ｔ（ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （４７）

φ^（ ｔ）＝
φ^ｓ（ ｔ）

φ^ｗ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （４８）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），ϕＴ

０（ ｔ），ϕＴ
１（ ｔ），…，ϕＴ

ｎｂ（ ｔ）］
Ｔ， （４９）

φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （５０）
ϕｊ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｊ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｊ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ－ｊ））］

Ｔ， （５１）

φ^ｗ（ ｔ）＝ ［－ｗ^（ ｔ－１），－ｗ^（ ｔ－２），…，－ｗ^（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （５２）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （５３）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （５４）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ
ｓ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （５５）

若将 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法中的式 （４６）—（４７） 修

改为

Ｌ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ）φ^（ ｔ）， （５６）

Ｐ －１（ ｔ） ＝ ∑
ｑ－１

ｊ ＝ ０
φ^（ ｔ － ｊ）φ^Ｔ（ ｔ － ｊ） ＝

Ｐ －１（ ｔ － １） ＋ φ^（ ｔ）φ^Ｔ（ ｔ） － φ^（ ｔ － ｑ）φ^Ｔ（ ｔ － ｑ），
Ｐ（０） ＝ ｐ０Ｉｎ， （５７）

就得到有限数据窗 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法，其中整数 ｑ≥
１ 为数据窗长度．

注 ９　 辨识算法的计算量可用其乘法运算次数

和加法运算次数表示．一次加法运算为一次浮点运

算（ｆｌｏａｔｉｎｇ ｐｏｉｎｔ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ），称为一个 ｆｌｏｐ，一次乘法

运算也为一个 ｆｌｏｐ．除法作为乘法对待，减法作为加

法对待．这样我们就可以用 ｆｌｏｐ 数，即浮点运算数来

表示计算量的大小［２９］ ．表 １ 列出了基于过参数化模

型的辅助模型递推广义最小二乘算法（４５）—（５５）
的计算量，表中 ｎ＝ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ＋ｎｃ ．

注 １０　 根据多新息辨识理论，基于 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ
算法（４５）—（５５），通过将算法中标量新息 ｅ（ ｔ） ∶ ＝
ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ 扩展成新息向量，我们可以

得到过参数化辅助模型多新息广义最小二乘算法

（Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＬＳ 算法） ．有关多新息辨识方法可参见

《系统辨识———多新息辨识理论与方法》 ［３］ ．
由于过参数化模型待辨识的参数比系统实际参

数数目多，因而基于过参数化模型的辨识算法计算

量大（指同类算法间的比较） ．为减小计算量，下面研

究基于关键项分离的辅助模型辨识方法．

表 １　 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法的计算量

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｏ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 表达式 乘法次数 加法次数

ϑ^（ ｔ） ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎ ｎ ｎ

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ ｎ

Ｌ（ ｔ） Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ） ／ ［１＋φ^Ｔ（ ｔ）ζ（ ｔ）］∈Ｒｎ ２ｎ ｎ

ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１） φ^（ ｔ）∈Ｒｎ ｎ２ ｎ２－ｎ

Ｐ（ ｔ） Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ（ ｔ）∈Ｒｎ×ｎ ｎ２ ｎ２

ｘａ（ ｔ） ｘａ（ ｔ）＝ φＴ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）∈Ｒ ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ－１

ｗ^（ ｔ） ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）∈Ｒ ０ １

总数 ２ｎ２＋４ｎ＋ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ ２ｎ２＋２ｎ＋ｎａ＋（ｎｂ＋１）ｎγ

总 ｆｌｏｐ 数 Ｎ１ ∶ ＝ ４ｎ２＋６ｎ＋２ｎａ＋２（ｎｂ＋１）ｎγ

７９１
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



２　 基于关键项分离的辅助模型递推辨识方法

关键项分离原理是 Ｖöｒöｓ［３０⁃３２］ 提出的．关键项分

离是将双线性参数系统转化为一个线性参数系统，
转化后的辨识模型信息向量中包括过去时刻的一些

未知关键项，这些关键项可以用我们提出的辅助模

型辨识思想来解决［２５，３３⁃３８］，即用辅助模型的输出代

替，基于这种思想的辨识方法称为基于关键项分离

的辅助模型辨识方法．
下面针对 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统，借助于关键项分离和

辅助模型辨识思想，研究基于关键项分离的辅助模

型广义随机梯度辨识方法、辅助模型多新息广义随

机梯度辨识方法、辅助模型递推广义最小二乘辨识

方法．

２ １　 基于关键项分离的辨识模型

考虑输入非线性输出误差自回归系统（１）—
（２），重写如下：

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＋ｗ（ ｔ）， （５８）

ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝
　 　 γ１ｆ１（ｕ（ｔ））＋γ２ｆ２（ｕ（ｔ））＋…＋γｎγ ｆｎγ（ｕ（ｔ））＝
　 　 ｆ（ｕ（ ｔ））γ， （５９）

ｘ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）， （６０）

ｗ（ ｔ）＝ １
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）， （６１）

其中 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为系统的输入和输出，ｖ（ ｔ）是
均值为零的白噪声，非线性块输出 ｕ（ ｔ）是系数为

（γ１，γ２，…，γｎγ）的已知非线性基函数 ｆ ∶ ＝ （ ｆ１，ｆ２，…，
ｆｎγ）的线性组合，ｆ（ｕ（ ｔ）） ∶ ＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），
…，ｆｎγ（ｕ（ ｔ））］∈Ｒ１×ｎγ是基函数构成的行向量，γ ∶ ＝
［γ１，γ２，…，γｎγ］

Ｔ∈Ｒｎγ是非线性部分的参数向量．
定义参数向量 ϑ和信息向量 φ（ ｔ）如下：

ϑ ∶ ＝
θｓ

ｃ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ＋ｎｃ，

θｓ ∶ ＝
ａ
ｂ
γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎγ，

φ（ ｔ） ∶ ＝
φｓ（ ｔ）
φｗ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ０，

φｓ（ｔ） ∶＝［φＴ
ｘ（ｔ），ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ｔ））］Ｔ∈

Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎγ，
φｘ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ（ ｔ－１），－ｘ（ ｔ－２），…，－ｘ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ∈Ｒｎａ，

φｕ（ ｔ） ∶ ＝［ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎｂ，
φｗ（ｔ） ∶ ＝［－ｗ（ｔ－１），－ｗ（ｔ－２），…，－ｗ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎｃ ．

令 θ^ｓ（ ｔ） ∶ ＝
ａ^（ ｔ）

ｂ^（ ｔ）
γ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎγ是 θｓ ＝
ａ
ｂ
γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在时刻

ｔ 的估计，令 ϑ^（ ｔ） ∶ ＝
θ^ｓ（ ｔ）
ｃ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ０是ϑ＝

θｓ

ｃ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
在时刻

ｔ 的估计．归一化假设 Ｂ（ ｚ）的第一个非零系数 ｂ０ ＝ １，
根据式（６０）可得

ｘ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋［Ｂ（ ｚ）－１］ｕ（ ｔ）＋ｕ（ ｔ） ．
将上式右边最后一项看作关键项，将式（５９）代入

得到

ｘ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋［Ｂ（ ｚ）－１］ｕ（ ｔ）＋ｆ（ｕ（ ｔ））γ＝
φＴ

ｓ（ ｔ）θｓ ． （６２）
由式（６１）可得

ｗ（ ｔ）＝ ［１－Ｃ（ ｚ）］ｗ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ
ｗ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ） ． （６３）

将式（６０）代入（５８），使用式（６２）和（６３）得到基于关

键项分离的辨识模型：
ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｗ（ ｔ） （６４）

＝ φＴ
ｓ（ ｔ）θｓ＋ｗ（ ｔ） （６５）

＝ φＴ（ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ） ． （６６）
在这个辨识模型中，参数向量 ϑ包含了系统的所有

参数，输出 ｙ（ ｔ）是参数向量 ϑ的线性函数，但是信

息向量 φ（ ｔ）中除了包含未知真实输出项 ｘ（ ｔ－ｉ）和
未知相关噪声项 ｗ（ ｔ－ ｉ），还包含了未知中间项（即
非线性环节的输出）ｕ（ ｔ－ｉ），这些未知变量都需要用

辅助模型进行估算．

２ ２　 基于关键项分离的辅助模型广义随机梯度辨

识方法

　 　 对于辨识模型（６６），使用负梯度搜索，极小化准

则函数

Ｊ３（ϑ） ∶ ＝
１
２
［ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ］ ２，

可得下列递推关系：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅ（ ｔ）， （６７）

ｅ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （６８）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ（ ｔ）‖２ ． （６９）

因为信息向量 φ（ ｔ） 中除了包含未知真实输出项

ｘ（ ｔ－ｉ）和未知噪声项ｗ（ ｔ－ｉ），以及未知中间变量

ｕ（ ｔ－ｉ），因此上述算法无法实现．解决办法是借助于

辅助模型辨识思想［１⁃２，２５］，使用辅助模型的输出

ｘａ（ ｔ－ｉ），ｕａ（ ｔ－ｉ）和 ｗ^（ ｔ－ｉ）定义 φ（ ｔ）的估计：

８９１
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



φ^（ ｔ） ∶ ＝
φ^ｓ（ ｔ）

φ^ｗ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
∈Ｒｎ０，

φ^ｓ（ｔ） ∶＝［φＴ
ａ（ｔ），ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ｔ））］Ｔ∈

Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎγ，
φａ（ｔ） ∶ ＝［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ，

φ^ｗ（ｔ） ∶ ＝［－ｗ^（ｔ－１），－ｗ^（ｔ－２），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎｃ，

其中 φ^ｓ（ ｔ），φａ（ ｔ）和 φ^ｗ（ ｔ）分别为 φｓ（ ｔ），φｘ（ ｔ）和

φｗ（ ｔ）的估计．
根据式（５９），（６２）和（６４），用获得的参数估计

定义估算 ｕ（ ｔ），ｘ（ ｔ）和 ｗ（ ｔ）的辅助模型：
ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （７０）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （７１）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ） ． （７２）

辅助模型的输出 ｕａ（ ｔ），ｘａ（ ｔ）和 ｗ^（ ｔ）可作为 ｕ（ ｔ），
ｘ（ ｔ）和 ｗ（ ｔ）的估计．式（６７）—（６９）中的未知信息向

量 φ（ ｔ）用 φ^（ ｔ）代替，联立辅助模型（７０）—（７２），我
们可以得到辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于

关键项分离的辅助模型广义随机梯度算法 （ Ｋｅｙ
Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｓｔｏ⁃
ｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅ（ ｔ）， （７３）

ｅ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （７４）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２， （７５）

φ^（ ｔ）＝
φ^ｓ（ ｔ）

φ^ｗ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （７６）

φ^ｓ（ｔ）＝［φＴ
ａ（ｔ），ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ｔ））］Ｔ， （７７）

φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （７８）

φ^ｗ（ ｔ）＝ ［－ｗ^（ ｔ－１），－ｗ^（ ｔ－２），…，－ｗ^（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （７９）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］， （８０）
ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （８１）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （８２）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （８３）

θ^ｓ（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ， （８４）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ
ｓ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （８５）

ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（７３）—（８５）的计算步骤如下：
１）初始化：令 ｔ＝ １．置初值 ϑ^（０）＝ １ｎ０ ／ ｐ０，ｒ（０）＝

１，ｕａ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｘａ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｗ^（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｉ ＝ ０，
１，…，ｍａｘ［ｎａ，ｎｂ，ｎｃ］，ｐ０ ＝ １０６ ．给定基函数 ｆｉ（∗） ．

２）收集数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（８０）构造基函数

行向量 ｆ（ｕ（ ｔ）） ．
３）用式（７８）—（７９），（７７）和（７６）构造信息向

量 φａ（ ｔ），φ^ｗ（ ｔ），φ^ｓ（ ｔ）和 φ^（ ｔ） ．
４）用式（７４）—（７５）计算新息 ｅ（ ｔ）和 ｒ（ ｔ） ．
５）根据式（７３）刷新参数估计向量 ϑ^（ ｔ） ．
６）从式（８５）的 ϑ^（ ｔ）中读出 θ^ｓ（ ｔ），从式（８４）的

θ^ｓ（ ｔ）中读出 γ^（ ｔ） ．用式（８１）—（８３）计算辅助模型的

输出 ｕａ（ ｔ），ｘａ（ ｔ）和 ｗ^（ ｔ） ．
７） ｔ 增 １，转到第 ２）步．
注 １１　 式（８１）是计算关键项估计ｕ^（ ｔ）＝ ｕａ（ ｔ）

的辅助模型，式（８２）是计算未知真实输出项估计

ｘ^（ ｔ）＝ ｘａ（ ｔ）的辅助模型．式（８３） 是计算噪声估计

ｗ^（ ｔ）的辅助模型．同样，该算法可引入遗忘因子或收

敛指数来改进参数估计精度．

２ ３　 基于关键项分离的辅助模型多新息广义随机

梯度辨识方法

　 　 令新息长度为 ｐ， 参考 Ｏ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法

（３１）—（４３）的推导，基于 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（７３）—
（８５），我们可以得到辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ
的基于关键项分离的辅助模型多新息广义随机梯度

算法 （ Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ
Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏ⁃
ｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法） ［１９］：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Φ^（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ）， （８６）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （８７）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２， （８８）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （８９）
Φ^（ｐ，ｔ）＝ ［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］， （９０）
φ^（ｔ）＝ ［φ^Ｔ

ｓ（ｔ），－ｗ^（ｔ－１），－ｗ^（ｔ－２），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （９１）

φ^ｓ（ｔ）＝［φＴ
ａ（ｔ），ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ｔ））］Ｔ， （９２）

φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （９３）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］， （９４）
ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （９５）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ）［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ， （９６）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （９７）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （９８）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退化

为 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（７３）—（８５） ．
注 １２ 　 为提高参数估计精度，在 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃

ＧＳＧ 算法的式（８８）中引入遗忘因子 λ，即
ｒ（ ｔ）＝ λｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ０≤λ≤１，

９９１
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



就得到遗忘因子 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法；在式（８６）中
引入收敛指数 ε，即

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Φ^（ｐ，ｔ）
ｒε（ ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 １
２
＜ε≤１，

就得到修正 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法；将式（８８）修改为

ｒ（ ｔ） ＝∑
ｑ－１

ｊ ＝ ０
‖φ^（ ｔ － ｊ）‖２ ＝

ｒ（ｔ － １） ＋‖φ^（ｔ）‖２ －‖φ^（ｔ － ｑ）‖２，　 ｒ（０）＝ １，
就得到有限数据窗 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法，其中整数

ｑ≥１ 是数据窗长度．

２ ４　 基于关键项分离的辅助模型递推广义最小二

乘辨识方法

　 　 对辨识模型（６６），利用最小二乘原理，极小化准

则函数

Ｊ４（ϑ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ（ ｊ） － φＴ（ ｊ）ϑ］ ２，

并借助辅助模型思想，信息向量 φ（ ｔ）中未知中间变

量 ｕ（ ｔ－ ｉ），ｘ （ ｔ － ｉ） 和 ｗ （ ｔ － ｉ） 分别用其辅助模型

（７０）—（７２）的输出 ｕａ（ ｔ－ｉ），ｘａ（ ｔ－ｉ）和 ｗ^（ ｔ－ｉ）代替，
我们可以得到辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基

于关键项分离的辅助模型递推广义最小二乘算法

（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ
Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算

法）：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （９９）
Ｌ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ^（ｔ）［１＋φ^Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ^（ｔ）］ －１， （１００）
Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）φ^

Ｔ（ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （１０１）

φ^（ｔ）＝ ［φ^Ｔ
ｓ（ｔ），－ｗ^（ｔ－１），－ｗ^（ｔ－２），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （１０２）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，

ｕａ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１０３）
φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （１０４）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］， （１０５）
ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （１０６）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ）［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ， （１０７）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （１０８）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１０９）
表 ２ 列出了基于关键项分离的辅助模型递推广

义最小二乘算法（９９）—（１０９）的计算量（ｎ０ ＝ ｎａ＋ｎｂ＋
ｎγ＋ｎｃ） ．

注 １３　 与基于过参数化的辨识模型相比，基于

关键项分离的辨识模型可以避免出现参数乘积情

形，避免产生冗余参数，从而可以减小辨识算法的计

算量．下面利用辅助模型辨识思想和滤波技术，讨论

几种基于数据滤波的辅助模型参数辨识方法．

３　 基于数据滤波的辅助模型递推辨识方法（１）

滤波辨识方法是针对有色噪声干扰系统提出

的，其基本思想是用噪声模型传递函数作为滤波器，
对输入输出数据进行滤波，使得滤波后的系统结构

是一个白噪声干扰的模型．滤波只改变系统模型结

构形式，不改变系统的输入输出关系．由于噪声模型

是未知的，所以必须采用递推方案或迭代方案实现

滤波辨识方法．

３ １　 基于滤波的辨识模型

考虑输入非线性输出误差自回归系统（５８）—
（６１），重写如下：

ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＋ｗ（ ｔ）， （１１０）

ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝
γ１ ｆ１（ｕ（ ｔ））＋γ２ ｆ２（ｕ（ ｔ））＋…＋γｎγ ｆｎγ（ｕ（ ｔ））＝

　 　 ｆ（ｕ（ ｔ））γ， （１１１）

表 ２　 ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 表达式 乘法次数 加法次数

ϑ^（ ｔ）
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ０ ｎ０

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ０ ｎ０

Ｌ（ ｔ）
Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ） ／ ［１＋φ^Ｔ（ ｔ）ζ（ ｔ）］∈Ｒｎ０ ２ｎ０ ｎ０

ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１） φ^（ ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ２
０ ｎ２

０－ｎ０

Ｐ（ ｔ） Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ（ ｔ）∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ２
０ ｎ２

０

ｘａ（ ｔ） ｘａ（ ｔ）＝ φＴ
ｓ（ ｔ）［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ－１

ｗ^（ ｔ） ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ） ０ １

总数 ２ｎ２
０＋４ｎ０＋ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ ２ｎ２

０＋２ｎ０＋ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ

总 ｆｌｏｐ 数 Ｎ２ ∶ ＝ ４ｎ２
０＋６ｎ０＋２ｎａ＋２ｎｂ＋２ｎγ

００２
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



ｘ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）， （１１２）

ｗ（ ｔ）＝ １
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）， （１１３）

ｆ（ｕ（ｔ）） ∶＝［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］∈Ｒ１×ｎγ，
γ ∶ ＝ ［γ１，γ２，…，γｎγ］

Ｔ∈Ｒｎγ，
其中 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为系统的输入和输出，ｖ（ ｔ）是
均值为零的白噪声．

用噪声模型 Ｃ（ ｚ）对非线性环节输出 ｕ（ ｔ）和系

统输出 ｙ（ ｔ）进行滤波，得到滤波变量 ｕｆ（ ｔ）和 ｙｆ（ ｔ），
它们可以表示为

ｕｆ（ ｔ） ∶ ＝Ｃ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＝
　 　 γ１Ｕ１（ ｔ）＋γ２Ｕ２（ ｔ）＋…＋γｎγＵｎγ（ ｔ）， （１１４）
ｙｆ（ ｔ） ∶ ＝Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝
　 　 ｙ（ｔ）＋ｃ１ｙ（ｔ－１）＋ｃ２ｙ（ｔ－２）＋…＋ｃｎｃｙ（ｔ－ｎｃ）， （１１５）
其中

Ｕｉ（ｔ） ∶ ＝Ｃ（ｚ）ｆｉ（ｕ（ｔ）），　 ｉ＝１，２，…，ｎγ ． （１１６）
定义滤波中间变量

ｘｆ（ ｔ）＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕｆ（ ｔ） ． （１１７）

定义参数向量 θｓ 和信息向量 φｓ（ ｔ），φｆ（ ｔ）和 φｗ（ ｔ）
如下：

θｓ ∶ ＝
ａ
ｂ
γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈Ｒｎ１，　 ｎ１ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ，

φｓ（ ｔ） ∶ ＝［φＴ
ｘ（ ｔ），φＴ

ｕ（ ｔ），ｆ（ｕ（ ｔ））］
Ｔ∈Ｒｎ１，

φｆ（ ｔ） ∶ ＝［φＴ
ｘｆ（ ｔ），ｕｆ（ ｔ－１），ｕｆ（ ｔ－２），…，ｕｆ（ ｔ－ｎｂ），

Ｕ１（ ｔ），Ｕ２（ ｔ），…，Ｕｎγ（ ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎ１，

φｘ（ｔ） ∶＝［－ｘ（ｔ－１），－ｘ（ｔ－２），…，－ｘ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ，
φｕ（ ｔ） ∶ ＝［ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎｂ，
φｘｆ（ｔ） ∶ ＝［－ｘｆ（ｔ－１），－ｘｆ（ｔ－２），…，－ｘｆ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ，
φｗ（ｔ） ∶ ＝［－ｗ（ｔ－１），－ｗ（ｔ－２），…，－ｗ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎｃ ．

令 θ^ｓ（ ｔ） ∶ ＝
ａ^（ ｔ）

ｂ^（ ｔ）
γ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈Ｒｎ１为参数向量 θｓ ＝
ａ
ｂ
γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在

时刻 ｔ 的估计．由式（１１３）可以得到噪声模型的辨识

表达式：
ｗ（ ｔ）＝ ［１－Ｃ（ ｚ）］ｗ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝
　 　 φＴ

ｗ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ） ． （１１８）
归一化假设 Ｂ（ ｚ）的第一个非零系数 ｂ０ ＝ １，由式

（１１０）—（１１２）可得

ｘ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘ（ ｔ）＋［Ｂ（ ｚ）－１］ｕ（ ｔ）＋ｕ（ ｔ）＝
φＴ

ｘ（ ｔ）ａ＋φＴ
ｕ（ ｔ）ｂ＋ｆ（ｕ（ ｔ））γ＝

φＴ
ｓ（ ｔ）θｓ， （１１９）

ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ｗ（ ｔ）＝ φＴ
ｓ（ ｔ）θｓ＋ｗ（ ｔ） ． （１２０）

利用式（１１４），由式（１１７）可得

ｘｆ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘｆ（ ｔ）＋［Ｂ（ ｚ）－１］ｕｆ（ ｔ）＋ｕｆ（ ｔ）＝
φＴ

ｆ （ ｔ）θｓ ． （１２１）
式（１１０）两边同时乘以滤波器 Ｃ（ ｚ）得到

Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）

Ｃ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ．

即

ｙｆ（ ｔ）＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕｆ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝

　 　 ｘｆ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）＝ φＴ
ｆ （ ｔ）θｓ＋ｖ（ ｔ） ． （１２２）

此式与式（１１８）构成了 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的第 １ 种滤波

辨识模型．

３ ２　 基于滤波的辅助模型广义随机梯度辨识方法

从滤波辨识模型（１２２）和噪声模型（１１８）可以

看出，滤波辨识模型（１２２）中信息向量 φｆ（ ｔ）包含了

未知滤波变量 ｙｆ（ ｔ－ｉ），ｕｆ（ ｔ－ｉ）和 Ｕｉ（ ｔ），计算这些变

量需要用到未知的滤波器 Ｃ（ ｚ）或未知参数向量 ｃ，
同样，噪声模型（１１８）中的 ｗ（ ｔ）和 φｗ（ ｔ）是不可测

的，这是辨识的困难．一种办法是利用滤波辨识理

念：用滤波器在时刻 ｔ 的估计进行滤波，在辨识算法

中的未知滤波变量用其估计代替，或用辅助模型的

输出代替．具体做法如下．
针对滤波辨识模型（１２２）和噪声模型（１１８），定

义准则函数：

Ｊ５（θｓ） ∶ ＝
１
２
［ｙｆ（ ｔ）－φＴ

ｆ （ ｔ）θｓ］ ２，

Ｊ６（ｃ） ∶ ＝
１
２
［ｗ（ ｔ）－φＴ

ｗ（ ｔ）ｃ］ ２，

使用负梯度搜索，我们能够得到下列梯度递推关系：

θ^ｓ（ｔ）＝ θ^ｓ（ｔ－１）＋
φｆ（ｔ）
ｒ１（ｔ）

［ｙｆ（ｔ）－φＴ
ｆ（ｔ）θ^ｓ（ｔ－１）］， （１２３）

ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φｆ（ ｔ）‖２， （１２４）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋
φｗ（ ｔ）
ｒ２（ ｔ）

［ｗ（ ｔ）－φＴ
ｗ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］ ＝

ｃ^（ ｔ－１）＋
φｗ（ ｔ）
ｒ２（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φＴ
ｓ（ ｔ）θｓ－

φＴ
ｗ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１２５）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖φｗ（ ｔ）‖２ ． （１２６）
这个算法无法实现，因为右边包含了未知变量和向

量 ｙｆ（ ｔ），φｆ（ ｔ），φｓ（ ｔ），θｓ和 φｗ（ ｔ） ．为解决这一问题，
用辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ－ｉ），ｕａ（ ｔ－ｉ）和 ｗ^（ ｔ－ｉ）构造信

１０２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



息向量 φｓ（ ｔ）和 φｗ（ ｔ）的估计：

φ^ｓ（ ｔ） ∶ ＝［φＴ
ａ（ ｔ），ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，

ｕａ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ∈Ｒｎ１，
φａ（ｔ） ∶＝［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ，

φ^ｗ（ｔ） ∶＝［－ｗ^（ｔ－１），－ｗ^（ｔ－２），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎｃ．
用噪声模型参数向量 ｃ 的估计 ｃ^ （ ｔ） ∶ ＝ ［ ｃ^１ （ ｔ），
ｃ^２（ ｔ），…，ｃ^ｎｃ（ ｔ）］

Ｔ∈Ｒｎｃ构造滤波器 Ｃ（ ｚ）的估计：

Ｃ^（ ｔ，ｚ） ∶ ＝ １＋ｃ^１（ ｔ） ｚ
－１＋ｃ^２（ ｔ） ｚ

－２＋…＋ｃ^ｎｃ（ ｔ） ｚ
－ｎｃ ．

根据式（１１４）—（１１６），用滤波器 Ｃ（ ｚ）的估计 Ｃ^（ ｔ，ｚ）
对估计ｕ^（ｔ）＝ ｕａ（ｔ）和系统输出 ｙ（ｔ）进行滤波，可以得

到 ｕｆ（ｔ），ｙｆ（ｔ）和 Ｕｉ（ｔ）的估计ｕ^ｆ（ｔ），ｙ^ｆ（ｔ）和 Ｕ^ｉ（ｔ）：

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ Ｃ^（ ｔ，ｚ）ｕ^（ ｔ），

ｙ^ｆ（ ｔ）＝ Ｃ^（ ｔ，ｚ）ｙ（ ｔ），

Ｕ^ｉ（ ｔ）＝ Ｃ^（ ｔ，ｚ） ｆｉ（ｕ（ ｔ）） ．

用估计 ｘ^ｆ（ ｔ－ｉ），ｕ^ｆ（ ｔ－ｉ）和 Ｕ^ｉ（ ｔ）构造信息向量 φｆ（ ｔ）
的估计

φ^ｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），

Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎ１ ．

根据式（１１１），用输入 ｆ（ｕ（ ｔ））和参数估计 γ^（ ｔ）构造

估算 ｕ（ ｔ）的非线性辅助模型：
ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ） ．

ｕａ（ ｔ）可作为 ｕ（ ｔ）的估计，即ｕ^（ ｔ） ＝ ｕａ（ ｔ） ．根据式

（１１９），用估计 φ^ｓ（ ｔ）和 θ^ｓ（ ｔ）构造估算 ｘ（ ｔ）的辅助

模型：
ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ

ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ） ．
ｘａ（ ｔ）可作为 ｘ（ ｔ）的估计，即 ｘ^（ ｔ） ＝ ｘａ（ ｔ） ．根据式

（１２０），用估计 ｘａ （ ｔ） 构造估算 ｗ （ ｔ） 的噪声辅助

模型：
ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ

ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ） ．
根据式（１１４）和式（１２１），构造估算未知变量 ｕｆ（ ｔ）
和 ｘｆ（ ｔ）的辅助模型：

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ［ Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］ γ^（ ｔ），

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ） ．

式（１２３）—（１２６） 右边未知量 ｙｆ（ ｔ），φｆ（ ｔ），φｓ（ ｔ），θｓ

和 φｗ（ ｔ）分别用其估计 ｙ^ｆ（ ｔ），φ^ｆ（ ｔ），φ^ｓ（ ｔ），θ^ｓ（ ｔ－１）

和 φ^ｗ（ ｔ）代替，联立以上辅助模型，我们可以得到第

１ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 θｓ 和 ｃ 的基于滤

波的辅助模型广义随机梯度算法 （ Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｂａｓｅｄ
Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏ⁃

ｒｉｔｈｍ，Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法）：

θ^ｓ（ ｔ）＝ θ^ｓ（ ｔ－１）＋
φ^ｆ（ ｔ）
ｒ１（ ｔ）

［ ｙ^ｆ（ ｔ）－

φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ－１）］， （１２７）

ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ ｔ）‖２， （１２８）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），

Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］
Ｔ， （１２９）

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ［ Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］ γ^（ ｔ）， （１３０）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１３１）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （１３２）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１３３）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （１３４）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋
φ^ｗ（ ｔ）
ｒ２（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ－１）－

φ^Ｔ
ｗ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１３５）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖φ^ｗ（ ｔ）‖２， （１３６）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，

ｕａ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１３７）
φａ（ｔ）＝［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （１３８）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］， （１３９）

φ^ｗ（ｔ）＝［－^ｗ（ｔ－１），－^ｗ（ｔ－２），…，－^ｗ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （１４０）
ｙ^ｆ（ ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ－１），ｙ（ ｔ－２），…，

ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ ｃ^（ ｔ）＋ｙ（ ｔ）， （１４１）

Ｕ^ｉ（ ｔ）＝ ［ ｆｉ（ｕ（ ｔ－１）），ｆｉ（ｕ（ ｔ－２）），…，
ｆｉ（ｕ（ ｔ－ｎｃ））］ ｃ^（ ｔ）＋ｆｉ（ｕ（ ｔ））， （１４２）

θ^ｓ（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１４３）
注 １４　 为提高参数估计精度，在 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算

法的式（１２８）和（１３６）中引入遗忘因子 λ１ 和 λ２，即

ｒ１（ｔ）＝ λ１ｒ１（ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ｔ）‖２，　 ０≤λ１≤１， （１４４）

ｒ２（ｔ）＝λ２ｒ２（ｔ－１）＋‖φ^ｗ（ｔ）‖２，　 ０≤λ２≤１， （１４５）
就得到遗忘因子 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法．

３ ３　 基于滤波的多新息辅助模型广义随机梯度辨

识方法

　 　 设正整数 ｐ 为新息长度．为提高 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 辨识

算法的收敛速度和参数辨识精度，将多新息辨识理

论应用于 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法，我们可以得到第 １ 种辨

识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 θｓ 和 ｃ 的基于滤波的辅

助模型多新息广义随机梯度算法 （ Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｂａｓｅｄ
Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

２０２
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算

法） ［２０］：

θ^ｓ（ ｔ）＝ θ^ｓ（ ｔ－１）＋
Φ^ｆ（ｐ，ｔ）
ｒ１（ ｔ）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）， （１４６）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ^ ｆ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ－１）， （１４７）

ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ ｔ）‖２， （１４８）

Ｙ^ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ^ｆ（ｔ），ｙ^ｆ（ｔ－１），…，ｙ^ｆ（ｔ－ｐ＋１）］Ｔ， （１４９）

Φ^ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｆ（ｔ），φ^ｆ（ｔ－１），…，φ^ｆ（ｔ－ｐ＋１）］， （１５０）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），

Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］
Ｔ， （１５１）

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ［ Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］ γ^（ ｔ）， （１５２）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１５３）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （１５４）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１５５）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （１５６）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋
Φ^ｗ（ｐ，ｔ）
ｒ２（ ｔ）

Ｅｗ（ｐ，ｔ）， （１５７）

Ｅｗ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ
ｓ（ｐ，ｔ） θ^ｓ（ ｔ－１）－

Φ^Ｔ
ｗ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）， （１５８）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖φ^ｗ（ ｔ）‖２， （１５９）
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶＝［ｙ（ｔ），ｙ（ｔ－１），…，ｙ（ｔ－ｐ＋１）］Ｔ， （１６０）
Φ^ｓ（ｐ，ｔ） ∶＝［φ^ｓ（ｔ），φ^ｓ（ｔ－１），…，φ^ｓ（ｔ－ｐ＋１）］， （１６１）

Φ^ｗ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｗ（ｔ），φ^ｗ（ｔ－１），…，φ^ｗ（ｔ－ｐ＋１）］， （１６２）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，

ｕａ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１６３）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｘａ（ ｔ－１），－ｘａ（ ｔ－２），…，

－ｘａ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１６４）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］， （１６５）

φ^ｗ（ｔ）＝［－^ｗ（ｔ－１），－^ｗ（ｔ－２），…，－^ｗ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （１６６）
ｙ^ｆ（ ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ－１），ｙ（ ｔ－２），…，

ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ ｃ^（ ｔ）＋ｙ（ ｔ）， （１６７）

Ｕ^ｉ（ ｔ）＝ ［ ｆｉ（ｕ（ ｔ－１）），ｆｉ（ｕ（ ｔ－２）），…，
ｆｉ（ｕ（ ｔ－ｎｃ））］ ｃ^（ ｔ）＋ｆｉ（ｕ（ ｔ））， （１６８）

θ^ｓ（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１６９）
当新息长度 ｐ＝ １ 时，这个 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退

化为 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（１２７）—（１４３） ．文献［２０］针对

输入非线性输出误差自回归（ ＩＮ⁃ＯＥＡＲ）系统，提出

了基于分解的辅助模型广义随机梯度（Ｄ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ）
算法、基于分解的辅助模型多新息广义随机梯度（Ｄ⁃

ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ）算法、基于数据滤波的辅助模型多新息

广义随机梯度（Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ）算法（１４６）—（１６９） ．
Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法（１４６）—（１６９）的计算步骤

如下（ｎ１ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ）：

１） 初始化：令 ｔ＝１．置初值 θ^ｓ（０）＝ １ｎ１ ／ ｐ０，ｃ^（０）＝
１ｎｃ ／ ｐ０，ｒ１（０）＝ １，ｒ２（０）＝ １，ｘ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｗ^（ ｔ－ｉ）＝

１ ／ ｐ０，ｕ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｕａ（ ｔ－ ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｘａ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，
ｉ＝ ０，１，…，ｎ１，ｐ０ ＝ １０６，给定基函数 ｆｉ（∗）和新息长

度 ｐ．
２） 收集数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（１６５）构造基函

数行向量 ｆ（ｕ（ ｔ）），用式（１６０）构造堆积输出向量

Ｙ（ｐ，ｔ） ．
３） 用式（１６４）构造信息向量 φａ（ ｔ），用式（１６６）

构造信息向量 φ^ｗ （ ｔ），用式 （ １６３） 构造信息向量

φ^ｓ（ ｔ） ．用式（１６１）构造堆积信息矩阵 Φ^ｓ（ｐ，ｔ），用式

（１６２）构造堆积噪声信息矩阵 Φ^ｗ（ｐ，ｔ） ．
４） 用式 （１５８） 计算新息向量 Ｅｗ （ ｐ， ｔ），用式

（１５９）计算 ｒ２（ ｔ） ．
５） 根据式（１５７）刷新参数估计向量 ｃ^（ ｔ） ．
６） 用式 （ １６７） 计算 ｙ^ｆ （ ｔ），用式 （ １６８） 计算

Ｕ^ｉ（ ｔ），ｊ＝ １，２，…，ｎγ ．

７） 用式（１４９）构造堆积滤波输出向量 Ｙ^ ｆ（ｐ，ｔ），

用式（１５１）构造滤波信息向量 φ^ｆ（ ｔ），用式（１５０）构

造堆积信息矩阵 Φ^ｆ（ｐ，ｔ） ．
８） 用式 （１４７） 计算新息向量 Ｅｆ （ ｐ， ｔ），用式

（１４８）计算 ｒ１（ ｔ） ．

９） 根据式（１４６）刷新参数估计向量 θ^ｓ（ ｔ），并从

式（１６９）的 θ^ｓ（ ｔ）中读取估计 γ^（ ｔ） ．
１０） 用式（１５２）计算滤波变量的估计ｕ^ｆ（ ｔ），用

式（１５３）计算滤波真实输出的估计 ｘ^ｆ（ ｔ），用式（１５４）
计算非线性辅助模型的输出 ｕａ（ ｔ），用式（１５５）计算

辅助模型的输出 ｘａ（ ｔ），用式（１５６）计算噪声的估计

ｗ^（ ｔ） ．
１１） ｔ 增 １，转到第 ２）步．
Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法（１４６）—（１６９）计算系统参

数估计 θ^ｓ（ ｔ）和 ｃ^（ ｔ）的流程如图 ２ 所示．

３ ４　 基于滤波的辅助模型递推广义最小二乘辨识方法

针对滤波辨识模型（１２２）和噪声模型（１１８），定
义准则函数

Ｊ７（θｓ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙｆ（ ｊ） － φＴ

ｆ （ ｊ）θｓ］ ２，

３０２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



图 ２　 计算 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 参数估计

θ^ｓ（ ｔ）和 ｃ（ ｔ）的流程

Ｆｉｇ ２　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｈｅ Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ θ^ｓ（ ｔ） ａｎｄ ｃ（ ｔ）

Ｊ８（ｃ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｗ（ ｊ） － φＴ

ｗ（ ｊ）ｃ］ ２，

利用最小二乘原理和辅助模型辨识思想，极小化准

则函数 Ｊ７（θｓ）和 Ｊ８（ｃ），未知变量用辅助模型的输出

代替，我们可以得到第 １ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数

向量 θｓ和 ｃ 的基于滤波的辅助模型递推广义最小二

乘算 法 （ Ｆｉｌｔｅｒｉｎｇ ｂａｓｅｄ Ａｕｘｉｌｉａｒｙ Ｍｏｄｅｌ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ
Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算

法）：

θ^ｓ（ ｔ）＝ θ^ｓ（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ ｙ^ｆ（ ｔ）－φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ－１）］，（１７０）

Ｌ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ^ｆ（ｔ）［１＋φ^Ｔ
ｆ （ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ^ｆ（ｔ）］

－１， （１７１）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ１－Ｌ（ ｔ）φ^
Ｔ
ｆ （ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （１７２）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），

Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］
Ｔ， （１７３）

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ［ Ｕ^１（ ｔ），Ｕ^２（ ｔ），…，Ｕ^ｎγ（ ｔ）］ γ^（ ｔ）， （１７４）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１７５）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （１７６）

ｘａ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｓ（ ｔ） θ^ｓ（ ｔ）， （１７７）

ｗ^（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ｘａ（ ｔ）， （１７８）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌｗ（ ｔ）［ ｗ^（ ｔ）－φ^Ｔ
ｗ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１７９）

Ｌｗ（ｔ）＝ Ｐｗ（ｔ－１）φ^ｗ（ｔ）［１＋φ^Ｔ
ｗ（ｔ）Ｐｗ（ｔ－１）φ^ｗ（ｔ）］

－１， （１８０）

Ｐｗ（ ｔ）＝ ［Ｉｎｃ－Ｌｗ（ ｔ）φ^Ｔ
ｗ（ ｔ）］Ｐｗ（ ｔ－１）， （１８１）

φ^ｓ（ ｔ）＝ ［φＴ
ａ（ ｔ），ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，

ｕａ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１８２）
φａ（ｔ）＝ ［－ｘａ（ｔ－１），－ｘａ（ｔ－２），…，－ｘａ（ｔ－ｎａ）］Ｔ， （１８３）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（１８４）

φ^ｗ（ｔ）＝ ［－ｗ^（ｔ－１），－ｗ^（ｔ－２），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （１８５）
ｙ^ｆ（ｔ）＝ ［ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｙ（ｔ）， （１８６）

Ｕ^ｉ（ ｔ）＝ ［ ｆｉ（ｕ（ ｔ－１）），ｆｉ（ｕ（ ｔ－２）），…，
ｆｉ（ｕ（ ｔ－ｎｃ））］ ｃ^（ ｔ）＋ｆｉ（ｕ（ ｔ））， （１８７）

θ^ｓ（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１８８）
注 １５　 本节讨论的基于数据滤波的辅助模型辨

识算法是将系统的参数分成两个参数集，一个是动

态线性子系统参数加上静态非线性环节的参数，另
一个是噪声模型的参数．算法包括耦合的两个子算

法，它们交互递推计算每一时刻两个参数集的估计，
这个算法的设计是在每一步递推计算时，先计算噪

声模型参数估计 ｃ^（ ｔ），后计算动态线性子系统和非

线性环节的参数估计 θ^ｓ（ ｔ） ．读者可以考虑先计算动

态线性子系统和非线性环节的参数估计 θ^ｓ（ ｔ），后计

算噪声模型参数估计 ｃ^（ ｔ），这时算法应该如何调整．
下面讨论另外 ３ 种基于数据滤波的辅助模型辨识

方法．

４　 基于数据滤波的辅助模型递推辨识方法（２）

第 ２ 种基于数据滤波的辅助模型辨识算法是将

滤波后的输入 ｕｆ（ ｔ）反代入到滤波后模型中，便得到

一个辨识模型，模型的参数向量包含系统的所有参

４０２
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



数，滤波信息向量包含滤波真实输出 ｘｆ（ ｔ），滤波后

非线性环节的输出 ｕｆ（ ｔ），以及非线性环节的输出

ｕ（ ｔ），它们都是未知的，这些未知变量可通过辅助模

型估算，从而使得辨识问题得到解决．

４ １　 基于滤波的辨识模型

考虑输入非线性输出误差自回归系统（１１０）—
（１１３），重写如下：

ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ １
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）， （１８９）

ｘ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）， （１９０）

ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝ γ１ ｆ１（ｕ（ ｔ））＋γ２ ｆ２（ｕ（ ｔ））＋…＋
γｎγ ｆｎγ（ｕ（ ｔ））， （１９１）

其中 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为系统的输入和输出，ｖ（ ｔ）是
均值为零的白噪声，ｆｉ（∗）是已知基函数．

定义非线性环节滤波输出变量（即线性动态子

系统的滤波输入变量） ｕｆ （ ｔ），滤波真实输出变量

ｘｆ（ ｔ）和滤波输出变量 ｙｆ（ ｔ）为
ｕｆ（ ｔ） ∶ ＝ Ｃ（ ｚ）ｕ（ ｔ） ＝

∑
ｎγ

ｉ ＝ １
γ ｉ ｆｉ（ｕ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｕ（ ｔ － ｉ）， （１９２）

ｘｆ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕｆ（ ｔ）， （１９３）

ｙｆ（ ｔ） ∶ ＝Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝
ｙ（ｔ）＋ｃ１ｙ（ｔ－１）＋ｃ２ｙ（ｔ－２）＋…＋ｃｎｃｙ（ｔ－ｎｃ） ． （１９４）

定义参数向量 ϑ和信息向量 φｆ（ ｔ）如下：

ϑ ∶ ＝

ａ
ｂ
γ
ｃ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ＋ｎｃ，

φｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘｆ（ ｔ－１），－ｘｆ（ ｔ－２），…，－ｘｆ（ ｔ－ｎａ），
ｕｆ（ ｔ－１），ｕｆ（ ｔ－２），…，ｕｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ∈Ｒｎ０，

ｆ（ｕ（ｔ）） ∶＝［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］∈Ｒ１×ｎγ．

令 ϑ^（ ｔ） ∶ ＝［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ０

是参数向量 ϑ＝［ａＴ，ｂＴ，γＴ，ｃＴ］ Ｔ 在时刻 ｔ 的估计．归
一化假设 Ｂ（ ｚ）的第一个非零系数 ｂ０ ＝ １．由式（１９３）
可得

ｘｆ（ｔ） ＝ ［１ － Ａ（ｚ）］ｘｆ（ｔ） ＋ ［Ｂ（ｚ） － ｂ０］ｕｆ（ｔ） ＋ ｂ０ｕｆ（ｔ）＝

－ ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｘｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ｕｆ（ ｔ） ．

与前节不同的是这里将滤波后变量反代入滤波

后的模型中．也就是将式（１９２）中的滤波输入 ｕｆ（ ｔ）

代入上式右边倒数第 １ 项得到

ｘｆ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｘｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕｆ（ ｔ － ｉ） ＋

　 　 ∑
ｎγ

ｉ ＝ １
γ ｉ ｆｉ（ｕ（ｔ）） ＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｕ（ｔ － ｉ） ＝ φＴ

ｆ （ｔ）ϑ． （１９５）

式（１８９）两边同时乘以滤波器 Ｃ（ ｚ）得到

Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝ Ｃ（ ｚ）ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ．
即

ｙｆ（ ｔ）＝ ｘｆ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ＝ φＴ
ｆ （ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ） ． （１９６）

此即 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的第 ２ 种滤波辨识模型．该模型

只涉及白噪声 ｖ（ ｔ），参数向量 ϑ包含系统的所有参

数，信息向量 φｆ（ ｔ）涉及未知滤波变量 ｘｆ（ ｔ － ｉ）和

ｕｆ（ ｔ－ｉ）和非线性环节的输出（未知中间变量）ｕ（ ｔ－
ｉ） ．辨识的思路是利用输入输出数据｛ｕ（ ｔ），ｙ（ ｔ）｝，
建立辅助模型估算这些未知变量，研究系统参数与

未知变量联合估计的辅助模型辨识方法．

４ ２　 基于滤波的辅助模型广义随机梯度辨识方法

用辅助模型的输出 ｘ^ｆ（ ｔ－ｉ），ｕ^ｆ（ ｔ－ｉ）和 ｕａ（ ｔ－ｉ）定
义 φｆ（ ｔ）的估计：

φ^ｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

　 　 ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
　 　 ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ∈Ｒｎ０ ．

根据式（１９５），用 φ^ｆ（ ｔ）和 ϑ^（ ｔ）定义估算 ｘｆ（ ｔ）的辅

助模型 ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） ϑ^（ ｔ） ． ｘ^ｆ（ ｔ）可作为 ｘｆ（ ｔ）的估计．

由式（１９１）可得 ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））γ．由此可用 ｆ（ｕ（ ｔ））
和 γ^（ ｔ）定义估算未知项 ｕ（ ｔ）的辅助模型 ｕａ（ ｔ） ＝

ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ） ．ｕａ（ ｔ）可看作 ｕ（ ｔ）的估计，即ｕ^（ ｔ） ＝
ｕａ（ ｔ） ．用参数向量 ｃ 的估计 ｃ^（ ｔ） ∶ ＝ ［ ｃ^１（ ｔ）， ｃ^２（ ｔ），
…，ｃ^ｎｃ（ ｔ）］

Ｔ∈Ｒｎｃ来构造多项式 Ｃ（ ｚ）的估计：

Ｃ^（ ｔ，ｚ）＝ １＋ｃ^１（ ｔ） ｚ
－１＋ｃ^２（ ｔ） ｚ

－２＋…＋ｃ^ｎｃ（ ｔ） ｚ
－ｎｃ ．

根据式（１９２），用 Ｃ^（ ｔ，ｚ）对 ｕ（ ｔ）的估计 ｕａ（ ｔ）进行滤

波，得到 ｕｆ（ｔ）的估计ｕ^ｆ（ｔ）＝ Ｃ^（ ｔ，ｚ）ｕａ（ ｔ） ．因为辨识算

法中要用到 ｙｆ（ｔ），故不能使用 Ｃ^（ ｔ，ｚ）对 ｙ（ ｔ）进行滤

波，否则不可实现．根据式（１９４），用 Ｃ^（ ｔ－１，ｚ）对ｙ（ｔ）
进行滤波，得到 ｙｆ（ ｔ）的估计 ｙ^ｆ（ ｔ）＝ Ｃ^（ ｔ－１，ｚ）ｙ（ｔ） ．这
里的多项式滤波使用了不同时刻的估计，是为了使

辨识算法可以实现．因为人们总是希望随着数据长

度的增加，参数估计收敛于真参数，对于大 ｔ，相邻时

刻的参数估计一般很接近，这在仿真中也得到了

验证．
根据滤波辨识模型（１９６），定义准则函数

５０２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



Ｊ９（ϑ） ∶ ＝
１
２
［ｙｆ（ ｔ）－φＴ

ｆ （ ｔ）ϑ］ ２，

使用梯度搜索，极小化 Ｊ９（ϑ），未知量 ｙｆ（ ｔ）和 φｆ（ ｔ）
用其对应的估计 ｙ^ｆ（ ｔ）和 φ^ｆ（ ｔ）代替，联立以上估算

未知变量的辅助模型，我们可以得到第 ２ 种辨识 ＩＮ⁃
ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于滤波的辅助模型广义

随机梯度算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
φ^ｆ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

［ ｙ^ｆ（ ｔ）－φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （１９７）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ ｔ）‖２， （１９８）
φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （１９９）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２００）
ｙ^ｆ（ｔ）＝ ［ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ－１）＋ｙ（ｔ），（２０１）
ｕ^ｆ（ｔ）＝ ［ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｕａ（ｔ），（２０２）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （２０３）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （２０４）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２０５）

注 １６　 为提高参数估计精度，在 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算

法（１９７）—（２０５）的式（１９８）中引入遗忘因子 λ，即
ｒ（ ｔ）＝ λｒ（ ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ ｔ）‖２，　 ０≤λ≤１，

就得到遗忘因子 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法．在式（１９７）中引入

收敛指数 ε，即

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
φ^ｆ（ ｔ）
ｒε（ ｔ）

［ ｙ^ｆ（ ｔ）－φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］，

　 　 １
２
＜ε≤１，

就得到修正 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法．
注 １７　 这个 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（１９７）—（２０５）比

上节的 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（１２７）—（１４３）要简单，不是

分别估计系统模型参数和噪声模型参数，而是同时

估计系统的所有参数．不同的是这个算法采用多项

式 Ｃ（ ｚ）两个不同时刻的估计进行滤波，可同时估计

系统参数和未知滤波变量．

４ ３　 基于滤波的辅助模型多新息广义随机梯度辨

识方法

　 　 应用多新息辨识理论，基于 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法

（１９７）—（２０５），我们可以得到第 ２ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ
系统参数向量 ϑ的基于滤波的辅助模型多新息广义

随机梯度算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法） ［１９］：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
Φ^ｆ（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）， （２０６）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ^ ｆ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ
ｆ （ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （２０７）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ ｔ）‖２， （２０８）

Ｙ^ ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｙ^ｆ（ ｔ），ｙ^ｆ（ ｔ－１），…，ｙ^ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （２０９）

Φ^ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｆ（ ｔ），φ^ｆ（ ｔ－１），…，φ^ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２１０）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （２１１）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２１２）
ｙ^ｆ（ｔ）＝ ［ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ－１）＋ｙ（ｔ），（２１３）

ｕ^ｆ（ｔ）＝ ［ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｕａ（ｔ），（２１４）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （２１５）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （２１６）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２１７）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退化为 Ｆ⁃
ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（１９７）—（２０５） ．

文献［１９］研究了输入非线性输出误差自回归

（ＩＮ⁃ＯＥＡＲ）系统的基于关键项分离的辅助模型多新

息广义随机梯度辨识方法、基于关键项分离的辅助

模型多新息广义随机梯度（ＫＴ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ）辨识方法、
基于滤波的辅助模型多新息广义随机梯度（Ｆ⁃ＡＭ⁃
ＭＩ－ＧＳＧ）算法（２０６）—（２１７）．

Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法（２０６）—（２１７）的计算步骤

如下：
１） 初始化：令 ｔ＝ １．置初值 ϑ^（０）＝ １ｎ０ ／ ｐ０，ｒ（０）＝

１，ｙ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｕ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｘ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｕａ（ ｔ－
ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｉ ＝ ０，１，…，ｎ０，ｐ０ ＝ １０６ ．给定基函数 ｆｉ（∗）
和新息长度 ｐ．

２） 收集数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（２１２）构造基函

数行向量 ｆ（ｕ（ ｔ）） ．
３） 用式（２１３）计算滤波输出 ｙ^ｆ（ ｔ），用式（２０９）

构造堆积滤波输出向量 Ｙ^ ｆ（ｐ，ｔ） ．

４） 用式（２１１）构造信息向量 φ^ｆ（ ｔ），用式（２１０）

构造堆积信息矩阵 Φ^ｆ（ｐ，ｔ） ．
５） 用式 （２０７） 计算新息向量 Ｅｆ （ ｐ， ｔ），用式

（２０８）计算 ｒ（ ｔ） ．
６） 根据式（２０６）刷新参数估计向量 ϑ^（ ｔ） ．
７） 从式（２１７）的 ϑ^（ ｔ）中读取参数向量 γ^（ ｔ）和

ｃ^（ ｔ） ．
８）用式（２１４）计算线性动态子系统的滤波输入

估计ｕ^ｆ（ ｔ），用式（２１５）计算滤波真实输出估计ｘ^ｆ（ ｔ），
用式（２１６）计算非线性辅助模型的输出 ｕａ（ ｔ） ．

６０２
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



９） ｔ 增 １，转到第 ２）步．
Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法（２０６）—（２１７）计算系统参

数估计 ϑ^（ ｔ）的流程如图 ３ 所示．

图 ３　 计算 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 参数估计 ϑ^（ ｔ）的流程

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｔｈｅ Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ ϑ^（ ｔ）

４ ４　 基于滤波的辅助模型递推广义最小二乘辨识

方法

　 　 对于滤波辨识模型（１９６），定义准则函数

Ｊ１０（ϑ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙｆ（ ｊ） － φＴ

ｆ （ ｊ）ϑ］ ２，

利用最小二乘原理，极小化准则函数 Ｊ１０（ϑ），可以得

到最小二乘递推关系：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙｆ（ ｔ）－φＴ

ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （２１８）

Ｌ（ ｔ）＝
Ｐ（ ｔ－１）φｆ（ ｔ）

１＋φＴ
ｆ （ ｔ）Ｐ（ ｔ－１）φｆ（ ｔ）

， （２１９）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）φ
Ｔ
ｆ （ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１） ． （２２０）

这个算法无法实现，因为右边包含未知变量 ｙｆ（ ｔ）和
φｆ（ ｔ） ． 解决的办法是借助于辅助模型 （ ２１１）—
（２１７），式（２１８）—（２２０）右边未知量 ｙｆ（ ｔ）和 φｆ（ ｔ）

分别用其估计 ｙ^ｆ（ ｔ）和 φ^ｆ（ ｔ）代替，我们可以得到第 ２
种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于滤波的辅

助模型递推广义最小二乘算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法）：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ ｙ^ｆ（ ｔ）－φ^Ｔ

ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （２２１）

Ｌ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ^ｆ（ｔ）［１＋φ^Ｔ
ｆ （ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ^ｆ（ｔ）］

－１， （２２２）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）φ^
Ｔ
ｆ （ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （２２３）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （２２４）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２２５）
ｙ^ｆ（ｔ）＝ ［ｙ（ｔ－１），ｙ（ｔ－２），…，ｙ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ－１）＋ｙ（ｔ），（２２６）

ｕ^ｆ（ｔ）＝ ［ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｕａ（ｔ），（２２７）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （２２８）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （２２９）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２３０）

５　 基于数据滤波的辅助模型递推辨识方法（３）

第 ３ 种基于数据滤波的辅助模型辨识算法是将

滤波后的输出 ｙｆ（ ｔ）反代入到滤波后模型中，得到的

辨识模型参数向量包含系统的所有参数，滤波信息

向量包含滤波真实输出 ｘｆ（ ｔ），滤波后非线性环节的

输出 ｕｆ（ ｔ），以及滤波非线性基函数向量 ｆｆ（ ｔ），它们

都是未知的，这里依然通过辅助模型估算这些未知

变量，从而使得辨识问题得到解决．

５ １　 基于滤波的辨识模型

考虑输入非线性输出误差自回归系统（１８９）—
（１９１），重写如下：

ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ １
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）， （２３１）

ｘ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）， （２３２）

ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝ γ１ ｆ１（ｕ（ ｔ））＋γ２ ｆ２（ｕ（ ｔ））＋…＋
γｎγ ｆｎγ（ｕ（ ｔ））， （２３３）

其中 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为系统的输入和输出，ｖ（ ｔ）是
均值为零的白噪声，ｆｉ（∗）是已知基函数．

定义非线性环节滤波输出变量（即线性动态子

系统的滤波输入变量） ｕｆ （ ｔ），滤波真实输出变量

ｘｆ（ ｔ）和滤波输出变量 ｙｆ（ ｔ）为
ｕｆ（ ｔ） ∶ ＝Ｃ（ ｚ）ｕ（ ｔ）∈Ｒ， （２３４）

ｘｆ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕｆ（ ｔ）∈Ｒ， （２３５）

ｙｆ（ｔ） ∶ ＝Ｃ（ｚ）ｙ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）＋［Ｃ（ｚ）－１］ｙ（ｔ）∈Ｒ． （２３６）

７０２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



式（２３１）两边同时乘以滤波器 Ｃ（ ｚ）得到

Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝ Ｃ（ ｚ）ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ．
即

ｙｆ（ ｔ）＝ ｘｆ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ． （２３７）
定义参数向量 ϑ和滤波信息向量 ϕｆ（ ｔ）如下：

ϑ ∶ ＝
θ
ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ＋ｎｃ，

θ ∶ ＝
ａ
ｂ
γ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈Ｒｎ１，　 ｎ１ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ，

ϕｆ（ｔ） ∶＝［φＴ
ｆ（ｔ），－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ∈Ｒｎ０，

φｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘｆ（ ｔ－１），－ｘｆ（ ｔ－２），…，－ｘｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕｆ（ ｔ－１），ｕｆ（ ｔ－２），…，ｕｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆｆ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ１，
ｆ（ｕ（ｔ）） ∶＝［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］∈Ｒ１×ｎγ，
ｆｆ（ ｔ） ∶ ＝Ｃ（ ｚ） ｆ（ｕ（ ｔ））∈Ｒ１×ｎγ ．

令 ϑ^（ ｔ） ∶ ＝ θ^（ ｔ）
ｃ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎ０是参数向量 ϑ＝

θ
ｃ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 在时刻 ｔ

的估计．归一化假设 Ｂ（ ｚ）的第一个非零系数 ｂ０ ＝ １．
由式（２３３）—（２３５）可得

ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝ ｆ（ｕ（ ｔ））γ， （２３９）
ｕｆ（ ｔ）＝ Ｃ（ ｚ） ｆ（ｕ（ ｔ））γ＝ ｆｆ（ ｔ）γ， （２４０）
ｘｆ（ ｔ）＝ ［１－Ａ（ ｚ）］ｘｆ（ ｔ）＋［Ｂ（ ｚ）－ｂ０］ｕｆ（ ｔ）＋ｂ０ｕｆ（ ｔ）＝

［１－Ａ（ ｚ）］ｘｆ（ ｔ）＋［Ｂ（ ｚ）－ｂ０］ｕｆ（ ｔ）＋ｆｆ（ ｔ）γ＝
φＴ

ｆ （ ｔ）θ． （２４１）
将滤波后输出变量 ｙｆ（ ｔ）反代入滤波后的模型中，将
式（２３６）代入式（２３７），并利用（２４１）可得

ｙ（ ｔ）＋［Ｃ（ ｚ）－１］ｙ（ ｔ）＝ φＴ
ｆ （ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ） ．

移项得到

ｙ（ ｔ）＝ φＴ
ｆ （ ｔ）θ－［Ｃ（ ｚ）－１］ｙ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ＝

　 　 φＴ
ｆ （ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ） ． （２４２）

此即 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的第 ３ 种滤波辨识模型．

５ ２　 基于滤波的辅助模型建立

由于 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的第 ３ 种滤波辨识模型

（２４２）既包含未知参数向量 ϑ，又信息向量 ϕｆ（ ｔ）包
含未知子信息向量 φｆ（ ｔ），使得用于线性回归模型的

辨识方法（如随机梯度算法、递推最小二乘算法）无
法应用．这里解决的思路是应用递推辨识方案，构造

辅助模型估算信息向量 ϕｆ（ ｔ）中的未知量，进而提出

基于滤波的辅助模型递推辨识方法．
由于信息向量 ϕｆ（ ｔ）中 φｆ（ ｔ）涉及未知滤波变量

ｘｆ（ ｔ－ｉ）和 ｕｆ（ ｔ－ｉ），以及当前时刻的滤波向量 ｆｆ（ ｔ），
故需要构造 ３ 个辅助模型分别估计它们．根据 φｆ（ ｔ）

和 ϕｆ（ ｔ）的定义式，用辅助模型的输出 ｘ^ｆ（ ｔ－ｉ），ｕ^ｆ（ ｔ－

ｉ）和 ｆ^ｆ（ ｔ）分别定义 ϕｆ（ ｔ）和 φｆ（ ｔ）的估计：

ϕ^ｆ（ ｔ）＝ ［φ^Ｔ
ｆ （ ｔ），－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，

－ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ∈Ｒｎ０， （２４３）

φ^ｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ｔ－１），ｕ^ｆ（ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ｔ－ｎｂ），^ｆｆ（ｔ）］Ｔ∈Ｒｎ１． （２４４）

根据式（２４１），用 φ^ｆ（ ｔ）和 ϑ^（ ｔ）定义估算 ｘｆ（ ｔ）的辅

助模型 ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^（ ｔ） ． ｘ^ｆ（ ｔ）可作为 ｘｆ（ ｔ）的估计．

根据式（２４０），用 ｆ^ｆ（ ｔ）和 γ^（ ｔ）构造估算 ｕｆ（ ｔ）的辅助

模型ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ｆ^ｆ（ ｔ） γ^（ ｔ） ．ｕ^ｆ（ ｔ）可作为 ｕｆ（ ｔ）的估计．用
噪声模型参数向量 ｃ 的估计 ｃ^（ ｔ） ∶ ＝ ［ ｃ^１（ ｔ）， ｃ^２（ ｔ），
…，ｃ^ｎｃ（ ｔ）］

Ｔ∈Ｒｎｃ构造滤波器 Ｃ（ ｚ）的估计：

Ｃ^（ ｔ，ｚ） ∶ ＝ １＋ｃ^１（ ｔ） ｚ
－１＋ｃ^２（ ｔ） ｚ

－２＋…＋ｃ^ｎｃ（ ｔ） ｚ
－ｎｃ ．

因为辨识算法计算参数估计 ϑ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ）
ｃ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
时，需要

用到滤波信息向量ϕｆ（ ｔ）的估计 ϕ^ｆ（ ｔ），而 ϕ^ｆ（ ｔ）包含

了 ｆ^ｆ（ ｔ），所以为保证递推算法可以实现，根据式

（２３８），ｆｆ（ ｔ）的估计 ｆ^ｆ（ ｔ）只有使用 Ｃ（ ｚ）在时刻 ｔ－１

的估计 Ｃ^ （ ｔ － １， ｚ） 对 ｆ （ ｕ （ ｔ）） 进行滤波得到，即
ｆ^ｆ（ ｔ） ∶ ＝ Ｃ^（ ｔ－１，ｚ） ｆ（ｕ（ ｔ）） ．此即估算 ｆｆ（ ｔ）的辅助模

型，ｆ^ｆ（ ｔ）可看作 ｆｆ（ ｔ）的估计．
设置变量（向量）在时刻 ｔ ＝ ０ 及过去时刻初值

后，借助于辅助模型辨识思想，利用式 （ ２４３）—
（２４４）中估计的滤波信息向量 ϕ^ｆ （ ｔ） 代替未知的

ϕｆ（ ｔ），从而能够获得基于数据滤波的辅助模型递推

辨识方法．

５ ３　 基于滤波的辅助模型广义随机梯度辨识方法

根据滤波辨识模型（２４２），定义准则函数

Ｊ１１（ϑ） ∶ ＝
１
２
［ｙ（ ｔ）－ϕＴ

ｆ （ ｔ）ϑ］ ２，

使用梯度搜索，极小化 Ｊ１１（ϑ），借助于上述辅助模

型，未知量 ϕｆ（ ｔ）用估算的滤波信息向量 ϕ^ｆ（ ｔ）代替，
我们可以得到第 ３ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ
的基于滤波的辅助模型广义随机梯度算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃
ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
ϕ^ｆ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅｆ（ ｔ）， （２４５）

ｅｆ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ϕ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （２４６）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖ϕ^ｆ（ ｔ）‖２， （２４７）

ϕ^ｆ（ｔ）＝ ［φ^Ｔ
ｆ（ｔ），－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （２４８）

８０２
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ^ｆ（ ｔ）］ Ｔ， （２４９）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２５０）

ｆ^ｆ（ ｔ）＝ ｃ^１（ ｔ－１） ｆ（ ｔ－１）＋ｃ^２（ ｔ－１） ｆ（ｕ（ ｔ－２））＋…＋
ｃ^ｎｃ（ ｔ－１） ｆ（ｕ（ ｔ－ｎｃ））＋ｆ（ｕ（ ｔ））， （２５１）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^（ ｔ）， （２５２）

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ｆ^ｆ（ ｔ） γ^（ ｔ）， （２５３）

θ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ， （２５４）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２５５）

５ ４　 基于滤波的辅助模型多新息广义随机梯度辨

识方法

　 　 基于 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（２４５）—（２５５），我们可以

得到第 ３ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于

滤波的辅助模型多新息广义随机梯度算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃
ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
Φ^ｆ（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）， （２５６）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ
ｆ （ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （２５７）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖ϕ^ｆ（ ｔ）‖２， （２５８）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （２５９）
Φ^ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｆ（ ｔ），φ^ｆ（ ｔ－１），…，φ^ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２６０）

ϕ^ｆ（ｔ）＝ ［φ^Ｔ
ｆ（ｔ），－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （２６１）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ^ｆ（ ｔ）］ Ｔ， （２６２）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２６３）

ｆ^ｆ（ ｔ）＝ ｃ^１（ ｔ－１） ｆ（ ｔ－１）＋ｃ^２（ ｔ－１） ｆ（ｕ（ ｔ－２））＋…＋
ｃ^ｎｃ（ ｔ－１） ｆ（ｕ（ ｔ－ｎｃ））＋ｆ（ｕ（ ｔ））， （２６４）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） θ^（ ｔ）， （２６５）

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ｆ^ｆ（ ｔ） γ^（ ｔ）， （２６６）

θ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ， （２６７）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２６８）

当新息长度 ｐ＝ １ 时，这个 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退

化为 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（２４５）—（２５５） ．Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ
算法（２５６）—（２６８）的计算步骤如下：

１） 初始化：令 ｔ ＝ １． 置初值 ϑ^（ ０） ＝ １ｎ０ ／ ｐ０，

ｒ（０）＝ １，ｕ^ｆ（ ｔ－ ｉ） ＝ １ ／ ｐ０， ｘ^ｆ（ ｔ－ ｉ） ＝ １ ／ ｐ０，ｕａ（ ｔ－ ｉ） ＝
１ ／ ｐ０，ｉ＝ ０，１，…，ｎ０，ｐ０ ＝ １０６，给定基函数 ｆｉ（∗）和新

息长度 ｐ．在所有递推辨识算法中，输入输出等变量

的初值都可以设置为零或很小的实数．
２） 收集数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（２６３）构造基函

数行向量 ｆ（ｕ（ ｔ）），用式（２６４）计算辅助模型的输出

ｆ^ｆ（ ｔ），用式（２５９）构造堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ） ．

３） 用式（２６２）和（２６１）构造信息向量 φ^ｆ（ ｔ）和

ϕ^ｆ（ ｔ），用式（２６０）构造堆积信息矩阵 Φ^ｆ（ｐ，ｔ） ．
４） 用式 （２５７） 计算新息向量 Ｅｆ （ ｐ， ｔ），用式

（２５８）计算 ｒ（ ｔ） ．
５） 用式（２５６）刷新参数估计向量 ϑ^（ ｔ），从式

（２６８）的 ϑ^（ ｔ）中读取参数估计 θ^（ ｔ）和 ｃ^（ ｔ），从式

（２６７）的 θ^（ ｔ）中读取参数估计 γ^（ ｔ） ．
６） 用式（２６５）—（２６６） 计算辅助模型的输出

ｘ^ｆ（ ｔ）和ｕ^ｆ（ ｔ） ．
７） ｔ 增 １，转到第 ２）步．

５ ５　 基于滤波的辅助模型递推最小二乘辨识方法

对于滤波辨识模型（２４２），定义准则函数

Ｊ１２（ϑ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ（ ｊ） － ϕＴ

ｆ （ ｊ）ϑ］ ２，

利用最小二乘原理，极小化准则函数 Ｊ１２（ϑ），借助于

辅助模型（２６１）—（２６８），未知滤波信息向量 ϕｆ（ ｔ）

用其估计 ϕ^ｆ（ ｔ）代替，我们可以得到第 ３ 种辨识 ＩＮ⁃
ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于滤波的辅助模型递推

广义最小二乘算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法）：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－ϕ^Ｔ

ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （２６９）

Ｌ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ^ｆ（ｔ）［１＋ϕ^Ｔ
ｆ （ｔ）Ｐ（ｔ－１）ϕ^ｆ（ｔ）］

－１， （２７０）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）ϕ^
Ｔ
ｆ （ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （２７１）

ϕ^ｆ（ｔ）＝ ［φ^Ｔ
ｆ（ｔ），－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎｃ）］Ｔ， （２７２）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ^ｆ（ ｔ）］ Ｔ， （２７３）
ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２７４）

ｆ^ｆ（ ｔ）＝ ｃ^１（ ｔ－１） ｆ（ ｔ－１）＋ｃ^２（ ｔ－１） ｆ（ｕ（ ｔ－２））＋…＋
ｃ^ｎｃ（ ｔ－１） ｆ（ｕ（ ｔ－ｎｃ））＋ｆ（ｕ（ ｔ））， （２７５）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （２７６）

ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ｆ^ｆ（ ｔ） γ^（ ｔ）， （２７７）

θ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ， （２７８）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ θ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２７９）

６　 基于数据滤波的辅助模型递推辨识方法（４）

第 ４ 种基于数据滤波的辅助模型辨识算法是将

滤波后的输入输出 ｕｆ（ ｔ）和 ｙｆ（ ｔ）都反代入到滤波后

模型中，得到的辨识模型参数向量包含系统的所有

参数，滤波信息向量包含滤波真实输出 ｘｆ（ ｔ），滤波

后非线性环节的输出 ｕｆ（ ｔ），以及非线性环节的输出

９０２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



ｕ（ ｔ），它们都是未知的，这里依然通过辅助模型估算

这些未知变量，进而在辨识算法中用这些估算变量，
从而使得辨识问题得到解决．

６ １　 基于滤波的辨识模型

考虑输入非线性输出误差自回归系统（１８９）—
（１９１），重写如下：

ｙ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ）＋ １
Ｃ（ ｚ）

ｖ（ ｔ）， （２８０）

ｘ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕ（ ｔ）， （２８１）

ｕ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ））＝ γ１ ｆ１（ｕ（ ｔ））＋γ２ ｆ２（ｕ（ ｔ））＋…＋
γｎγ ｆｎγ（ｕ（ ｔ））， （２８２）

其中 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为系统的输入和输出，ｖ（ ｔ）是
均值为零的白噪声，ｆｉ（∗）是已知基函数．

定义非线性环节滤波输出变量（即线性动态子

系统的滤波输入变量） ｕｆ （ ｔ），滤波真实输出变量

ｘｆ（ ｔ）和滤波输出变量 ｙｆ（ ｔ）为
ｕｆ（ ｔ） ∶ ＝ Ｃ（ ｚ）ｕ（ ｔ） ＝

ｕ（ｔ） ＋ ｃ１ｕ（ｔ － １） ＋ ｃ２ｕ（ｔ － ２） ＋… ＋ ｃｎｃｕ（ｔ － ｎｃ）＝

∑
ｎγ

ｉ ＝ １
γ ｉ ｆｉ（ｕ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｕ（ ｔ － ｉ）， （２８３）

ｘｆ（ ｔ） ∶ ＝
Ｂ（ ｚ）
Ａ（ ｚ）ｕｆ（ ｔ）， （２８４）

ｙｆ（ ｔ） ∶ ＝Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝
ｙ（ｔ）＋ｃ１ｙ（ｔ－１）＋ｃ２ｙ（ｔ－２）＋…＋ｃｎｃｙ（ｔ－ｎｃ） ． （２８５）

式（２８０）两边同时乘以滤波器 Ｃ（ ｚ）得到

Ｃ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝ Ｃ（ ｚ）ｘ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ．
即

ｙｆ（ ｔ）＝ ｘｆ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ） ． （２８６）
定义参数向量 ϑ和信息向量 ϕｆ（ ｔ）如下：

ϑ ∶ ＝

ａ
ｂ
γ
ｃ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ＋ｎｃ，

ϕｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘｆ（ ｔ－１），－ｘｆ（ ｔ－２），…，－ｘｆ（ ｔ－ｎａ），
ｕｆ（ ｔ－１），ｕｆ（ ｔ－２），…，ｕｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕ（ ｔ－１）－ｙ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２）－ｙ（ ｔ－２），…，
ｕ（ ｔ－ｎｃ）－ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ∈Ｒｎ０，

φｆ（ ｔ） ∶ ＝［－ｘｆ（ ｔ－１），－ｘｆ（ ｔ－２），…，－ｘｆ（ ｔ－ｎａ），
ｕｆ（ ｔ－１），ｕｆ（ ｔ－２），…，ｕｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ∈Ｒｎ０，

ｆ（ｕ（ｔ）） ∶ ＝［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］∈Ｒ１×ｎγ ．

令 ϑ^（ ｔ） ∶ ＝［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ０是参

数向量 ϑ＝［ａＴ，ｂＴ，γＴ，ｃＴ］ Ｔ 在时刻 ｔ 的估计．归一化

假设 Ｂ（ ｚ）的第一个非零系数 ｂ０ ＝ １．由式（２８４）可得

ｘｆ（ ｔ） ＝ ［１ － Ａ（ ｚ）］ｘｆ（ ｔ） ＋ ［Ｂ（ ｚ） － １］ｕｆ（ ｔ） ＋ ｕｆ（ ｔ） ＝

－ ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｘｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ｕｆ（ ｔ） ．

将滤波后变量反代入滤波后的模型中，即将式（２８５）
中的滤波输入 ｕｆ（ ｔ）代入上式右边倒数第 １ 项得到

ｘｆ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｘｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕｆ（ ｔ － ｉ） ＋

∑
ｎγ

ｉ ＝ １
γ ｉ ｆｉ（ｕ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｕ（ ｔ － ｉ） （２８７）

＝ φＴ
ｆ （ ｔ）ϑ． （２８８）

将式（２８５）和（２８７）代入式（２８６）可得

ｙ（ｔ） ＋∑
ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｙ（ｔ － ｉ）＝ －∑

ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｘｆ（ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕｆ（ｔ － ｉ） ＋

∑
ｎγ

ｉ ＝ １
γ ｉ ｆｉ（ｕ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉｕ（ ｔ － ｉ） ＋ ｖ（ ｔ） ．

移项得到滤波辨识模型：

ｙ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｘｆ（ ｔ － ｉ） ＋ ∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕｆ（ ｔ － ｉ） ＋

∑
ｎγ

ｉ ＝ １
γ ｉ ｆｉ（ｕ（ｔ）） ＋∑

ｎｃ

ｉ ＝ １
ｃｉ［ｕ（ｔ － ｉ） － ｙ（ｔ － ｉ）］ ＋ ｖ（ｔ）＝

ϕＴ
ｆ （ ｔ）ϑ ＋ ｖ（ ｔ）， （２８９）

此即 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的滤波辨识模型．该模型是一个

白噪声 ｖ（ ｔ）干扰的伪线性回归模型（即信息向量含

有未知项的线性回归模型），参数向量ϑ包含系统的

所有参数，信息向量 φｆ（ ｔ）涉及未知滤波变量 ｘｆ（ ｔ－
ｉ）和 ｕｆ（ ｔ－ｉ）和非线性环节的输出（未知中间变量）
ｕ（ ｔ－ｉ） ．辨识的思路是利用输入输出数据 ｛ ｕ （ ｔ），
ｙ（ ｔ）｝，建立辅助模型估算这些未知变量，推导系统

参数与未知变量联合估计的辅助模型辨识方法．

６ ２　 基于滤波的辅助模型广义随机梯度辨识方法

由于 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的滤波辨识模型（２８９）既包

含未知参数向量 ϑ，又包含未知信息向量 ϕｆ（ ｔ），使
得用于线性回归模型的辨识方法（如随机梯度算法、
递推最小二乘算法）无法应用．这里解决的思路是应

用递推辨识方案，构造辅助模型估算信息向量 ϕｆ（ ｔ）
中的未知量，进而提出辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统的基于滤

波的辅助模型递推辨识方法．
根据滤波辨识模型（２８９），定义准则函数

Ｊ１３（ϑ） ∶ ＝
１
２
［ｙ（ ｔ）－ϕＴ

ｆ （ ｔ）ϑ］ ２，

使用梯度搜索，极小化 Ｊ１３（ϑ），借助于辅助模型辨识

０１２
丁锋，等．辅助模型辨识方法（３）：输入非线性输出误差自回归系统．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔ Ｃ：Ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｕｔｐｕｔ⁃ｅｒｒｏｒ ａｕｔｏｒｅｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍｓ．



思想，未知量 ϕｆ（ ｔ）用其估计 ϕ^ｆ（ ｔ）代替，我们可以得

到第 ４ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于滤

波的辅助模型广义随机梯度算法 （ Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算

法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
ϕ^ｆ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

ｅｆ（ ｔ）， （２９０）

ｅｆ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）－ϕ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （２９１）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖ϕ^ｆ（ ｔ）‖２， （２９２）

ϕ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１）－ｙ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２）－ｙ（ ｔ－２），…，
ｕａ（ ｔ－ｎｃ）－ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （２９３）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （２９４）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（２９５）

ｕ^ｆ（ｔ）＝ ［ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｕａ（ｔ），（２９６）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （２９７）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （２９８）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （２９９）

６ ３　 基于滤波的辅助模型多新息广义随机梯度辨

识方法

　 　 基于 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（２９０）—（２９９），我们可以

得到第 ４ 种辨识 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于

滤波的辅助模型多新息广义随机梯度算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃
ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋
Φ^ｆ（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）， （３００）

Ｅｆ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ
ｆ （ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （３０１）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^ｆ（ ｔ）‖２， （３０２）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （３０３）
Φ^ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ϕ^ｆ（ ｔ），ϕ^ｆ（ ｔ－１），…，ϕ^ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （３０４）

ϕ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１）－ｙ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２）－ｙ（ ｔ－２），…，
ｕａ（ ｔ－ｎｃ）－ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （３０５）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （３０６）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（３０７）

ｕ^ｆ（ｔ）＝ ［ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｕａ（ｔ），（３０８）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （３０９）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （３１０）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （３１１）
当新息长度 ｐ＝ １ 时，这个 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ 算法退

化为 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＧＳＧ 算法（２９０）—（２９９） ．Ｆ⁃ＡＭ⁃ＭＩ⁃ＧＳＧ
算法（３００）—（３１１）的计算步骤如下：

１） 初始化：令 ｔ＝ １．置初值 ϑ^（０）＝ １ｎ０ ／ ｐ０，ｒ（０）＝

１，ｕ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｘ^ｆ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｕａ（ ｔ－ｉ）＝ １ ／ ｐ０，ｉ ＝ ０，
１，…，ｎ０，ｐ０ ＝ １０６，给定基函数 ｆｉ（∗）和新息长度 ｐ．

２） 收集数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（３０７）构造基函

数行向量 ｆ（ｕ（ ｔ）），用式（３０３）构造堆积输出向量

Ｙ（ｐ，ｔ） ．
３） 用式（３０５）和（３０６）构造信息向量 ϕ^ｆ（ ｔ）和

φ^ｆ（ ｔ），用式（３０４）构造堆积信息矩阵 Φ^ｆ（ｐ，ｔ） ．
４） 用式 （３０１） 计算新息向量 Ｅｆ （ ｐ， ｔ），用式

（３０２）计算 ｒ（ ｔ） ．
５） 用式（３００）刷新参数估计向量 ϑ^（ ｔ），从式

（３１１）的 ϑ^（ ｔ）中读取 γ^（ ｔ） ．
６） 用式（３０８）—（３１０） 计算辅助模型的输出

ｕ^ｆ（ ｔ），ｘ^ｆ（ ｔ）和 ｕａ（ ｔ） ．
７） ｔ 增 １，转到第 ２）步．

６ ４　 基于滤波的辅助模型递推最小二乘辨识方法

对于滤波辨识模型（２８９），定义准则函数

Ｊ１４（ϑ） ∶ ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ（ ｊ） － ϕＴ

ｆ （ ｊ）ϑ］ ２，

利用最小二乘原理，极小化准则函数 Ｊ１４（ϑ），借助于

辅助模型（３０５）—（３１１），未知滤波信息向量 ϕｆ（ ｔ）

用其估计 ϕ^ｆ（ ｔ）代替，我们可以得到第 ４ 种辨识 ＩＮ⁃
ＯＥＡＲ 系统参数向量 ϑ的基于滤波的辅助模型递推

广义最小二乘算法（Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法）：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－ϕ^Ｔ

ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （３１２）

Ｌ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ^ｆ（ｔ）［１＋ϕ^Ｔ
ｆ （ｔ）Ｐ（ｔ－１）ϕ^ｆ（ｔ）］

－１， （３１３）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）ϕ^
Ｔ
ｆ （ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （３１４）

ϕ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１）－ｙ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２）－ｙ（ ｔ－２），…，

ｕａ（ ｔ－ｎｃ）－ｙ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （３１５）

φ^ｆ（ ｔ）＝ ［－ｘ^ｆ（ ｔ－１），－ｘ^ｆ（ ｔ－２），…，－ｘ^ｆ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^ｆ（ ｔ－１），ｕ^ｆ（ ｔ－２），…，ｕ^ｆ（ ｔ－ｎｂ），ｆ（ｕ（ ｔ）），
ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ Ｔ， （３１６）

ｆ（ｕ（ｔ））＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｎγ（ｕ（ｔ））］，（３１７）

１１２
学报（自然科学版），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０１６，８（３）：１９３⁃２１４



ｕ^ｆ（ｔ）＝ ［ｕａ（ｔ－１），ｕａ（ｔ－２），…，ｕａ（ｔ－ｎｃ）］ｃ^（ｔ）＋ｕａ（ｔ），（３１８）

ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ）ϑ^（ ｔ）， （３１９）

ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）， （３２０）

ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），γ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （３２１）
表 ３ 列出了第 ４ 种 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法（３１２）—

（３２１）的计算量（ｎ０ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｎγ＋ｎｃ） ．

表 ７　 Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ 算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｆ⁃ＡＭ⁃ＲＧＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 表达式 乘法次数 加法次数

ϑ^（ ｔ）
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）ｅｆ（ ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ０ ｎ０

ｅｆ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－ϕ^Ｔ
ｆ （ ｔ） ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ０ ｎ０

Ｌ（ ｔ）
Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ） ／ ［１＋ϕ^Ｔ

ｆ （ ｔ）ζ（ ｔ）］∈Ｒｎ０ ２ｎ０ ｎ０

ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１）ϕ^ｆ（ ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ２
０ ｎ２

０－ｎ０

Ｐ（ ｔ） Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ２
０ ｎ２

０

ｕ^ｆ（ ｔ） ｕ^ｆ（ ｔ）＝ ［ｕａ（ ｔ－１），ｕａ（ ｔ－２），…，ｕａ（ ｔ－ｎｃ）］ ｃ^（ ｔ）＋ｕａ（ ｔ）∈Ｒ ｎｃ ｎｃ

ｘ^ｆ（ ｔ） ｘ^ｆ（ ｔ）＝ φ^Ｔ
ｆ （ ｔ） ϑ^（ ｔ）∈Ｒ ｎ０ ｎ０－１

ｕａ（ ｔ） ｕａ（ ｔ）＝ ｆ（ｕ（ ｔ）） γ^（ ｔ）∈Ｒ ｎｒ ｎｒ－１

总数 ２ｎ２
０＋５ｎ０＋ｎｃ＋ｎγ ２ｎ２

０＋３ｎ０＋ｎｃ＋ｎγ－２

总 ｆｌｏｐ 数 Ｎ３ ∶ ＝ ４ｎ２
０＋８ｎ０＋２ｎｃ＋２ｎγ－２

７　 结语

输入非线性输出误差类系统包括基本的输入非

线性输出误差（ ＩＮ⁃ＯＥ）系统、输入非线性输出误差

滑动平均（ＩＮ⁃ＯＥＭＡ）系统、输入非线性输出误差自

回归（ＩＮ⁃ＯＥＡＲ）系统、输入非线性输出误差自回归

滑动平均（ ＩＮ⁃ＯＥＡＲＭＡ）系统，即输入非线性 Ｂｏｘ⁃
Ｊｅｎｋｉｎｓ （ＩＮ⁃ＢＪ）系统．本文以 ＩＮ⁃ＯＥＡＲ 系统为例，研
究了基于过参数化模型、关键项分离、数据滤波的辅

助模型递推辨识方法，包括辅助模型广义随机梯度

算法、辅助模型多新息广义随机梯度算法、辅助模型

递推广义最小二乘算法．这些方法可以推广到其他

线性系统和非线性系统中，例如，可以结合迭代辩识

方法［３９⁃４１］来研究有色噪声干扰线性参数系统［４２⁃４６］的

辅助模型迭代辩识方法．
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