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摘要
主要研究了分数阶混合随机泛函微

分方程的能控性．在无限维空间下，假设
所考虑方程线性部分生成半群不是紧
的，使用非紧性测度技术和 Ｍöｎｃｈ 不动
点定理，给出了方程能控性充分条件，并
通过一个例子说明了结论的有效性．
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０　 引言

　 　 近 ３０ 年来，分数阶微分的出现给物理、化学、工程、生物、金融等

领域带来了新的挑战．因为分数阶导数比整数阶导数更能准确地描述

实际生活中的现象，分数阶微分方程的理论及应用现在已是非常热

门的研究领域之一［１］ ．同时，在许多确定性模型中，系统常常受到环境

噪音的干扰、子系统的变化和参数的变化，马尔科夫链的随机性模型

比确定性模型能更好地模拟实际系统［２］ ．因此，有必要研究马尔科夫

链的分数阶随机系统，即分数阶混合随机系统．
能控性是控制理论中的基本问题之一．系统的存在性是首先要解

决的问题．Ｚｈｏｕ 等［３］分析了分数阶中立发展系统温和解的存在性；Ｌｉ
等［４］利用 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ 非紧性测度考虑半线性分数阶微分方程的存在

性；Ｚａｎｇ 等［５］在文献［３］基础上论证了脉冲分数阶中立型随机微分方

程的非局部渐近能控性；Ｇｕｅｎｄｏｕｚｉ 等［６］ 将文献［５］的结果推广至无

穷时滞的分数阶中立型随机泛函积分微分包含的渐近能控性；Ｙａｎ
等［７］利用算子性质和不动点定理研究非线性分数阶随机系统的渐近

能控性；Ｂａｌａｓｕｂｒａｍａｎｉａｎ 等［８］利用 Ｍａｉｎａｒｄｉ 函数和 Ｂｏｈｎｅｎｂｌｕｓｔ⁃Ｋａｒｌｉｎ
不动点定理分析分数阶中立型随机积分微分包含的渐近能控性．这些

渐近能控性研究假设其对应的线性系统是渐近能控的，并且线性部

分生成的是紧半群．在无限维空间下，如果线性部分生成的不是紧半

群时，必须使用新的方法分析能控性［９］ ．本文使用非紧性测度技术和

Ｍöｎｃｈ 不动点定理，分析分数阶混合随机泛函微分方程的能控性．

１　 准备知识

令（Ｕ，〈·，·〉）和（Ｈ，〈·，·〉）是两个可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，
Ｌ（Ｕ，Ｈ）是从 Ｕ 到 Ｈ 上有界线性算子族．为了方便，Ｕ、Ｈ 和 Ｌ（Ｕ，Ｈ）
上的范数统一记为‖·‖．（ＬＨＳ（Ｈ），‖·‖ＨＳ）表示从 Ｈ 到 Ｈ 上的

Ｈｉｌｂｅｒｔ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 算子族．（Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝ ｔ≥０，Ｐ）是完备的概率空间．｛Ｗ（ ｔ）：
ｔ≥０｝是定义在概率空间（Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝ ｔ≥０，Ｐ）上具有有限迹核协方差算

子 Ｑ≥０ 的维纳过程．令 Ｃ（［－τ，０］；Ｈ）表示所有连续函数 ζ：［－τ，０］→
Ｈ，其范数为‖ζ‖＝ｓｕｐ－τ≤θ≤０‖ζ（ θ）‖．Ｃｂ

Ｆ０
（［ －τ，０］；Ｈ）表示所有有

界，Ｆ０－可测，Ｃ（［－τ，０］；Ｈ）－值随机变量．
令 ｒ（ ｔ），ｔ≥０ 是在概率空间上右连续 Ｍａｒｋｏｖ 链，且取值为有限的

状态空间 Ｓ＝｛１，２，…，Ｎ｝ ．其生成元 Υ ＝ （ ｒｉｊ） Ｎ×Ｎ，从时间 ｔ 的模态 ｉ 到



　 　 　 　时间 ｔ＋Δ 的模态 ｊ 的转移概率为

Ｐ｛ ｒ（ ｔ＋Δ）＝ ｊ ｒ（ ｔ）＝ ｉ｝ ＝
γｉｊΔ＋ｏ（Δ），　 ｉ≠ｊ，
１＋γｉｉΔ＋ｏ（Δ），　 ｉ＝ ｊ，{

其中 Δ＞０ 并且 ｌｉｍΔ→０ｏ（Δ） ／ Δ ＝ ０．而 ｒｉｊ≥０ 是从模态

ｉ 到模态 ｊ 的转移概率，当 ｉ≠ｊ 时，有

γ ｉｉ ＝ － ∑
ｊ≠ｉ

γ ｉｊ ．

假设 Ｍａｒｋｏｖ 链 ｒ（·）与 Ｂｒｏｗｎｉａｎ 运动 Ｗ（·）
是相互独立的． ｒ（ ｔ）几乎每个样本路径是在 Ｒ＋上任

意有限区间上取有限简单跳跃的右连续阶梯函数．
考虑以下分数阶混合随机泛函微分方程：
ｃＤα

ｔ ｘ（ ｔ）＝ Ａｘ（ ｔ）＋Ｂｕ（ ｔ）＋ｆ（ ｔ，ｘｔ，ｒ（ ｔ））＋

　 　 ｇ（ ｔ，ｘｔ，ｒ（ ｔ））
ｄＷ（ ｔ）

ｄｔ
，　 ｔ∈Ｊ ∶ ＝ ［０，ｂ］， （１）

其初值 ｘ０ ＝ ξ（ ｔ）∈Ｃｂ
Ｆ０
（［－τ，０］，Ｈ），ｒ（０）＝ ｒ０，－τ≤

ｔ≤０． 这里ｃＤα
ｔ 表示

１
２

＜ α ＜ １ 的 Ｃａｐｕｔｏ 分数导数．

Ａ：Ｄ（Ａ）⊂Ｈ→Ｈ 是 Ｈ 上有界线性算子｛Ｔ（ ｔ），ｔ≥０｝
的强连续半群的无穷小生成元．Ｂ∈Ｌ（Ｕ，Ｈ），ｕ（·）
是取值于 Ｌ２（Ｊ，ｕ）的容许控制函数． ｆ：Ｊ×Ｃ（［－τ，０］；
Ｈ）×Ｓ→Ｈ，ｇ：Ｊ×Ｃ（［－τ，０］；Ｈ） ×Ｓ→ＬＨＳ（Ｈ）是 Ｂｏｒｅｌ
可测映射．

定义 １　 函数 ｈ 的 α 阶积分定义为

Ｉαｈ（ｔ） ＝ １
Γ（α） ∫

ｔ

０

ｈ（ｓ）
（ｔ － ｓ）１－αｄｓ，　 ｔ ＞０，　 α ＞０， （２）

其中，Γ（·）是伽马函数．
定义 ２　 函数 ｈ 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数定义为

ｃＤα
ｔ ｈ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｎ － α） ∫
ｔ

０

ｈｎ（ ｓ）
（ ｔ － ｓ） α＋１－ｎｄｓ ＝

　 　 Ｉｎ－αｈｎ（ ｔ），　 ｔ ＞ ０，　 ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ． （３）
定义 ３　 Ｆｔ 适定的随机过程｛ｘ（ ｔ）：ｔ ∈ Ｊ｝ 称为

方程（１） 的温和解，若满足：对任意的 ｔ ∈ ［０，ｂ］，有

Ｐ {ω： ∫ｔ
０
‖ｘ（ ｓ）‖２ｄｓ ＜ ∞ } ＝ １，以及

ｘ（ ｔ） ＝ η（ ｔ）ξ（０） ＋ ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ）Ｂｕ（ ｓ）ｄｓ ＋

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ） ｆ（ ｓ，ｘｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ ＋

∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｘｓ，ｒ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ），

ａ．ｓ．　 ｔ ∈ Ｊ， （４）
其中，

η（ ｔ） ＝ ∫∞
０
ρ（θ）Ｔ（ ｔαθ）ｄθ，

β（ ｔ） ＝ α ∫∞
０
θρ（θ）Ｔ（ ｔαθ）ｄθ，

ρ（θ） ＝ １
α
θ －１－ １

α 􀭾ω θ － １
α( ) ≥ ０，

􀭹ω（θ）＝
１
π∑

∞

ｎ ＝ １
（－ １）ｎ－１θ －ｎα－１ Γ（ｎα ＋ １）

ｎ！
ｓｉｎ（ｎπα），

θ ∈ （０，∞ ），
这里 ρ 是（０，∞ ）上的概率密度函数．

定义 ４　 称系统（１）在 Ｊ 上是能控的，若满足：
对任意的初值 ξ（ ｔ），任意的 􀭰ｘ∈Ｈ，存在控制函数 ｕ∈
Ｌ２（Ｊ，Ｕ），使得系统（１）的温和解 ｘ（ｂ）＝ 􀭰ｘ．

引理 １［３］ 　 算子 η，β 满足以下性质：
（ｉ）对任意的 ｔ≥０，算子 η（ ｔ），β（ ｔ）是有界的，

即存在常数 Ｌ＞０，对任意的 ｘ∈Ｈ，都有

‖η（ ｔ）ｘ‖≤Ｌ‖ｘ‖，　 ‖β（ ｔ）ｘ‖≤ αＬ
Γ（１＋α）

‖ｘ‖；

（ｉｉ）算子 η（ ｔ），β（ ｔ）是强连续的，即对任意的

ｘ∈Ｈ，０≤ｔ′≤ｔ″，当 ｔ′→ｔ″都有

‖η（ ｔ″）ｘ－η（ ｔ′）ｘ‖→０，　 ‖β（ ｔ″）ｘ－β（ ｔ′）ｘ‖→０．
注 １　 这里没有假设算子 Ｔ 是紧的，因此 η，β

有可能不是紧的．
定义 ５　 令（Ａ，ｅ）是偏序集，Ｄ 是 Ｈ 中有界子

集，函数 μ：Ｈ→Ａ 满足：

μ（Ｄ）＝ ｉｎｆ { 􀆠＞０：Ｄ⊂∪
ｍ

ｉ＝１
Ｄｉ，ｄｉａｍ（Ｄｉ）≤􀆠 } ，

称 μ 为 Ｈ 上 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ 非紧性测度．
引理 ２［１０］

（１）令 Ｖ＝ ｛ ｆｎ｝⊂Ｌ１（Ｊ，Ｈ） ．如果存在 ｈ∈Ｌ１（ Ｊ，
Ｒ＋），使得对 ｔ∈Ｊ，ａ．ａ．，都有‖ｆｎ（ ｔ）‖≤ｈ（ ｔ），那么

一定有

μ（Ｖ（ ｔ）） ∈ Ｌ１（Ｊ，Ｒ ＋ ），且 μ ( { ∫ｔ
０
ｆｎ（ ｓ）ｄｓ：ｎ ∈

Ｎ } ) ≤ ２ ∫ｔ
０
μ（Ｖ（ ｓ））ｄｓ，　 ｔ ∈ Ｊ．

（２）如果 Ｖ∈Ｃ（ Ｊ，Ｈ）是有界且等度连续的，那
么 μ（Ｖ（ ｔ））∈Ｃ（Ｊ，Ｒ＋）且

μ（Ｖ） ＝ ｓｕｐ｛μ（Ｖ（ ｔ））：ｔ ∈ Ｊ｝，μ (∫ｔ
０
Ｖ（ ｓ）ｄｓ ) ≤

　 　 ∫ｔ
０
μ（Ｖ（ ｓ））ｄｓ，　 ｔ ∈ Ｊ．

这里 Ｖ（ ｔ）＝ ｛ｘ（ ｔ）：ｘ∈Ｖ｝⊆Ｈ．
引理 ３［１１］ 　 令 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｄ 是 Ｈ 中闭凸

子集，０∈Ｄ．算子 Ｆ：Ｄ→Ｈ 是连续的，且满足：对任意

可数集合 Ｍ⊆Ｄ，Ｍ⊆ｃｏｎｖ（｛０｝∪Ｆ（Ｍ）），那么 Ｍ 是

相对紧的，则算子 Ｆ 在 Ｄ 中有不动点．

２　 主要结果

为了研究系统（１）的能控性，给出下列假设：

７８１
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（Ｈ１）函数 ｆ 满足以下条件：
（１）对于任意的 ｘ∈Ｃ（［ －τ，０］；Ｈ），ｉ∈Ｓ，函数

ｔ→ｆ（ ｔ，ｘ，ｉ）是强可测的；对于任意的 ｔ∈Ｊ ａ．ａ．，ｉ∈Ｓ，
函数 ｘ→ｆ（ ｔ，ｘ，ｉ）是连续的；

（２）存在有界函数 ｐ（ ｔ）：Ｊ→Ｒ＋，连续非降函数

φ：［０，∞ ）→［０，∞ ）使得

‖ｆ（ｔ，ｘ，ｒ（ｔ））‖２≤ｐ（ｔ）φ（‖ｘ‖２），　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｉｎｆ φ（ｎ）
ｎ

＝０；

（３）存在可积函数 Ｋ ｆ∈Ｌ１（ Ｊ；Ｒ＋），对任意的有

界集 Ｄ⊂Ｃ（Ｊ；Ｈ），都有

μ（ ｆ（ ｔ，Ｄｔ，ｒ（ ｔ）））≤Ｋ ｆ（ ｔ）μ（Ｄｔ），
其中，Ｄｔ ∶ ＝ ｛ｘｔ：ｘ∈Ｄ｝⊆Ｃ（［－τ，０］；Ｈ） ．
（Ｈ２）函数 ｇ 满足以下条件：
（１）对于任意的 ｘ∈Ｃ（［ －τ，０］；Ｈ），ｉ∈Ｓ，函数

ｔ→ｇ（ ｔ，ｘ，ｉ）是强可测的；对于任意的 ｔ∈Ｊ ａ．ａ．，ｉ∈Ｓ，
函数 ｘ→ｇ（ ｔ，ｘ，ｉ）是连续的；

（２）存在函数 ψｎ∈Ｌ１（Ｊ；Ｒ＋），使得

ｓｕｐ
‖ｘ‖≤ｎ

‖ｇ（ ｔ，ｘ，ｒ（ ｔ））‖２≤ψｎ（ ｔ），

且

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｉｎｆ
∫ ｂ

０（ｂ－ｓ） ２α－２ψｎ（ ｓ）ｄｓ
ｎ

＝ ０；

（３）存在可积函数 Ｋｇ∈Ｌ１（Ｊ，Ｒ＋），对任意的有

界集 Ｄ⊂Ｃ（Ｊ；Ｈ），都有

μ（ｇ（ ｔ，Ｄｔ，ｒ（ ｔ）））≤Ｋｇ（ ｔ）μ（Ｄｔ），
其中，Ｄｔ ∶ ＝ ｛ｘｔ：ｘ∈Ｄ｝⊆Ｃ（［－τ，０］；Ｈ） ．

（Ｈ３）Ｂ：Ｕ→Ｈ 是有界线性算子，Θ：Ｌ２（Ｊ，Ｕ）→
Ｈ 是线性算子，满足

Θｕ ＝ ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）Ｂｕ（ ｓ）ｄｓ，

且

（１）算子 Θ 有取值于 Ｌ２（Ｊ，Ｕ） ＼ＫｅｒΘ 伪逆算子

Θ－１（见［１２，１３］），且存在正常数 ＬＢ，ＬΘ 使得‖Ｂ‖≤
ＬＢ，‖Θ－１‖≤ＬΘ；

（２）存在可积函数 ＫΘ（ ｔ）∈Ｌ１（Ｊ，Ｒ＋），ＫＢ≥０，对
任意有界集 Ｄ１⊂Ｈ，Ｄ２⊂Ｕ，

μ（（Θ－１Ｄ１）（ ｔ））≤ＫΘ（ ｔ）μ（Ｄ１（ ｔ）），
　 　 μ（Ｂ（Ｄ２））≤ＫＢμＵ（Ｄ２）；
（Ｈ４）下列不等式成立：

ｌ＝ ( １＋
ＬＫＢ‖ＫΘ‖Ｌ１ｂα

Γ（１＋α） ) ( ２Ｌｂα

Γ（１＋α）
‖Ｋ ｆ‖Ｌ１＋

　 　 αＬｂα－ １
２

２α－１Γ（１＋α）
‖Ｋｇ‖Ｌ１ ) ＜１．

定理 １　 若假设（Ｈ１） －（Ｈ４）成立，则系统（１）

在 Ｊ 上是能控的．
证明　 由假设（Ｈ２） （１），对任意的 ｘ∈Ｈ，定义

控制函数

ｕｘ（ｔ）＝ Θ－１ [ ｘ －η（ｂ）ξ（０） －∫ｂ
０
（ｂ －ｓ）α－１β（ｂ －ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ －

∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｘｓ，ｒ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） ]（ ｔ） ．

使用控制函数 ｕｘ（ ｔ），定义算子 Ｆ：
（Ｆｘ）（ ｔ） ＝

ξ（ｔ），　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｔ ∈［－ τ，０］，

η（ｔ）ξ（０） ＋ ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）Ｂｕｘ（ｓ）ｄｓ ＋

　 ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）ｆ（ｓ，ｘｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ ＋

　 ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）ｇ（ｓ，ｘｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ），　 ａ．ｓ．　 ｔ ∈ Ｊ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

下面将证明算子 Ｆ 有不动点，这个不动点就是

系统（１）的温和解．显然有 ｘ（ｂ）＝ （Ｆｘ）（ｂ）＝ 􀭰ｘ，即系

统（１）是能控的．
对任意的 ξ（ ｔ）∈Ｃｂ

Ｆ０
（［－τ，０］，Ｈ），令

ξ^（ ｔ）＝
ξ（ ｔ），　 　 　 ｔ∈［－τ，０］，
η（ ｔ）ξ（０）， ａ．ｓ．　 ｔ∈Ｊ，{

以及 ｘ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ） ＋ξ^（ ｔ） ．再定义算子 Ｇ：｛ｙ（ ｔ）：Ｊ→Ｈ，
ｙ０ ＝ ０｝→｛ｙ（ ｔ）：Ｊ→Ｈ，ｙ０ ＝ ０｝满足

（Ｇｙ）（ ｔ） ＝
０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｔ∈［－ τ，０］，

∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）Ｂｕｙ（ｓ）ｄｓ ＋

　 ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）ｆ（ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ ＋

　 ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）ｇ（ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ），　 ａ．ｓ．　 ｔ∈Ｊ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

其中

ｕｙ（ ｔ） ＝ Θ －１ [ 􀭰ｘ － η（ｂ）ξ（０） －

∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ） ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ －

∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）ｇ（ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ） ]（ｔ）．

容易看出：算子 Ｆ 有不动点等价于算子 Ｇ 有不动点．
第一步．首先使用反证法证明：存在正数 ｎ０≥１，

使得 Ｇ（Ｂｎ０）⊆Ｂｎ０，其中 Ｂｎ０
＝｛ｙ∈Ｈ，‖ｙ‖≤ｎ０｝ ．

若上述结论不成立，对任意的 ｎ≥１，存在函数

ｙ∗（·）∈Ｂｎ，使得 Ｇｙ∗∉Ｂｎ ．
由假设（Ｈ１），（Ｈ２），计算：

８８１
杨加顺，等．分数阶混合随机泛函微分方程的能控性．

ＹＡＮＧ Ｊｉａｓｈｕｎ，ｅｔ ａｌ．Ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｈｙｂｒｉｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ．



ｎ２ ≤ Ｅ‖Ｇｙ∗（ ｔ）‖２ ≤

３Ｅ ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）Ｂｕｙ∗（ ｓ）ｄｓ

２
＋

３Ｅ ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）ｆ（ｓ，ｙ∗

ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ
２
＋

３Ｅ ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）ｇ（ｓ，ｙ∗ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ）

２
， （５）

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，鞅等距性质，以及引理 １（ｉ），
计算

Ｅ‖ｕｙ∗‖２ ＝ ４Ｌ２
Θ [‖􀭰ｘ‖２ ＋ Ｌ２‖ξ‖２ ＋

　 　 ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ｐ（ ｔ） ｂ２α＋１

α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２
φ（ｎ′２） ＋

　 　 ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）２α－２ψｎ′（ｓ）ｄｓ ] ． （６）

其中，ｎ′ ＝ ｎ ＋ （Ｌ ＋ １）‖ξ‖．
把式（６） 代入式（５） 中，可知：

ｎ２ ≤１２Ｌ２
ΘＬ２

Ｂ
ｂ２α＋１

α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２
［‖􀭰ｘ‖２ ＋ Ｌ２‖ξ‖２］ ＋

[ １２Ｌ２
ΘＬ２

Ｂ
ｂ４α＋２

α４ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

４
＋

３ ｂ２α＋１

α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２

] ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ｐ（ ｔ）φ（ｎ′２） ＋

[ １２Ｌ２
ΘＬ２

Ｂ
ｂ２α＋１

α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

４
＋

３ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２

]∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） ２α－２ψ ｎ′（ ｓ）ｄｓ， （７）

再对式（７） 计算：

１≤１２Ｌ２
ΘＬ２

Ｂ
ｂ２α＋１

ｎ２α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２
［‖􀭰ｘ‖２ ＋ Ｌ２‖ξ‖２］ ＋

[ １２Ｌ２
ΘＬ２

Ｂ
ｂ４α＋２

α４ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

４
＋

３ ｂ２α＋１

α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２

] ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ｐ（ ｔ） ϕ（ｎ′２）
ｎ′２

ｎ′２

ｎ２
＋

[ １２Ｌ２
ΘＬ２

Ｂ
ｂ２α＋１

α２ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

４
＋

３ ( αＬ
Γ（１ ＋ α） )

２

] １
ｎ２∫ｂ０（ｂ － ｓ） ２α－２ψ ｎ′（ ｓ）ｄｓ，

当 ｎ → ∞ 取 极 限， 由 假 设 （Ｈ１）（２） 和

（Ｈ２）（２）， 产生矛盾． 故存在正数 ｎ０ ≥ １， 使得

Ｇ（Ｂｎ０） ⊆ Ｂｎ０，其中 Ｂｎ０
＝ ｛ｙ ∈ Ｈ，‖ｙ‖ ≤ ｎ０｝ ．

第 二 步． 算 子 Ｇ：Ｂｎ０ → Ｂｎ０ 连 续 性． 令

｛ｙ（ｍ）（ ｔ）｝∞
ｍ ＝ １ ⊆ Ｂｎ０，且 ｙ（ｍ） → ｙ ∈ Ｂｎ０ ．

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式， 鞅等距性质， 以及假设

（Ｈ３）（１），计算：

Ｅ‖ (Ｇｙ（ｍ）（ ｔ） － （Ｇｙ）（ ｔ）‖２ ≤

３∫ｔ
０
｜ （ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ） ｜ ２ｄｓＥ∫ｔ

０
‖Ｂｕｙ（ｍ）（ｓ） －Ｂｕｙ（ｓ）‖２ｄｓ ＋

３∫ｔ
０
｜ （ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ） ｜ ２ｄｓＥ∫ｔ

０
‖ｆ（ ｓ，ｙｓ

（ｍ） ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

３Ｅ∫ｔ
０
‖（ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ）（ｇ（ ｓ，ｙｓ

（ｍ） ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）））‖２ｄｓ ≤
３Ｌ２

Ｂ ｂαＬ２

（Γ（１ ＋ α）） ２Ｅ∫ｔ０‖ｕｙ（ｍ）（ ｓ） － ｕｙ（ ｓ）‖２ｄｓ ＋

３ｂαＬ２

（Γ（１ ＋ α）） ２Ｅ∫ｔ０‖ｆ（ ｓ，ｙｓ
（ｍ） ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） －

ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

３Ｅ∫ｔ
０
‖（ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ）（ｇ（ ｓ，ｙｓ

（ｍ） ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）））‖２ｄｓ． （８）
对于控制函数，由假设（Ｈ３）（１） 有：
Ｅ‖ｕｙ（ｍ） － ｕｙ‖２ ≤

２Ｌ２
Θ∫ｂ

０
｜ （ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ） ｜ ２ｄｓＥ∫ｂ

０
‖ｆ（ ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

２Ｌ２
Θ Ｅ∫ｂ

０
‖（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）（ｇ（ ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）））‖２ｄｓ ≤
２Ｌ２

Θ ｂαＬ２

（Γ（１ ＋ α）） ２Ｅ∫ｂ０‖ｆ（ ｓ，ｙ（ｍ）
ｓ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

２Ｌ２Ｅ∫ｂ
０
‖（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）（ｇ（ ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ． （９）
把式（９）代入式（８）中，由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定

理及假设（Ｈ１）（１）和假设（Ｈ２）（１），当 ｙ（ｍ） →ｙ 时，
Ｅ‖Ｇｙ（ｍ） －Ｇｙ‖２→０．

第三步．算子 Ｇ 是等度连续．对任意的 ０＜ｔ１＜ｔ２≤
ｂ，ｙ∈Ｂｎ０，

Ｅ‖（Ｇｙ）（ ｔ２） － （Ｇｙ）（ ｔ１）‖２ ≤

９Ｅ ∫ｔ １
０
（ｔ１ － ｓ）α－１［β（ｔ２ － ｓ） － β（ｔ１ － ｓ）］Ｂｕｙ（ｓ）ｄｓ

２
＋

９Ｅ ∫ｔ １
０
［（ｔ２ － ｓ）α－１ － （ｔ１ － ｓ）α－１］β（ｔ２ － ｓ）Ｂｕｙ（ｓ）ｄｓ

２
＋

９Ｅ ∫ｔ ２
ｔ１
（ ｔ２ － ｓ） α－１β（ ｔ２ － ｓ）Ｂｕｙ（ ｓ）ｄｓ

２
＋

９Ｅ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１［β（ ｔ２ － ｓ） － β（ ｔ１ － ｓ）］·

９８１
学报：自然科学版，２０１６，８（２）：１８６⁃１９２

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１６，８（２）：１８６⁃１９２



ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ
２
＋

９Ｅ ∫ｔ １
０
［（ ｔ２ － ｓ） α－１ － （ ｔ１ － ｓ） α－１］·

β（ ｔ２ － ｓ） ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ
２
＋

９Ｅ ∫ｔ ２
ｔ１
（ ｔ２ － ｓ） α－１β（ ｔ２ － ｓ） ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ

２
＋

９Ｅ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１［β（ ｔ２ － ｓ） － β（ ｔ１ － ｓ）］·

ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ）
２
＋

９Ｅ ∫ｔ １
０
［（ ｔ２ － ｓ） α－１ － （ ｔ１ － ｓ） α－１］·

β（ ｔ２ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ）
２
＋

９Ｅ ∫ｔ ２
ｔ１
（ｔ２ － ｓ）α－１β（ｔ２ － ｓ）ｇ（ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ）

２

利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，鞅等距性质，计算：
Ｅ‖（Ｇｙ）（ ｔ２） － （Ｇｙ）（ ｔ１）‖２ ≤

９ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１［β（ ｔ２ － ｓ） － β（ ｔ１ － ｓ）］

２
ｄｓ·

Ｅ∫ｂ
０
‖Ｂｕｙ（ ｓ）‖２ｄｓ ＋

９ ∫ｔ １
０
［（ ｔ２ － ｓ） α－１ － （ ｔ１ － ｓ） α－１］β（ ｔ２ － ｓ）

２
ｄｓ·

Ｅ∫ｂ
０
‖Ｂｕｙ（ ｓ）‖２ｄｓ ＋

９ ∫ｔ ２
ｔ１
（ ｔ２ － ｓ） α－１β（ ｔ２ － ｓ）

２
ｄｓＥ∫ｔ ２

ｔ１
‖Ｂｕｙ（ ｓ）‖２ｄｓ ＋

９ ∫ｔ １
０
（ ｔ１ － ｓ） α－１［β（ ｔ２ － ｓ） － β（ ｔ１ － ｓ）］

２
ｄｓ·

Ｅ∫ｂ
０
‖ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

９ ∫ｔ １
０
［（ ｔ２ － ｓ） α－１ － （ ｔ１ － ｓ） α－１］β（ ｔ２ － ｓ）

２
ｄｓ·

Ｅ∫ｂ
０
‖ｆ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

９ ∫ｔ ２
ｔ１
（ｔ２ － ｓ）α－１β（ｔ２ － ｓ）

２
ｄｓＥ∫ｔ ２

ｔ１
‖ｆ（ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））‖２ｄｓ ＋

９Ｅ∫ｔ １
０
‖（ｔ１ －ｓ）α

－１［β（ｔ２ －ｓ） －β（ｔ１ －ｓ）］ｇ（ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））‖２ｄｓ ＋

９Ｅ∫ｔ １
０
‖［（ ｔ２ － ｓ） α－１ － （ ｔ１ － ｓ） α－１］·

β（ ｔ２ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ ＋

９Ｅ∫ｔ ２
ｔ１
‖（ ｔ２ － ｓ） α－１β（ ｔ２ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｙｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２ｄｓ．

由于‖ｙ‖≤ｎ，使用 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理，当
ｔ２→ｔ１，上式与 ｙ 无关趋向于 ０．如果 ｔ２＜ｔ１，当 ｔ２→ｔ１，

上式也与 ｙ 无关趋向于 ０．因此，算子 Ｇ（Ｂｎ０）在 Ｊ 上

是等度连续的．
第四步．Ｍöｎｃｈ 条件成立．假设对任意可数集合

Ｍ⊆Ｂｎ０，Ｍ⊆ｃｏｎｖ (｛０｝∪Ｇ（Ｍ） )，下证：集合 Ｍ 是

相对紧的．实际上只需证集合 Ｍ 的非紧性测度为 ０，
即 μ（Ｍ）＝ ０．

不妨假设 Ｍ＝｛ｙ（ｍ） ｝∞
ｍ＝１，因算子 Ｇ（Ｂｎ０）在 Ｊ 上

是等度连续的，所以，Ｇ（Ｍ）在 Ｊ 上是等度连续的．
由非紧性测度性质及假设（Ｈ３）（２），计算

μＵ（｛ｕｙ（ｍ）（ｔ）｝∞
ｍ ＝ １） ＝ μ ( {Θ－１ [ 􀭰ｘ － η（ｂ）ξ（０） －

∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ） ｆ（ ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄｓ －

∫ｂ
０
（ｂ －ｓ）α－１β（ｂ －ｓ）ｇ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ） ]（ｔ）］}

∞

ｍ＝１
) ≤

ＫΘ（ｔ）μ ( { ∫ｂ
０
（ｂ －ｓ）α－１β（ｂ －ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ}

∞

ｍ＝１
) ＋

ＫΘ（ ｔ）μ ( { ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） }
∞

ｍ ＝ １
) ． （１０）

由引理 １、引理 ２ 以及假设（Ｈ１）（３）可知：

μ ( { ∫ｂ
０
（ｂ －ｓ）α－１β（ｂ －ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ}

∞

ｍ＝１
) ≤

２∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）μ（｛ｆ（ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））｝∞
ｍ＝ １）ｄｓ ≤

２∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）Ｋ ｆ（ ｓ） ｓｕｐ

－τ≤θ≤０
μ（｛ｙ（ｍ）（ ｓ ＋ θ） ＋

ξ^（ ｓ ＋ θ）｝∞
ｍ ＝ １）ｄｓ ≤

２∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）Ｋｆ（ｓ） ｓｕｐ

０≤θ≤ｓ
μ（｛ｙ（ｍ）（ｓ） ＋ ξ^（ｓ）｝∞

ｍ＝１）ｄｓ≤

２∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）Ｋｆ（ｓ） ｓｕｐ

０≤θ≤ｓ
μ（｛ｙ（ｍ）（ｓ）｝∞

ｍ ＝ １）ｄｓ ≤

２Ｌｂα

Γ（１ ＋ α）
‖Ｋ ｆ‖Ｌ１μ（｛ｙ（ｍ）（ ｓ）｝∞

ｍ ＝ １） ． （１１）

对任意的 ｙ′，ｙ″∈Ｂｎ０，由鞅等距性质有：

Ｅ ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）［ｇ（ ｓ，ｙｓ′ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） － ｇ（ ｓ，ｙｓ″ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））］ｄＷ（ ｓ） ２ ≤

Ｅ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） ２α－２β ２（ｂ － ｓ）‖ｇ（ ｓ，ｙｓ′ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） －

ｇ（ ｓ，ｙｓ″ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖ｄｓ ≤
α２Ｌ２ｂ２α－１

（２α － １）Γ（１ ＋ α） ２ ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｂ

Ｅ‖ｇ（ ｓ，ｙｓ′ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ）） －

ｇ（ ｓ，ｙｓ″ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））‖２

由随机微分方程的非紧性测度［１４］，以及假设

０９１
杨加顺，等．分数阶混合随机泛函微分方程的能控性．

ＹＡＮＧ Ｊｉａｓｈｕｎ，ｅｔ ａｌ．Ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｈｙｂｒｉｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ．



（Ｈ２）（３），可知：

μ ( ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）ｇ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ）{ }

∞

ｍ＝１
) ≤

αＬｂα－
１
２

（２α － １）Γ（１ ＋ α）
‖Ｋｇ‖Ｌ１μ（｛ｙ（ｍ）｝∞

ｍ＝ １）． （１２）

把式（１１）和式（１２）代入式（１０）中，有
μＵ（｛ｕｙ（ｍ）｝∞

ｍ＝１）＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

μＵ（｛ｕｙ（ｍ）（ ｔ）｝∞
ｍ＝１）≤

( ２Ｌｂα

Γ（１＋α）
‖Ｋ ｆ‖Ｌ１＋

αＬｂα－
１
２

（２α－１）Γ（１＋α）
‖Ｋｇ‖Ｌ１ )μ（｛ｙ（ｍ）｝∞

ｍ＝１）， （１３）

再利用非紧性测度性质，计算

μ（｛Ｇｙ（ｍ）（ ｔ）｝∞
ｍ ＝ １） ≤

μ ( ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）Ｂｕｙ（ｍ）（ｓ）ｄｓ{ }

∞

ｍ ＝ １
) ＋

μ ( ∫ｔ
０
（ｔ － ｓ）α－１β（ｔ － ｓ）ｆ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄｓ{ }

∞

ｍ＝１
) ＋

μ ( { ∫ｔ
０
（ ｔ － ｓ） α－１β（ ｔ － ｓ）ｇ（ ｓ，ｙ（ｍ）

ｓ ＋

ξ^ｓ，ｒ（ ｓ））ｄＷ（ ｓ） }
∞

ｍ ＝ １
) ．

由 Ｇ（Ｍ）等度连续，式（１３）及引理 ２（２），可知：
μ（｛Ｇｙ（ｍ）｝∞

ｍ ＝ １） ＝ ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

μ（｛Ｇｙ（ｍ）（ ｔ）｝∞
ｍ ＝ １） ≤

∫ｂ
０
（ｂ － ｓ） α－１β（ｂ － ｓ）ＫＢμＵ（｛ｕｙ（ｍ）（ ｓ）｝∞

ｍ ＝ １）ｄｓ ＋

∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）Ｋｆ（ｓ）μ（｛ｆ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））｝∞ｍ＝１）ｄｓ ＋

μ ( ∫ｂ
０
（ｂ － ｓ）α－１β（ｂ － ｓ）ｇ（ｓ，ｙ（ｍ）ｓ ＋ ξ^ｓ，ｒ（ｓ））ｄＷ（ｓ）{ }

∞

ｍ＝１
) ≤

(１ ＋
ＬＫＢ‖ＫΘ‖Ｌ１ｂα

Γ（１ ＋ α） ) ( ２Ｌｂα

Γ（１ ＋ α）
‖Ｋ ｆ‖Ｌ１ ＋

αＬｂα－ １
２

（２α － １） Γ（１ ＋ α）
‖Ｋｇ‖Ｌ１ )μ（｛ｙ（ｍ）｝∞

ｍ ＝ １） ．

由 Ｍöｎｃｈ 条件：

μ（Ｍ）≤μ ｃｏｎｖ (｛０｝∪Ｇ（Ｍ）( ) )＝ μ（Ｇ（Ｍ））≤ｌμ（Ｍ），

因为 ｌ＜１，集合 Ｍ 的非紧性测度为 ０，Ｍ 是相对紧的，
故算子 Ｇ 在 Ｂｎ０上有不动点 ｙ．那么 ｘ ＝ ｙ＋ξ^ 是算子 Ｆ
的不动点，即系统（１）在 Ｊ 上是能控的．

３　 例子

作为应用，考虑分数阶混合随机泛函微分方程：

ｃＤα
ｔ ｘ（ ｔ，ｚ）＝

∂
∂ｚ
ｘ（ ｔ，ｚ）＋ｍ（ ｚ）ｕ（ ｔ，ｚ）＋

ｆ（ｔ，ｘ（ｔ－τ，ｚ），ｒ（ｔ））＋ｇ（ｔ，ｘ（ｔ－τ，ｚ），ｒ（ｔ））ｄＷ（ｔ）
ｄｔ

，

ｔ∈Ｊ ∶ ＝ ［０，ｂ］， （１４）
其初值 ｘ０ ＝ ξ（ ｔ）∈Ｃｂ

Ｆ０
（［－τ，０］；Ｈ），ｒ（０）＝ ｒ０，－τ≤

ｔ≤０．
令 Ｕ＝Ｈ＝Ｌ２（［０，π］） ，算子 Ａ：Ｈ→Ｈ 定义为Ａｘ＝

ｘ′，其定义域为 Ｄ（Ａ）＝ ｛ｘ∈Ｈ：ｘ 是绝对连续且 ｘ′∈
Ｈ，ｘ（０）＝ ０｝ ．Ａ 是半群 Ｔ（ ｔ）的无穷小生成元．对任意

的 ｘ∈Ｈ，Ｔ（ ｔ） ｘ（ ｓ） ＝ ｘ（ ｔ＋ ｓ），Ｔ（ ｔ）在 Ｈ 不是紧半

群［１５］ ．对任意的有界集合 Ｄ，μ（Ｔ（ ｔ）Ｄ）≤μ（Ｄ） ．
令 ｒ（ ｔ）， ｔ≥０ 是在概率空间上右连续 Ｍａｒｋｏｖ

链，且取值为有限的状态空间 Ｓ ＝ ｛１，２｝，其生成元

Υ＝（ ｒｉｊ） Ｎ×Ｎ，

Υ＝
－２
１

２
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

有界线性控制算子 Ｂ：Ｈ→Ｈ 定义为：（Ｂｕ）（ ｚ）＝
ｍ（ ｚ）ｕ（ ｔ，ｚ），ｚ∈［０，π］ ａ．ｅ．满足假设（Ｈ３） ．

函数 ｆ：Ｊ×Ｃ（［ －τ，０］；Ｈ） ×Ｓ→Ｈ 是连续函数，
ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ－τ），１） ＝ ｓｉｎ（ ｘ（ ｔ－τ））， ｆ（ ｔ，ｘ（ ｔ －τ），２） ＝
ｃｏｓ（ｘ（ ｔ－τ）） ．满足假设（Ｈ１） ．

函数 ｇ：Ｊ×Ｃ（［－τ，０］；Ｈ）×Ｓ→ＬＨＳ（Ｈ）是连续函

数，ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ－τ），１） ＝ ｘ（ ｔ－τ）
１＋ｘ（ ｔ－τ）

，ｇ（ ｔ，ｘ（ ｔ－τ），２） ＝

ｌｏｇ（１＋ｘ（ ｔ－τ）） ．满足假设（Ｈ２） ．由定理 １ 可知系统

（１１）在 Ｊ 上是能控的．
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