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带权网络的个性化 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算

摘要
ＰａｇｅＲａｎｋ 是衡量网络节点重要性的

指标之一，个性化 ＰａｇｅＲａｎｋ 是普通 Ｐａｇ⁃
ｅＲａｎｋ 的推广形式．目前关于（个性化）
ＰａｇｅＲａｎｋ 的研究主要集中在无权网络，
而关于带权网络的研究结果较少．有鉴
于此，基于矩阵变换和蒙特卡罗方法，分
别给出了在静态和动态带权网络中个性
化 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算方法，并从理论上分析
了算法的性能．实验结果显示，两种算法
都优于传统的幂迭代算法．
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０　 引言

　 　 挖掘复杂网络的拓扑结构是计算机科学的重要研究课题，而对

网络节点做出评级是网络挖掘的内容之一，以 ＰａｇｅＲａｎｋ 为代表的评

级系统因其在商业上的巨大成功引起了人们的极大关注．
ＰａｇｅＲａｎｋ［１］是基于投票机制的网络评级系统，从数学上看，Ｐａｇ⁃

ｅＲａｎｋ 向量可看成是某一随机游走过程的稳态分布，在此游走过程

中，行走者以概率 α 结束当前游走过程，以概率 １－α 从当前所在节点

跳跃到邻点，其中 α 称为跳出概率．
关于无权图中的 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算目前的研究结果非常丰富，具体

可参见 Ｂｅｒｋｈｉｎ［２］、Ｂｉａｎｃｈｉｎｉ 等［３］ 和 Ｌａｎｇｖｉｌｌｅ 等［４］ 的综述报告，以及

部分国内学者的应用研究［５⁃６］ ．但是人们对带权图的 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算仍

所知甚少，而在很多实际应用中，网络节点间的权重十分重要．比如在

一个期刊引用网络［７］ 中，期刊之间的被引用频次是不一样的，因此，
在评价期刊的权威性时，必须考虑边的权重；又如，社交网络中，人与

人之间的联系会随着时间的推移而不断加强，因此，研究在动态网络

中如何更新 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量也是十分有意义的工作．
本文研究带权网络［７⁃８］中的 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算问题，网络可以是静态

的，也可以是动态变化的．假设网络顶点数为 ｎ，边数为 ｍ，网络的最大

出度为 Δ．在静态带权网络中，本文提出了一个基于 Ｐｕｓｈ操作的算法，

可以在 Ｏ Δ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ 时间内，将计算误差降到常数阶；在动态网络中，本文

提出了时间复杂度为Ｏ
ｍΔ
α２
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è
ç

ö

ø
÷ 和Ｏ

ｎｆ
α２

æ

è
ç
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ø
÷ 的更新算法，其中 ｆ为与分布有

关且小于 ｍ 的常数．实验结果显示，不论在静态网络还是在动态网络

中，本文算法都优于传统的幂迭代算法．

１　 预备知识

ＰａｇｅＲａｎｋ 最初定义于无权网络［１］，ＰａｇｅＲａｎｋ 向量 ｐｒα（ｓ） 可表示

为如下线性方程组的唯一解：
ｐｒα（ｓ） ＝ αｓ ＋ （１ － α）ｐｒα（ｓ）Ｗ，

也可看作是随机游走的稳态分布向量，其中 α 为介于 ０ 与 １ 之间的常

数，称为跳出概率，ｓ 为初始向量，Ｗ 为状态转移矩阵． 不难看出，
ＰａｇｅＲａｎｋ 的初始定义即是 ｓ为均匀分布时的特例，如果 ｓ 不是均匀分



　 　 　 　布，则称 ｐｒα（ｓ） 为个性化 ＰａｇｅＲａｎｋ［９⁃１０］ ．
对于顶点集为Ｖ、边集为Ｅ的无权图Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ），

状态转移矩阵Ｗ通常定义为Ｗ ＝ Ｄ －１Ａ，其中Ｄ为各

顶点的出度对应的对角阵，Ａ 为图 Ｇ 的邻接矩阵．此
时，随机游走可看作是从任一顶点按均等概率转移

至其邻点．
对于带权图，本文将以上定义做适当修改． 记

Ａ ＝（ａｉｊ） ｎ×ｎ 为带权图的权矩阵，顶点数为 ｎ，边数为

ｍ，ａｉｊ 为顶点 ｖｉ 与 ｖｊ 之间的权重，若两点之间无边，则

其权为零．令 Ｄｉ ＝∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ，Ｄ ＝ ｄｉａｇ（Ｄ１，…，Ｄｎ） ．此时，

随机游走可视作是从任一顶点按边权重转移至其邻

点， 状 态 转 移 矩 阵 Ｗ ＝ Ｄ －１Ａ ≜ （ｗ ｉｊ） ｎ×ｎ， 其

中ｗ ｉｊ ＝ａｉｊ ／ Ｄｉ ．
综上所述，无论网络是否带权重，ＰａｇｅＲａｎｋ 向

量 ｐｒα（ｓ） 都可以表示为前述线性方程组的解．

２　 静态带权网络情形

无权图中的 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量计算问题目前已被

深入研究，幂迭代法是其典型算法：
ｐ（ｋ） ＝ αｓ ＋ （１ － α）ｐ（ｋ－１）Ｗ，

算法的误差限通常定义为 ‖ｐ（ｋ） － ｐ（ｋ－１）‖１ ≤ ε．不
难看 出， 幂 迭 代 法 的 迭 代 过 程 至 少 执 行

ｌｏｇ（ε） ／ ｌｏｇ（１ － α） 次，每一次须计算乘法Ｏ（ｍ） 次，
因此时间复杂度可记为 Ｏ（ｍ·ｌｏｇ（ε） ／ ｌｏｇ（１ － α）） ．

本节将给出带权图的一个近似 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量

的计算方法，其时间复杂度的上界为 Ｏ Δ
εα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 Δ

为图顶点的最大出度．
定义 １　 向量 ｐｒα（ｓ － ｒ） 称为 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量

ｐｒα（ｓ） 的 ε⁃ 近似，如果 ｒ 为非负向量，而且对于任意

顶点 ｖ 都有 ｒ（ｖ） ≤ ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｖ） ．
受到文献［１１⁃１２］ 的启发，本文持续更新一个向

量对（ｐ，ｒ），使之满足满足如下条件：
ｐ（Ｉ － （１ － α）Ｗ） ＝ α（ｓ － ｒ） ．
在算法的开始阶段 ｐ ＝ ０，ｒ ＝ ｓ，向量 ｐ 和 ｒ 通过

如下 Ｐｕｓｈ 过程更新：

Ｌｅｔ　 ｐ′ ＝ ｐ ａｎｄ ｒ′ ＝ ｒ ｅｘｃｅｐｔ ｆｏｒ ｔｈｅｓｅ ｃｈａｎｇｅｓ：
１． ｐ′（ｕ） ＝ ｐ（ｕ） ＋ α·β·ｒ（ｕ），
２． ｒ′（ｕ）＝ ｒ（ｕ） － β·ｒ（ｕ） ＋ （１ － α）ｗｕ，ｕ·β·ｒ（ｕ），
３． ｒ′（ｖ） ＝ ｒ（ｖ） ＋ （１ － α）ｗｕ，ｖ·β·ｒ（ｕ） ｆｏｒ ｅａｃｈ ｖ
ｓｕｃｈ ｔｈａｔ （ｕ，ｖ） ∈ Ｅ

此处，如果状态转移矩阵被定义为 Ｗ ＝ Ｄ －１Ａ ≜

（ｗ ｉｊ） ｎ×ｎ，则 Ｐｕｓｈ过程中的 ｗｕ，ｕ 可简化为 ０；β 为预设

的介于 ０ 和 １ 之间的常数， 若无特别说明， 本文

记 β ＝１ ／ ２．
容易看出，向量对（ｐ，ｒ） 的定义式方程等价于

下式：

ｒ ＝ ｓ － ｐ １
α
Ｉ － １ － α

α
Ｗæ

è
ç
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÷ ，

从基础矩阵乘法可得如下引理：
引理 １　 设 ｐ′和 ｒ′为向量 ｐ，ｒ经过 Ｐｕｓｈ过程之

后所得向量，则
ｐ ＝ ｐｒα（ｓ － ｒ）⇒ｐ′ ＝ ｐｒα（ｓ － ｒ′） ．
在执行 Ｐｕｓｈ 的过程中，向量 ｒ 的向量和持续减

少，而 ｐ 的向量和持续增加，增加量和减少量相同，
因此可认为向量 ｒ 中的某些概率转移到了向量 ｐ 中．
对所有满足 ｒ（ｕ） ≥ ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ） 的顶点执行

Ｐｕｓｈ 操作，则得到如下计算 ε⁃ 近似 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量

的算法：

ＡｐｘＰＲ（ｓ，α，ε）：
１． Ｌｅｔ　 ｐ＝ ０ ａｎｄ ｒ＝ ｓ
２． Ｗｈｉｌｅ ｒ（ｕ）＞ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ） ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｖｅｒｔｅｘ ｕ
（ａ） Ｐｉｃｋ ａｎｙ ｖｅｒｔｅｘ ｕ ｗｈｅｒｅ ｒ（ｕ）＞ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ），
（ｂ） Ａｐｐｌｙ Ｐｕｓｈ（ｕ），
３． Ｒｅｔｕｒｎ ｐ ａｎｄ ｒ．

定理 １　 若 ‖ｓ‖１ ≤１ 而且 ε ∈（０，１］，则算法

ＡｐｘＰＲ（ｓ，α，ε） 返回 ｐｒα（ｓ） 的 ε⁃ 近似 ＰａｇｅＲａｎｋ 向

量 ｐ，并且时间复杂度上界为 Ｏ １
εα
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证明 　 因为 Ｐｕｓｈ 操作不改变向量对（ｐ，ｒ） 满

足 ｐ ＝ ｐｒα（ｓ － ｒ） 的性质，而算法的停止条件又使得

每一个顶点 ｕ均有 ｒ（ｕ） ≤ ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ） 成立，所
以算法 ＡｐｘＰＲ（ｓ，α，ε） 返回的向量 ｐ 是 ＰａｇｅＲａｎｋ
向量 ｐｒα（ｓ） 的 ε⁃ 近似．

设算法 ＡＰＸＰＲ执行 Ｐｕｓｈ 操作的次数为 Ｔ．当进

行第 ｉ次 Ｐｕｓｈ操作时，顶点 ｕ对应的 ｒ向量的分量至

少为 ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ），而‖ｒ‖１ 的减少量最少为 ε·
ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ）·α ／ ２（此时 β ＝ １ ／ ２） ．又因为‖ｓ‖１ ≤
１，所以

∑
Ｔ

ｉ ＝ １
ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕｉ） ≤ ２

εα
，

证毕．
注意到， 本文采用的误差测度为 ｒ（ｕ） ≤ ε·

ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ），而通常衡量 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算的误差标

准为 ‖ｒ‖１ ≤ ε，因此将上式的 ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ） 放大
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为图的最大出度 Δ， 则 ＡＰＸＰＲ 算法的执行时间

为 Ｏ １
εα
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÷ ．

与经典的幂迭代法 ｐ（ｋ） ＝ αｓ ＋ （１ － α）ｐ（ｋ－１）Ｗ比

较，幂迭代法的时间复杂度为Ｏ ( ｍｌｏｇ ε
ｌｏｇ（１ － ε） )，远比

ＡＰＸＰＲ 算法的时间复杂度 Ｏ Δ
εα

æ

è
ç
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ø
÷ 要高．

３　 动态带权网络情形

现实网络的拓扑结构通常是不断变化的，例如

在社交网络中，会有新人的加入、朋友之间的联系加

强等情况．如果每一次网络的更新都重新计算 Ｐａｇ⁃
ｅＲａｎｋ，那么所耗成本是很高的，因此，需要以已有的

ＰａｇｅＲａｎｋ 为基础，设计快的更新算法．本节仅考虑有

向网络中边权重发生改变的情况．在现实网络中，可
能在同一时间有大量更新在进行，为便于比较，本文

假设边权重的改变依次进行，即每一次只改变一条

边的权重．

３􀆰 １　 局部近似算法

令 Ａ ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ 为有向带权图的权矩阵，顶点数

为 ｎ，边数为 ｍ，记 Ｄｉ ＝∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ，Ｄ ＝ ｄｉａｇ（Ｄ１，…，Ｄｎ） ．

此时，状态转移矩阵Ｗ ＝Ｄ －１Ａ≜（ｗ ｉｊ） ｎ×ｎ ．为简便计，
假设边（ｖｉ，ｖｊ） 的权重改变量为 Δ ｉｊ ＝ ｔＤｉ，记更新后的

状态转移矩阵为 􀮃Ｗ ＝ （􀭹ｗ ｉｊ） ｎ×ｎ ．

􀭹ｗ ｉｊ ＝
􀭹ａｉｊ

∑
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＝
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１
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（ｗ ｉｊ ＋ ｔ） － ｗ ｉｊ ＝

ｔ
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（１ － ｗ ｉｊ），
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ｔ
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设 ｐ为算法 ＡｐｘＰＲ返回的 ε⁃近似 ＰａｇｅＲａｎｋ 向

量，本文将 ｐ 作为计算新 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量的初始向

量，使得更新后得到的 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量满足：

􀭹ｐ
１
α
Ｉ － １ － α

α
􀮃Ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｓ － 􀭴ｒ．

将 Ｗ 改变为 􀮃Ｗ 后，
􀭹ｐ ＝ ｐ，
􀭴ｒ（ ｉ） ＝ ｒ（ ｉ），

􀭴ｒ（ ｊ） ＝ ｒ（ ｊ） ＋ １ － α
α

（ｗ ｉｊ － ｗ ｉｊ） ＝

　 　 ｒ（ ｊ） ＋ １ － α
α

ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ ｉ）（１ － ｗ ｉｊ），

􀭴ｒ（ｋ） ＝ ｒ（ｋ） ＋ １ － α
α

（ｗ ｉｋ － ｗ ｉｋ） ＝

　 　 ｒ（ｋ） － １ － α
α

ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ ｉ）ｗ ｉｋ（ｋ ≠ ｊ） ．
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如果 ｔ ＞ ０，那么 ｒ（ ｊ） 会增加
１ － α
α

ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ ｉ）·

（１ －ｗ ｉｊ），而 ｒ（ｋ） 会减少
１ － α
α

ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ ｉ）ｗ ｉｋ ．因此，有

必要检查 􀭹ｐ 是否仍为 ε⁃ 近似 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量．
１） 如果 ｒ≥０，而且任意顶点 ｖ都满足 ｒ（ｖ） ≤ε·

ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｖ），则 􀭴ｐ仍为 ε⁃近似 ＰａｇｅＲａｎｋ向量，此时

无需进一步计算．
２） 如果 ｒ ≥ ０，但是某些顶点 ｖ 使得 ｒ（ｖ） ＞ ε·

ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｖ），则最多会有概率
１ － α
α

ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ ｉ）ｗ ｉｋ 传

递到 􀭹ｐ，假设更新算法执行 Ｐｕｓｈ 操作的次数为 Ｔ，类
似于前述定理的分析，有

ε α
２ ∑

Ｔ

ｋ ＝ １
ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕｋ） ≤ １ － α

α
ｔ

１ ＋ ｔ
ｐ（ ｉ）（１ － ｗ ｉｊ），

∑
Ｔ

ｋ ＝ １
ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕｋ）≤ ２

εα２

（１ － α）ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ｉ）（１ － ｗｉｊ）≤ ２
εα２．

为了将误差界降为 ‖􀭴ｒ‖１ ≤ ε，新增加的时间

不超过 Ｏ
Δ

εα２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 Δ 为图的最大出度．

３） 如果某些顶点 ｖ使得 ｒ（ｖ） ＜ ０，则􀭹ｐ不适合作

为更新的初始向量，我们须直接以 ＡｐｘＰＲ 算法计算

此时网络的 ε⁃ 近似 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量，时间复杂度为

Ｏ Δ
εα

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ＵＡｐｘＰＲ（ｓ，α，ε）：

１． Ｌｅｔ 􀭹ｐ ＝ ｐ ａｎｄ 􀭴ｒ ＝ ｓ － 􀭹ｐ
１
α
Ｉ － １ － α

α
􀮃Ｗæ

è
ç

ö

ø
÷

２． Ｉｆ ｒ（ｕ） ＜ ０ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｖｅｒｔｅｘ ｕ：
（ａ） Ｒｕｎ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ＡｐｘＰＲ （ｓ，α，ε）
（ｂ） Ｒｅｔｕｒｎ 􀭹ｐ ａｎｄ 􀭴ｒ．

８１１
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ＰＥＮＧ Ｍａｏ，ｅｔ ａｌ．Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ ｐｅｒｓｏｎａｌｉｚｅｄ ＰａｇｅＲａｎｋ ｉｎ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ．



３． ｒ（ｕ） ＞ ε·ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ）ｕ ｆｏｒ ｓｏｍｅ ｖｅｒｔｅｘ ｕ，
（ａ） Ｐｉｃｋ ａｎｙ ｖｅｒｔｅｘ ｕ ｗｈｅｒｅ ｒ（ｕ） ＞ ε·

ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｕ），
（ｂ） Ａｐｐｌｙ Ｐｕｓｈ （ｕ），
４． Ｒｅｔｒｎ 􀭹ｐ ａｎｄ 􀭴ｒ．

定理 ２ 　 更 新 网 络 的 一 条 边 带 来 的 额 外

ＰａｇｅＲａｎｋ 计算时间为 Ｏ
Δ

εα２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因为 Ｏ Δ
εα

æ

è
ç

ö

ø
÷ 明显小于 Ｏ

Δ
εα２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，所以定理显然

成立，而如果需要更新 ｍ 条边， 所需的时间则为

Ｏ
ｍΔ
εα２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． 另 外， 注 意 到 在 实 际 网 络 中

１ － α
α

·

ｔ
１ ＋ ｔ

ｐ（ ｉ）（１ － ｗ ｉｊ） 远小于 １，所以定理的时间估计仅

为了考虑理论的紧性，实际网络的计算所需时间会

小得多．

３􀆰 ２　 蒙特卡罗方法

蒙特卡罗方法也称统计模拟方法，是以概率统

计理论为指导的一类实用算法，而 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量的

定义方程式：
ｐｒα（ｓ） ＝ αｓ ＋ （１ － α）ｐｒα（ｓ）Ｗ

具备随机游走的数学特征，因此本文采用蒙特卡罗

策略［１３⁃１４］ 来 计 算 ＰａｇｅＲａｎｋ 向 量． 本 节 先 考 虑

ｓ ＝（１ ／ ｎ，１ ／ ｎ，…，１ ／ ｎ） 的情形，也即普通 ＰａｇｅＲａｎｋ
的计算．

对于普通的 ＰａｇｅＲａｎｋ 向量计算，本文在网络的

每个顶点进行 Ｒ 次如下的随机游走：每一步它都以

概率 α 结束游走，而以概率 １ － α 走到某个邻点，邻
点的选择概率正比于对应的邻边的权重．不难看出，
此时马尔科夫链的链长的期望值为 １ ／ α．

对每一个顶点 ｖ，令Ｘｖ 为所有顶点的Ｒ次随机游

走中顶点 ｖ 的出现次数，则顶点 ｖ 的 ＰａｇｅＲａｎｋ 值可

近似为

􀭾πｖ ＝
Ｘｖ

ｎＲ ／ α
．

当网络结构发生改变时，考虑更新马尔科夫链

来更新各点的 ＰａｇｅＲａｎｋ 值．为此，本文假设网络的

更新模式为各条边以在线（Ｏｎ⁃ｌｉｎｅ） 的方式添加到

图中．
定理 ３　 假设在时间 ｔ时刻（１≤ ｔ≤ｍ），边（ｕｔ，

ｖｔ） 被加入到图中，边（ｕｔ，ｖｔ） 的权重为 ｗ ｔ ．记Ｍｔ 为需

要更新的马尔科夫链的条数，则

Ｅ［Ｍｔ］ ≤ ｎＲ
α

ｗ ｔ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ
．

证明 　 一条链需要更新仅当此链经过 ｕｔ 并且

以 ｖｔ 为后继点．因为链长的期望值为 １ ／ α，所以每条

链中出现 ｕｔ 的次数的期望值为 π ｕｔ ／ α．在 ｕｔ 处选择 ｖｔ
为后继的概率为 ｗ ｔ ／ ａ（ｕｔ），其中 ａ（ｕｔ） 为顶点 ｕｔ 处

的边权重之和．那么

Ｅ［Ｍｔ］≤∑
ｕ

ｎＲ
α
πｕＰｒ［ｕｔ＝ ｕ］∑

ｖ

ｗｔ

ａ（ｕ）
Ｐｒ［ｖｔ＝ ｖ ｜ ｕｔ＝ ｕ］ ＝

ｎＲｗ ｔ

α ∑
ｕ

π ｕ

ａ（ｕ）
Ｐｒ［ｕｔ ＝ ｕ］ ＝

ｎＲｗ ｔ

α
Ｅ

π ｕｔ

ａ（ｕｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Ｅ
π ｕｔ

ａ（ｕｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
的取值与网络的增长模型有关．此处，假

设各边完全以随机方式加入，则此时有 Ｐｒ［ｕｔ ＝ｕ］ ＝
ａ（ｕ）

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ
，则

Ｅ［Ｍｔ］≤
ｎＲｗｔ

α
Ｅ

πｕｔ

ａ（ｕｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｎＲｗｔ

α ∑
ｕ

πｕ

ａ（ｕ）
Ｐｒ［ｕｔ ＝ ｕ］ ＝

ｎＲｗ ｔ

α ∑
ｕ

π ｕ

ａ（ｕ）
ａ（ｕ）

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ

＝

ｎＲ
α

ｗ ｔ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ
∑

ｕ
π ｕ ＝ ｎＲ

α
ｗ ｔ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ
．

为了对整体的所用时间给出上界，本文给出如

下引理：
引理 ２　 设 ０ ＜ ａ１ ≤ ａ２ ≤ … ≤ ａｍ，ｗ１，ｗ２，…，

ｗｍ 为 ａ１，ａ２，…，ａｍ 的排列，则

ｆ（ｗ１，…，ｗｍ） ＝
ｗ１

ｗ１

＋
ｗ２

ｗ１ ＋ ｗ２

＋ … ＋
ｗｍ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗｍ

取得最大值仅当 ｗ ｉ ＝ ａｉ 对任意 ｉ 成立．
证明 　 对 ａ１，ａ２，…，ａｍ 的任一排列 ｗ１，ｗ２，

…，ｗｍ，
１） 若 ｗ ｉ ＞ ｗ ｉ ＋１，因为

ｗ ｉ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｉ －１ ＋ ｗ ｉ

＋
ｗ ｉ ＋１

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｉ －１ ＋ ｗ ｉ ＋ ｗ ｉ ＋１
＜

ｗｉ＋１

ｗ１ ＋ … ＋ ｗｉ－１ ＋ ｗｉ＋１

＋
ｗｉ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗｉ－１ ＋ ｗｉ＋１ ＋ ｗｉ
，

所 以 ｆ（ｗ１，…，ｗ ｉ －１，ｗ ｉ，ｗ ｉ ＋１，…，ｗｍ） ＜ ｆ（ｗ１，…，
ｗ ｉ －１，ｗ ｉ ＋１，ｗ ｉ，…，ｗｍ） ．

２） 若 ｗ ｉ ＞ ｗ ｊ，重复执行相邻位的互换，可得：
ｆ（ｗ１，…，ｗｉ，…，ｗｊ，…，ｗｍ） ＜ｆ（ｗ１，…，ｗｊ，…，ｗｉ，…，ｗｍ）．

所以，引理得证．
ｆ 的最大值与 ａ１，ａ２，…，ａｍ 的取值有关，ｆ显然有

上界ｍ．但在更多的实际网络中，ｆ的最大值是可以改

９１１
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进的．例如，在一般的无权图中，ａ１ ＝ ａ２ ＝… ＝ ａｍ ＝ １，

因为∑
ｍ

ｔ ＝ １
１ ／ ｔ ≈ ｌｏｇ（ｍ），所以 ｆ 的上界为 ｌｏｇ（ｍ） ．

定理 ４　 对于一个有 ｎ 个顶点、ｍ 条边的图，保

持 ｍ条边持续更新所花时间为 Ｏ
ｎＲｆ
α２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 Ｒ为每

个顶点的马尔科夫链的条数，ｆ 为介于 １ 与 ｍ 之间的

与网络模型有关的常数．
证明

Ｅ［Ｍｔ］ ≤ ｎＲ
α
Ｅ

π ｕｔａ（ｕｔ，ｖｔ）
ａ（ｕｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｎＲ

α
ｗ ｔ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ
．

对于每一个需要更新的链，可以在跳转点 ｕｔ 处

重做游走，或者直接在链的初始位置重做游走．平均

地，每一条链需要跳转 １ ／ α 次（等于链的平均长度），
从上述引理可得：

ｎＲ
α２∑

ｍ

ｔ ＝ １

ｗ ｔ

ｗ１ ＋ … ＋ ｗ ｔ
≤ ｎＲｆ

α２ ，

证毕．
以上为 ｓ ＝ （１ ／ ｎ，１ ／ ｎ，…，１ ／ ｎ） 时，也即计算普

通 ＰａｇｅＲａｎｋ 的结果．如果是计算个性化 ＰａｇｅＲａｎｋ，
不妨记 ｐｒα（ｖ） 为初始向量 ｓ 对应为图中的顶点 ｖ 的

情况，即在向量 ｓ 中，对应顶点 ｖ 的位置取值为 １，其
余处取值为 ０．设 ｓ ＝ （ ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ），则

ｐｒα（ｓ）（Ｉ － （１ － α）Ｗ） ＝ αｓ，

不难看出

ｐｒα（ｓ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉｐｒα（ｖｉ），

因此可以先计算出各点的 ｐｒα（ｖ），进而得到需要的

ｐｒα（ｓ） 向量．为此，可以在顶点 ｖ 处做若干次随机游

走，然后统计各顶点出现的频率即可，分析与普通

ＰａｇｅＲａｎｋ 类似，具体可参考文献［１４⁃１５］ ．

４　 数值实验

本节将对幂迭代法、Ｐｕｓｈ 算法和蒙特卡罗算法

在不同网络中进行性能测试．
在试验中，网络以如下方式生成：假设网络为无

向网络；顶点按在线方式依次抵达；当新顶点到达之

后，新顶点以固定概率与所有已知点连边；新顶点必

须与至少一个已知点连边以满足网络连通性；边权

重在区间（０，１）之间均匀随机选取．
因为幂迭代法的误差界设定为‖ｐ（ｋ） － ｐ（ｋ－１）‖≤

ε， 而 Ｐｕｓｈ 算 法 的 误 差 设 定 为 ｒ（ｖ） ≤ ε ·
ｏｕｔｄｅｇｒｅｅ（ｖ），为测试公平，本文将 Ｐｕｓｈ 算法的误差

标准设定为 ‖ｒ‖１ ≤ ε．
在所有的比较中，跳出概率 α ＝ ０􀆰 １５，误差限

ε ＝１ × １０ －６， Ｐｕｓｈ 算法的参数 β 设为 １．实验在不同

大小（Ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ）的图和不同稠密度（Ｄｅｎｓｉｔｙ）的图

中进行，同样的大小和稠密度参数下，随机生成 １０
个图测试算法的平均执行时间．程序以 Ｃ 语言编程，
并运行在内存 ２ ＧＢ、ＣＰＵ 主频 ２􀆰 １３ ＧＨｚ 的计算机

上，操作系统 Ｗｉｎ７（６４）．
关于静态图中的 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算，图 １ 显示了稠

密度为 ０􀆰 １ 时不同算法的计算时间，图 ２ 显示了顶

点数为 ５ ０００ 时不同稠密度网络的 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算时

间．结果显示，在低稠密度时，Ｐｕｓｈ 算法和蒙特卡罗

算法有类似的计算效率，而且都比幂迭代法速度更

快．从图 ２ 观察可知，幂迭代法和蒙特卡罗方法对图

的抽密度不敏感，而 Ｐｕｓｈ 算法在中抽密度（０􀆰 ６）时

图 １　 稠密度为 ０􀆰 １ 时不同算法的计算时间

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ ｃｏｎｓｕｍｅｄ
ｂｙ ｔｈｒｅｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｗｈｅｎ ＰａｇｅＲａｎｋ：
ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｑｕａｌｓ ０􀆰 １ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｃ ｗｅｂ

图 ２　 顶点数量为 ５ ０００ 时不同算法的计算时间

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ
ｃｏｎｓｕｍｅｄ ｂｙ ｔｈｒｅｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｗｈｅｎ ＰａｇｅＲａｎｋ：

ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ ｅｑｕａｌｓ ５ ０００ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｃ ｗｅｂ

０２１
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速度较慢，但即便如此，蒙特卡罗方法和 Ｐｕｓｈ 算法

的计算效率也都优于幂迭代法．
关于动态图中的 ＰａｇｅＲａｎｋ 计算，试验也在不同

大小和不同稠密度的图中进行，在试验中，将图中的

某一 条 边 做 加 权 处 理． 因 为 幂 迭 代 法 在 更 新

ＰａｇｅＲａｎｋ 时通常只是简单地重新计算一次，其执行

时间已在图 １ 和图 ２ 中得到体现，因此只比较蒙特

卡罗方法和 Ｐｕｓｈ 算法．图 ３ 和图 ４ 的结果显示，在图

的更新量较少时，Ｐｕｓｈ 算法要优于蒙特卡罗方法．

图 ３　 稠密度为 ０􀆰 １ 时不同更新算法的计算时间

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ
ｃｏｎｓｕｍｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｗｈｅｎ ＰａｇｅＲａｎｋ：

ｄｅｎｓｉｔｙ ｅｑｕａｌｓ ０􀆰 １ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｗｅｂ

图 ４　 顶点数量为 ５ ０００ 时不同更新算法的计算时间

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅ
ｃｏｎｓｕｍｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ ｗｈｅｎ ＰａｇｅＲａｎｋ：

ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ ｅｑｕａｌｓ ５ ０００ ｆｏｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｗｅｂ

５　 结论

ＰａｇｅＲａｎｋ 向量在复杂网络研究中占有重要地

位，在过去的 １０ 余年中，关于无权图中的 ＰａｇｅＲａｎｋ
计算其研究结果已很多，但是在带权图中的研究结

果却远为丰富，而事实上，带权网络反而是更易见

到的网络类型．本文讨论带权网络中的 ＰａｇｅＲａｎｋ
计算问题，对于静态网络和动态网络，在矩阵变换

和蒙 特 卡 罗 方 法 的 基 础 上， 提 出 了 个 性 化

ＰａｇｅＲａｎｋ 计算的近似方法．数值试验显示，本文算

法都优于传统的幂迭代算法．
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