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Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟（６）：其他随机微分方程模型

摘要
主要研究金融领域中的多种数学模

型，重点是利用 Ｒ 软件进行数值模拟．继
续讨论更多的随机微分方程 （ ＳＤＥ） 模
型，包括均值回归过程、均值回归的 Ｏｒｎ⁃
ｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ（ＯＵ）过程、平方根过程、
ＣＩＲ 模型以及 Θ 过程．进一步，将对当前
ＳＤＥ 数值解的研究给出更深入的建议．
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０　 引言

　 　 文献［１］讨论了 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型［２⁃４］、Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 偏微分方

程（ＰＤＥ）以及欧式期权定价公式． Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型是由线性 ＳＤＥ
（随机微分方程）描述的，ＳＤＥ 的线性性使我们能够获得潜在资产价

格的显式表达式，从而给出欧式期权定价公式．然而，Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模

型仅适用于描述某一阶段的资产价格．为了对利率、汇率、金融指数、
波动率等金融量建模，更多的 ＳＤＥ 被建立和发展．本文致力于研究这

些 ＳＤＥ 模型，包括均值回归过程［５］、均值回归 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ
（ＯＵ）过程［６］、平方根过程［７］、ＣＩＲ 模型［８］以及 Θ 过程［７，９］ ．

１　 均值回归过程

均值回归是一个数学概念，它有的时候被用于股票投资［１０⁃１２］，有
的时候也被用于其他领域，如种群系统［９，１３］ ．一般地，该定义的本质在

于假设股票的高价位和低价位都是临时的，股票价格总是要趋近于

时间的平均值．在股票价格分析中使用回归分析主要包含两个方面：
辨别股票交易的价格范围和利用分析技巧（如考虑利润因素等）计算

平均股票价格．
考虑均值回归模型，形式为线性 ＳＤＥ：
ｄＳ（ ｔ） ＝ λ（μ － Ｓ（ ｔ））ｄｔ ＋ σＳ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ） （１）

满足初值条件 Ｓ（０） ＝ Ｓ０ ＞ ０．特别地，它也常用于利率和汇率动力学

行为的建模．从该模型中可以看出，当Ｓ（ ｔ） 高于“平均值”μ（ ＞ ０） 时，
漂移项 λ（μ － Ｓ（ ｔ）） 是负的，导致 ｄＳ（ ｔ） 更多的可能成为负值，Ｓ（ ｔ）
递减．另一方面，当 Ｓ（ ｔ） 低于值 μ 时，λ（μ － Ｓ（ ｔ）） 是正的，导致 ｄＳ（ ｔ）
更多可能为正值，Ｓ（ ｔ） 递增．因此，预测 Ｓ（ ｔ） 将最终趋于 μ．事实上，可
以看到当 ｔ → ∞ 时，ＥＳ（ ｔ） → μ．由于该 ＳＤＥ 具有显式解

Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ０ｅｘｐ［ － （λ ＋ σ ２ ／ ２） ｔ ＋ σＢ（ ｔ）］ ＋

　 　 λμ ∫ｔ
０
ｅｘｐ［ － （λ ＋ σ ２ ／ ２）（ ｔ － ｓ） ＋ σ（Ｂ（ ｔ） － Ｂ（ ｓ））］ｄｓ，

因此通过解的显式表达式可知只要 Ｓ０＞０，Ｓ（ ｔ）就保持正性．注意到对

０≤ｓ≤ｔ＜∞ ，

Ｅ ｅｘｐ －σ
２

２
（ ｔ－ｓ）＋σ（Ｂ（ ｔ）－Ｂ（ ｓ））é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １．　 　 　 　



计算期望

ＥＳ（ ｔ） ＝ Ｓ０ｅ
－λｔ ＋ λμ ∫ｔ

０
ｅ －λ（ ｔ －ｓ）ｄｓ ＝ （２）

　 　 Ｓ０ｅ
－λｔ＋μ［１－ｅ－λｔ］ ＝μ＋（Ｓ０－μ）ｅ

－λｔ ． （３）
这意味着

ｌｉｍ
ｔ→∞

ＥＳ（ ｔ）＝ μ．

另一种获得期望的有效方式是对方程（１）两边

取期望，有
ｄｍ１（ ｔ）＝ λ（μ－ｍ１（ ｔ））ｄｔ，

其中 ｍ１（ ｔ）＝ ＥＳ（ ｔ），即
ｄｍ１（ ｔ）

ｄｔ
＝λ（μ－ｍ１（ ｔ）） ．

众所周知，该微分方程解具有显式表达式

ｍ１（ ｔ） ＝ ｅ －λｔ (ｍ１（０） ＋ λμ ∫ｔ
０
ｅλｓｄｓ ) ＝

　 　 ｅ －λｔｍ１（０） ＋ μ（１ － ｅ －λｔ），
和（２）相同．为了得到二阶矩 ｍ２（ ｔ）＝ Ｅ（Ｓ２（ ｔ）），利
用 Ｉｔô 公式，有

ｄ（Ｓ２（ｔ））＝ ２Ｓ（ｔ）［λ（μ－Ｓ（ｔ））ｄｔ＋σＳ（ｔ）ｄＢ（ｔ）］＋
　 　 （σＳ（ ｔ）） ２ｄｔ，

两端取期望得

ｄｍ２（ ｔ）
ｄｔ

＝ ２λμ ｍ１（ ｔ）－（２λ－σ２）ｍ２（ ｔ） ． （４）

对 λ＞σ２ 的情形，微分方程（４）有显示解

ｍ２（ｔ）＝ ｅ－（２λ－σ２）ｔ (ｍ２（０） ＋ ２λμ ∫ｔ
０
ｅ（２λ－σ２）ｓｍ１（ｓ）ｄｓ ) ． （５）

利用等式（３），有

∫ｔ
０
ｅ（２λ－σ２） ｓ［μ ＋ （Ｓ０ － μ）ｅ －λｓ］ｄｓ ＝

　 　 μ
２λ － σ２［ｅ

（２λ－σ２）ｔ － １］ ＋
Ｓ０ － μ
λ － σ２［ｅ

（λ－σ２）ｔ － １］．

因此

ｍ２（ ｔ）＝ ｅ－（２λ－σ２） ｔ (Ｓ０
２＋ ２λμ２

２λ－σ２［ｅ
（２λ－σ２） ｔ－１］ ＋

　 　
２λμ（Ｓ０－μ）

λ－σ２ ［ｅ（λ－σ２） ｔ－１］ ) ． （６）

上式意味着

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｍ２（ ｔ）＝
２λμ２

２λ－σ２ ．

因此

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｖａｒ（Ｓ（ ｔ））＝ ２λμ２

２λ－σ２－μ
２ ＝ μ２σ２

２λ－σ２ ．

对于 λ≤σ２的情形留给读者自行考虑．
本文设计软件 Ｒ 中程序（定义为函数）模拟解

的样本路径：
＞ ｍｒｐ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ，ｆｏｒ ｄＳ（ ｔ） ＝ ａ（ ｂ－Ｓ） ｄｔ＋ｃＳｄＢ

（ｔ），０≤ｔ≤Ｄｔ∗Ｍ
＋ｔ ＜－１：Ｍ
＋ｔ ＜－Ｄｔ∗ｔ
＋Ｓ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋Ｓ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）｛
＋Ｓ［ｉ］ ＝Ｓ［ｉ－１］＋ａ∗（ｂ－Ｓ［ｉ－１］）∗Ｄｔ＋ｃ∗Ｓ［ ｉ－１］∗ｓｑｒｔ

（Ｄｔ）∗ｒｎｏｒｍ（１）｝
＋ｐｌｏｔ（ｔ，Ｓ，ｐｃｈ＝＂ ．＂ ，ｔｙｐｅ ＝ ＂ ｌ＂ ，ｃｏｌ ＝ ＂ ｂｌａｃｋ＂ ，ｘｌａｂ ＝ ＂ ｔ＂ ，

ｙｌａｂ＝ ＂ Ｓ（ｔ）＂ ）｝

Ｒ 中函数的设计基于文献 ［ １４］ 中讨论过的

Ｅｕｌｅｒ⁃Ｍａｒｕｙａｍａ（ ＥＭ） 方法 （也可参见文献 ［ ９，１３，
１５］）．均值回归过程（１）满足线性 ＳＤＥ，显然满足全

局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，因此有限时间强收敛定理保证了

步长充分小时，ＥＭ 方法得到的数值解能够很好地逼

近真实解．例如，对给定的均值回归过程

ｄＳ（ ｔ） ＝ ３（１ － Ｓ（ ｔ））ｄｔ ＋ ２Ｓ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），　 ０≤ ｔ≤２０，
满足初值条件 Ｓ０ ＝ ４，可以选择步长Ｄｔ ＝ ０ ００１，在Ｒ
中，两次执行命令

＞ ｍｒｐ（４，０ ００１，２００００，３，１，２）

就可以获得图 １ 中给出的解的两条样本路径．由图 １
可以清晰地看出显式解围绕着均值 １ 波动．

图 １　 均值回归过程的两条样本路径

Ｆｉｇ １　 Ｔｗｏ ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｒｅｖｅｒｔｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ

假设潜在资产价格遵循 ０ 时刻价格为 Ｓ０ 的均值

回归过程（１），考虑在到期日 Ｔ执行价格为 Ｅ 的欧式

看涨期权，看涨期权在到期日 Ｔ 的平均收益用 ＭＰｃａｌｌ
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表示，则
ＭＰｃａｌｌ ＝ Ｅ（ｍａｘ（Ｓ（Ｔ） － Ｅ，０）） ．
尽管可以求出 Ｓ（Ｔ）的显式表达式，但仍得不到

平均收益的显式公式，这与在文献 ［ １］ 中研究的

Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅ 模型完全不同．此时，Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟

将起到重要作用．事实上，设计 Ｒ 中获得看涨期权平

均收益近似值的函数：
＞ ＭＰｃａｌｌ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ，Ｎ，Ｅ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ，Ｎ，Ｅ ｆｏｒ ｄＳ＝ ａ（ｂ－Ｓ）ｄｔ＋ｃＳｄＢ，
＋＃＃ Ｔ＝Ｍ∗Ｄｔ，Ｎ＝ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ，Ｅ＝ｅｘｅｒｃｉｓｅ ｐｒｉｃｅ
＋ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ＸＴ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：Ｎ）｛
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］＋ａ∗（ｂ－ｘ［ｉ－１］）∗Ｄｔ＋ｃ∗

ｘ［ｉ－１］∗ｓｑｒｔ（Ｄｔ）∗ｒｎｏｒｍ（１）｝
＋ＸＴ［ｊ］ ＝ ｘ［Ｍ］｝
＋ｐａｙｏｆｆ ＜－ＸＴ－Ｅ
＋ｐａｙｏｆｆ［ｐａｙｏｆｆ＜０］ ＜－０
＋ｍｅａｎ（ｐａｙｏｆｆ）

此时，有限时间强收敛定理和大数定律保证了步长

充分小且样本足够多时，ＥＭ 方法得到的数值解具有

足够好的精度．
类似地，考虑在到期日 Ｔ 执行价格为 Ｅ 的欧式

看跌期权．看跌期权在到期日 Ｔ 的平均收益用 ＭＰｐｕｔ

表示，则
ＭＰｐｕｔ ＝ Ｅ（ｍａｘ（Ｅ － Ｓ（Ｔ），０）） ．
设计 Ｒ 中获得看跌期权平均收益近似值的

函数：
＞ ＭＰｐｕｔ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ，Ｎ，Ｅ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ，Ｎ，Ｅ ｆｏｒ ｄＳ＝ ａ（ｂ－Ｓ）ｄｔ＋ｃＳｄＢ，
＋＃＃ Ｔ＝Ｍ∗Ｄｔ，Ｎ＝ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ，Ｅ＝ｅｘｅｒｃｉｓｅ ｐｒｉｃｅ
＋ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ＸＴ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：Ｎ）｛
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］＋ａ∗（ｂ－ｘ［ｉ－１］）∗Ｄｔ＋ｃ∗

ｘ［ｉ－１］∗ｓｑｒｔ（Ｄｔ）∗ｒｎｏｒｍ（１）｝
＋ＸＴ［ｊ］ ＝ ｘ［Ｍ］｝
＋ｐａｙｏｆｆ ＜－Ｅ－ＸＴ
＋ｐａｙｏｆｆ［ｐａｙｏｆｆ＜０］ ＜－０
＋ｍｅａｎ（ｐａｙｏｆｆ）

实例 １　 考虑均值回归过程

ｄＳ（ ｔ） ＝ ０ ０５（１０ － Ｓ（ ｔ））ｄｔ ＋ ０ ０３Ｓ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），
　 　 Ｓ（０） ＝ １０．

在 ０时刻签订到期时间 Ｔ ＝ １，执行价格 Ｅ ＝ ９ ９的欧

式看涨期权和看跌期权．选定步长Ｄｔ ＝ ０ ００１，模拟Ｎ
＝ １ ０００ 条均值回归过程的样本路径去获得看涨和

看跌期权平均收益的近似值．即在 Ｒ 中，输入命令
＞ ＭＰｃａｌｌ（１０，０ ００１，１０００，０ ０５，１０，０ ０３，１０００，９ ９）
＞ ＭＰｐｕｔ（１０，０ ００１，１０００，０ ０５，１０，０ ０３，１０００，９ ９）

就可以获得平均收益

ＭＰｃａｌｌ ＝ ０ １６７ ９５９ ６，ＭＰｐｕｔ ＝ ０ ０７０ ３８０ ６６．
不难证明

ＥＳ（Ｔ） ＋ ＭＰｐｕｔ － ＭＰｃａｌｌ ＝ Ｅ． （７）
利用式（３），有

μ ＋ （Ｓ０ － μ）ｅ －λＴ ＋ ＭＰｐｕｔ － ＭＰｃａｌｌ ＝ Ｅ． （８）
对实例 １，有

μ ＋ （Ｓ０ － μ）ｅ －λＴ ＋ ＭＰｐｕｔ － ＭＰｃａｌｌ ＝
　 　 １０ ＋ ０ ０７０ ３８０ ６６ － ０ １６７ ９５９ ６ ＝ ９ ９０２ ４２１，

它非常接近 Ｅ ＝ ９ ９．由此可以说明均值收益的近似

值精度足够高．

２　 均值回归的 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 过程

本节开始讨论均值回归的 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ
（ＯＵ）过程，它从形式上与前一节讨论的均值回归模

型非常接近，满足 ＳＤＥ
ｄＳ（ ｔ） ＝ λ（μ － Ｓ（ ｔ））ｄｔ ＋ σｄＢ（ ｔ） ．
均值回归的 ＯＵ 过程是一个随机过程．粗略地

讲，它描述了在摩擦力影响下大量布朗粒子的运动

速度．该过程是平稳的、高斯的、马尔科夫的，是唯一

满足这 ３ 条性质的非平凡过程，它还允许对空间和

时间变量做线性变换．随着时间的增长，这个过程的

均值将趋于漂移项中的“平均值”（均值回归）．
在这个模型中，扩散项并不依赖于 Ｓ（ ｔ），因此，

可以看到 Ｓ（ ｔ） 可以是负的．均值回归的ＯＵ过程经常

用于商品（如电力） 供需差异的建模．它满足的 ＳＤＥ
具有显式解

Ｓ（ ｔ） ＝ ｅ －λｔ (Ｓ０ ＋ λμ ∫ｔ
０
ｅλｓｄｓ ＋ σ ∫ｔ

０
ｅλｓｄＢ（ ｓ） ) ＝

　 　 μ ＋ ｅ －λｔ（Ｓ０ － μ） ＋ σｅ －λｔ ∫ｔ
０
ｅλｓｄＢ（ ｓ） ．

显然，Ｓ（ ｔ） 是正态分布，期望

ＥＳ（ ｔ） ＝ μ ＋ ｅ －λｔ（Ｓ０ － μ） → μ，　 当 ｔ → ∞ 时，
且方差

ｖａｒ（Ｓ（ ｔ）） ＝ σ２

２λ
（１ － ｅ －２λｔ） →

σ２

２λ
，　 当 ｔ→∞ 时．

因此，注意到对任意初值 Ｓ０，当 ｔ → ∞ 时，Ｓ（ ｔ） 的分

布总是趋于正态分布Ｎ（μ，σ２ ／ ２λ） ．也要注意到 Ｓ（ ｔ）
有可能是负的，但如果 μ ＞ １ ５ σ２ ／ λ，对充分大的 ｔ，

６０５
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Ｓ（ ｔ） 是负的概率是相当小的． 进一步， 如果 μ ＞
１ ５σ２ ／ λ，且 Ｓ０ ≥ μ，则对任意的 ｔ，Ｓ（ ｔ） 是负的概率

是相当小的．
设计 Ｒ 中程序模拟解的样本路径：
＞ ｍｒｏｕｐ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｃ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｆｏｒ ｄＳ（ｔ）＝ ａ（ｂ－Ｓ）ｄｔ＋ｃｄＢ（ ｔ），０

≤ｔ≤Ｄｔ∗Ｍ
＋ｔ ＜－１：Ｍ
＋ｔ ＜－Ｄｔ∗ｔ
＋Ｓ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋Ｓ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）｛
＋Ｓ［ｉ］ ＝Ｓ［ｉ－１］ ＋ａ∗（ｂ－Ｓ［ ｉ－１］）∗Ｄｔ＋ｃ∗ｓｑｒｔ（Ｄｔ）∗

ｒｎｏｒｍ（１）｝
＋ｐｌｏｔ（ｔ，Ｓ，ｐｃｈ＝＂ ．＂ ，ｔｙｐｅ ＝ ＂ ｌ＂ ，ｃｏｌ ＝ ＂ ｂｌａｃｋ＂ ，ｘｌａｂ ＝ ＂ ｔ＂ ，

ｙｌａｂ＝ ＂ Ｓ（ｔ）＂ ）｝

给定均值回归的 ＯＵ 过程

ｄＳ（ ｔ） ＝ ３（１ － Ｓ（ ｔ））ｄｔ ＋ ２ｄＢ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤２０
满足初值条件 Ｓ０ ＝ ４，选定步长 Ｄｔ ＝ ０ ００１， 在 Ｒ 中

两次输入命令
＞ ｍｒｏｕｐ（４，０ ００１，２００００，３，１，２）

就可以获得解的两条样本路径，如图 ２ 所示．图 ２ 清

晰地显视尽管解可以是负的但它围绕 １ 波动．

图 ２　 均值回归的 ＯＵ 过程的两条样本路径

Ｆｉｇ ２　 Ｔｗｏ ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｒｅｖｅｒｔｉｎｇ ＯＵ ｐｒｏｃｅｓｓ

３　 平方根过程

平方根过程与几何布朗运动模型非常接近［７，９］，
它满足

ｄＳ（ ｔ） ＝ λＳ（ ｔ）ｄｔ ＋ σ Ｓ（ ｔ） ｄＢ（ ｔ） ． （９）

它的均值呈指数增长，而它的标准差是关于 Ｓ（ ｔ）的
平方根的函数而不是 Ｓ（ ｔ）本身，这使得误差项的

“方差”正比于 Ｓ（ ｔ） ．因此，随着资产价格 Ｓ（ ｔ）的增

长（当然超过 １），如果资产价格的波动不是“太大”，
这种情况用平方根过程描述更加恰当．

对于这个 ＳＤＥ，读者当然想知道 Ｓ（ ｔ）是否为负

的．假设 Ｓ（ ｔ）是负的，则 Ｓ（ ｔ） 将成为复数，就会导

致对资产价格的建模失去意义．接下来我们将证明

这种假设不可能发生．等价地，我们证明当 Ｓ０ ≥０
时，ＳＤＥ

ｄＳ（ ｔ） ＝ λＳ（ ｔ）ｄｔ ＋ ｜ Ｓ（ ｔ） ｜ ｄＢ（ ｔ） （１０）
的解是非负的．

为了证明解的非负性，定义 ａ０ ＝ １，且对任意整

数 ｋ≥１，定义 ａｋ ＝ｅ－ｋ（ｋ＋１） ／ ２，则

∫ａｋ－１
ａｋ

ｄｕ
ｕ

＝ ｋ．

令 ψｋ（ｕ）是满足 ０≤ψｋ（ｕ）≤２ ／ ｋｕ 的连续函数，它的

支撑包含在区间 （ａｋ，ａｋ－１）内，且

∫ａｋ－１
ａｋ

ψ ｋ（ｕ）ｄｕ ＝ １．

这样的函数显然存在．对 ｘ≥０，定义 φｋ（ｘ）＝ ０，且当

ｘ＜０ 时，

φ ｋ（ｘ） ＝ ∫－ｘ

０
ｄｙ ∫ｙ

０
ψ ｋ（ｕ）ｄｕ．

因此 φｋ∈Ｃ２（Ｒ；Ｒ），并且当－∞ ＜ｘ＜－ａｋ 时，－ １≤
φ′ｋ（ｘ）≤０；否则，φ′ｋ（ｘ）＝ ０．当－ａｋ－１ ＜ｘ＜－ａｋ 时，０≤

φ″ｋ（ｘ）≤
２

ｋ ｜ ｘ ｜
；否则，φ″ｋ（ｘ）＝ ０．

进一步可知，对 ｘ∈Ｒ，有
ｘ－－ａｋ－１≤φｋ（ｘ）≤ｘ－，

其中

ｘ－ ＝
－ｘ， ｘ＜０，
０， ｘ≥０．{

对任意 ｔ≥０，利用 Ｉｔô 公式，得

φ ｋ（Ｓ（ ｔ）） ＝ φ ｋ（Ｓ０） ＋ ∫ｔ
０

é

ë
ê
êλＳ（ ｒ）φ′ｋ（Ｓ（ ｒ）） ＋

σ ２

２
｜ Ｓ（ ｒ） ｜ φ″ｋ（Ｓ（ ｒ））

ù

û
ú
úｄｒ ＋

σ ∫ｔ
０
φ′ｋ（Ｓ（ ｒ）） ｜ Ｓ（ ｒ） ｜ ｄＢ（ ｒ） ≤

∫ｔ
０
λＳ－ （ｒ）ｄｒ ＋ σ２ｔ

ｋ
＋ σ ∫ｔ

０
φ′ｋ（Ｓ（ｒ）） ｜ Ｓ（ｒ） ｜ ｄＢ（ｒ）．

因此

ＥＳ － （ ｔ） － ａｋ－１ ≤Ｅφ ｋ（Ｓ（ ｔ）） ≤λ ∫ｔ
０
ＥＳ － （ ｒ）ｄｒ ＋ σ ２ ｔ

ｋ
．

７０５
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从而

ＥＳ － （ ｔ） ≤ ａｋ－１ ＋ σ ２ ｔ
ｋ

＋ λ ∫ｔ
０
ＥＳ － （ ｒ）ｄｒ．

根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，对∀ｔ≥０，有

ＥＳ－（ ｔ）≤ ａｋ－１＋
σ２ ｔ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅλｔ ．

令 ｋ→∞，有 ＥＳ－（ ｔ）≤０．故对∀ｔ≥０，有 ＥＳ－（ ｔ）＝ ０．
因此，对∀ｔ≥０，Ｐ｛Ｓ（ ｔ）＜０｝ ＝ ０．

由 Ｓ（ ｔ）的连续性，可知对所有的 ｔ≥０，Ｓ（ ｔ）≥０
在几乎必然（ ａ． ｓ．）意义下成立．这样就证明了 ＳＤＥ
（１０）解的非负性，因此 ＳＤＥ（１０）可以改写为 ＳＤＥ
（９）的形式．

接下来，建立解 Ｓ（ ｔ）的均值和方差所满足的公

式．定义 ｍ１（ ｔ）＝ ＥＳ（ ｔ）和 ｍ２（ ｔ）＝ Ｅ（Ｓ２（ ｔ）） ．由方程

（９）直接可得

ｄｍ１（ ｔ）
ｄｔ

＝λｍ１（ ｔ） ．

故均值 ｍ１（ ｔ）＝ Ｓ０ ｅλｔ ．进一步，根据 Ｉｔô 公式，有
ｄ（Ｓ２（ｔ））＝ ［２λＳ２（ｔ）＋σ２Ｓ（ｔ）］ｄｔ＋２σ（Ｓ（ｔ））３ ／ ２ｄＢ（ｔ）．
上式两端同时取期望

ｄｍ２（ ｔ）
ｄｔ

＝ ２λｍ２（ ｔ）＋σ２ｍ１（ ｔ），

利用常数变异公式可得

ｍ２（ ｔ） ＝ ｅ２λｔ (ｍ２（０） ＋ σ ２ ∫ｔ
０
ｅ －２λｓｍ１（ ｓ）ｄｓ ) ＝

ｅ２λｔ (Ｓ２
０ ＋Ｓ０σ２∫ｔ

０
ｅ－λｓｄｓ ) ＝ ｅ２λｔ (Ｓ２

０ ＋
Ｓ０σ２

λ
（１－ｅ－λｔ） ) ．

因此，方差

Ｖ（Ｓ（ ｔ））＝ ｍ２（ ｔ）－（ｍ１（ ｔ）） ２ ＝
Ｓ０σ２

λ
（ｅ２λｔ－ｅλｔ） ．

对方程（９）而言，直接应用数值方法会遭到平方

根的负值的破坏．为了计算的安全性，自然地想到利

用等价形式（１０）替换 ＳＤＥ（９） ．给定步长 Δ＞ ０，对
ＳＤＥ（１０）应用 ＥＭ 方法．设定 ｓ０ ＝Ｓ（０），ｔｋ ＝ ｋΔ，通过

ｓｋ＋１ ＝ ｓｋ（１ ＋ λΔ） ＋ σ ｜ ｓｋ ｜ ΔＢｋ， （１１）
计算近似值 ｓｋ≈Ｓ（ ｔｋ），其中 ΔＢｋ ＝Ｂ（ ｔｋ＋１）－Ｂ（ ｔｋ） ．然
而，ＳＤＥ（１０）不是线性的，也不是全局 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的．
因此无法利用标准的收敛定理（如文献［１５］中的定

理 ９ ６ ２），推理出小步长近似路径是精确的结论．由
于平方根函数也不是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 的，因此也无法

利用文献［１６］中的结论．尽管 ＥＭ 方法很早就在实

践中用于获得平方根过程的近似解，但直到 ２００５
年，它的有限时间强收敛理论才被 Ｈｉｇｈａｍ 和 Ｍａｏ 证

明［１７］，他们的结论给使用 ＥＭ 数值方法模拟的研究

者和实践者提供了理论支持．
根据 Ｈｉｇｈａｍ 和 Ｍａｏ［１７］ 的理论，可以编译 Ｒ 中

程序模拟平方根过程的样本路径：
＞ ｓｑｒｔｐ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，Ｍ，ａ，ｂ，ｆｏｒ ｄＳ（ ｔ） ＝ ａＳｄｔ＋ｂσｑｒｔ（ ｜ Ｓ ｜ ） ｄＢ

（ｔ），０≤ｔ≤Ｄｔ∗Ｍ
＋ｔ ＜－１：Ｍ
＋ｔ ＜－Ｄｔ∗ｔ
＋Ｓ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋Ｓ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）｛
＋Ｓ［ｉ］ ＝Ｓ［ｉ－１］＋ａ∗Ｓ［ｉ－１］∗Ｄｔ＋ｂ∗ｓｑｒｔ（ａｂｓ（Ｓ［ ｉ－１］）

∗Ｄｔ）∗ｒｎｏｒｍ（１）｝
＋ｐｌｏｔ（ｔ，Ｓ，ｐｃｈ＝＂ ．＂ ，ｔｙｐｅ ＝ ＂ ｌ＂ ，ｃｏｌ ＝ ＂ ｂｌａｃｋ＂ ，ｘｌａｂ ＝ ＂ ｔ＂ ，

ｙｌａｂ＝ ＂ Ｓ（ｔ）＂ ）｝

例如，对给定的平方根过程

ｄＳ（ ｔ）＝ ０ ０２Ｓ（ ｔ）ｄｔ＋０ １ Ｓ（ ｔ） ｄＢ（ ｔ），　 ０≤ｔ≤２０，
初值 Ｓ０ ＝ １，选定步长 Ｄｔ ＝ ０ ００１，在 Ｒ 中两次输入

命令
＞ ｓｑｒｔｐ（１，０ ００１，２００００，０ ０２，０ １）

可以获得解的两条样本路径，如图 ３ 所示．

图 ３　 平方根过程的两条样本路径

Ｆｉｇ ３　 Ｔｗｏ ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ｒｏｏｔ ｐｒｏｃｅｓｓ

４　 Ｃｏｘ⁃Ｉｎｇｅｒｓｏｌｌ⁃Ｒｏｓｓ 模型

合并平方根和均值回归的想法使我们得到了均

值回归的平方根过程

　 ｄＳ（ ｔ） ＝ λ（μ － Ｓ（ ｔ））ｄｔ ＋ σ Ｓ（ ｔ） ｄＢ（ ｔ） ． （１２）

８０５
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这个模型可以用于描述利率的发展，也经常被用于

评价利率衍生品．１９８５ 年由 Ｊｏｈｎ Ｃ．Ｃｏｘ，Ｊｏｎａｔｈａｎ Ｅ．
Ｉｎｇｅｒｓｏｌｌ 和 Ｓｔｅｐｈｅｎ Ａ．Ｒｏｓｓ［８］ 引入，因此在金融数学

中更多的被称为 ＣＩＲ 模型．
当 Ｓ０＞０ 时，这个过程同样是非负的．事实上，利

用 Ｉｔô 公式，有

Ｅφｋ（Ｓ（ｔ）） ≤φｋ（Ｓ０） ＋ Ｅ ∫ｔ
０

é

ë
ê
êλ（μ － Ｓ（ｔ））φ′ｋ（Ｓ（ｒ）） ＋

σ２

２
｜ Ｓ（ｒ） ｜ ｜ φ″ｋ（Ｓ（ｒ）） ｜ ù

û
ú
úｄｒ ≤

σ２ｔ
ｋ
．

因此

－ａｋ－１≤ＥＳ－（ ｔ）－ａｋ－１≤
σ２ ｔ
ｋ
．

令 ｋ→∞，对所有的 ｔ≥０，有 ＥＳ－（ ｔ）＝ ０．故对所有的

ｔ≥０，Ｓ（ｔ）≥０，几乎必然成立．也可以借助于对爆炸的

经典 Ｆｅｌｌｅｒ 测试［５，９］来证明更加精确的结论，若 σ２≤
２λμ，则对所有的 ｔ≥０，有 Ｓ（ ｔ）＞０ 几乎必然成立．

进一步，很容易获得期望

ＥＳ（ ｔ） ＝ μ ＋ ｅ －λｔ（Ｓ０ － μ） （１３）
和二阶矩

Ｅ（Ｓ２（ｔ））＝ μ（２λμ＋σ２）
２λ

＋
（Ｓ０－μ）（２λμ＋σ２）

λ
ｅ－λｔ＋

　 　 Ｓ２
０＋
μ（２λμ＋σ２）

２λ
－
Ｓ０（２λμ＋σ２）

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ－２λｔ， （１４）

因此，方差

Ｖ（Ｓ（ ｔ）） ＝ μσ ２

２λ
＋

（Ｓ０ － μ）σ ２

λ
ｅ －λｔ ＋

　 　 σ ２

λ
（０ ５μ － Ｓ０） ｅ －２λｔ ． （１５）

特别地

ｌｉｍ
ｔ→∞

ＥＳ（ ｔ）＝ μ，　 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｖａｒ（Ｓ（ ｔ））＝ μσ２

２λ
．

可见这个过程仍然具有均值回归的性质．
特别有趣的是当参数 λ，σ 和 μ 满足关系 λμ ＝

σ２

４
时，平方根过程 Ｓ（ ｔ） 是一个 ＯＵ 过程，满足

ｄ Ｓ（ ｔ） ＝ － λ
２

Ｓ（ ｔ） ｄｔ＋σ
２
ｄＢ（ ｔ），

解具有显示表达式

Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ０ ｅ
－λｔ ／ ２ ＋ σ

２ ∫
ｔ

０
ｅ －λｔ－ｓ） ／ ２ｄＢ（ ｓ） ．

５　 Θ过程

另一个非常有用的模型 是 Θ 过 程［７，９］， 满

足 ＳＤＥ
ｄＳ（ ｔ）＝ λＳ（ ｔ）ｄｔ＋σＳθ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）， （１６）

其中常数 θ≥０ ５．注意到当 θ ＝ １ 时，Θ 过程是经典

的几何布朗运动；当 θ ＝ ０ ５ 时，Θ 过程是平方根

过程．
当 θ∈（０ ５，１）时，与平方根过程证明方法类

似，当初值 Ｓ０＞０ 时，对 ｔ≥０，方程（１６）具有唯一的非

负解．当 θ＞１ 时，方程（１６）的解在有限时间可能爆

炸．然而，若 θ＞１，可以证明对任意给定的初值 Ｓ０＞０，
当ｔ≥０ 时，方程（１６）存在唯一全局解 Ｓ（ ｔ），且该解

以概率 １ 为正的．事实上，由于方程（１６）的系数在

（０，∞ ） 上是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的，利用横截技巧［９］

可以证明该方程在 ｔ∈［０，τ） 上存在唯一局部解 Ｓ
（ ｔ） ．取充分大的正数 ｋ０，使得 Ｓ０∈［１ ／ ｋ０，ｋ０］ ．定义

τｋ ＝ ｉｎｆ｛ ｔ∈［０，τ）：Ｓ（ ｔ）∉（１ ／ ｋ，ｋ）｝，　 ｋ≥ｋ０，
定义 τ∞ ＝ ｌｉｍｋ→∞ τｋ ．显然只需要证明 τ∞ ＝∞ ，ａ． ｓ．如
果该结论不成立，则存在一对常数 Ｔ＞０ 和 ε∈（０，
１），满足 Ｐ（τ∞ ≤Ｔ）＞ε．因此存在一个足够大的常数

ｋ１≥ｋ０，使得

Ｐ（τｋ≤Ｔ）≥ε，对所有 ｋ≥ｋ１ ． （１７）
定义 Ｃ２函数 Ｖ：（０，∞ ）→Ｒ＋，

Ｖ（Ｓ）＝ Ｓ －１－０ ５ｌｏｇ（Ｓ），　 Ｓ＞０．
若 Ｓ（ ｔ）∈（０，∞ ），利用 Ｉｔô 公式，可知

ｄＶ（Ｓ（ｔ））＝ ０５（Ｓ－０５（ｔ）－Ｓ－１（ｔ））［λＳ（ｔ）ｄｔ＋σＳθ（ｔ）ｄＢ（ｔ）］＋
０ ２５（－０ ５Ｓ－１ ５（ ｔ）＋Ｓ－２（ ｔ））σ２Ｓ２θ（ ｔ）ｄｔ＝
Ｆ（Ｓ（ｔ））ｄｔ＋０ ５σ（Ｓ－０ ５（ｔ）－Ｓ－１（ｔ））Ｓθ（ｔ）ｄＢ（ｔ），

其中

Ｆ（Ｓ）＝ ０ ５λ（Ｓ０ ５－１）＋０ ２５σ２Ｓ２θ－２－０ １２５σ２Ｓ２θ－１ ５，
Ｓ∈（０，∞ ） ．

显然 Ｆ（Ｓ）在 Ｓ∈（０，∞ ）是有界的，记为 Ｋ．因此，只
要 Ｓ（ ｔ）∈（０，∞ ），有
ｄＶ（Ｓ（ｔ））≤Ｋｄｔ＋０ ５σ（Ｓ－０ ５（ｔ）－Ｓ－１（ｔ））Ｓθ（ｔ）ｄＢ（ｔ） ．
上式两端由 ０ 到 τｋ∧Ｔ 积分，取期望，得
ＥＶ（Ｓ（τｋ∧Ｔ））≤Ｖ（Ｓ０）＋ＫＥ（τｋ∧Ｔ）≤Ｖ（Ｓ０）＋ＫＴ． （１８）
对 ｋ ≥ ｋ１，定义 Ωｋ ＝ ｛ τｋ ≤ Ｔ｝， 由式 （ １７） 可知，
Ｐ（Ω）≥ε．注意到每个 ω∈Ωｋ，Ｓ（τｋ，ω）等于 ｋ 或 １ ／
ｋ，因此 Ｖ（Ｓ（τｋ，ω）） 不小于

ｋ －１－０ ５ｌｏｇ（ｋ）
或

１ ／ ｋ －１－０ ５ｌｏｇ（１ ／ ｋ）＝ １ ／ ｋ －１＋０ ５ｌｏｇ（ｋ） ．
即

Ｖ（Ｓ（τｋ，ω））≥［ ｋ－１－０５ｌｏｇ（ｋ）］∧［ １／ ｋ－１＋０５ｌｏｇ（ｋ）］．
由（１８）可知
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Ｖ（Ｓ０）＋ＫＴ≥Ｅ［ ＩΩｋ
（ω）Ｖ（Ｓ（τｋ，ω））］≥

　 　 ε（［ ｋ －１－０ ５ｌｏｇ（ｋ）］∧［０ ５ｌｏｇ（ｋ）－１］） ．
令 ｋ→∞，则有矛盾

∞ ＞Ｖ（Ｓ０）＋ＫＴ＝∞ ，
因此 τ∞ ＝∞几乎必然成立．

当 θ＞１ 时，Θ 过程（１６）的数值方法是当今研究

的热点问题．大多数现有数值结果，包括有影响力的

文章［１６］，都要求扩散项系数函数满足线性增长条

件，因此这些方法无法应用到 Θ 过程．最近，这一问

题取得了一些突破性进展．例如，文献［１８］研究了广

义 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ 型条件下 ＳＤＥ 的数值解，文献［１９］利
用［１８］中的方法研究了均值回归的 Θ 随机波动模

型的数值解．这两篇文献［１８⁃１９］ 的结论可以用于证明

Θ 过程的 ＥＭ 数值解以概率收敛到真实解．此外，文
献［２０］研究了具有强非线性的 Ａｉｔ⁃Ｓａｈａｌｉａ 型利率

模型［２１］

ｄｘ（ｔ）＝ （α －１ｘ（ｔ）
－１ － α０ ＋ α１ｘ（ｔ） － α２ｘ（ｔ） ｒ）ｄｔ ＋

　 　 σｘ（ ｔ） ρｄＢ（ ｔ），　 ｒ，ρ ＞ １ （１９）
的倒向 ＥＭ 方法的数值解的强收敛性．

最近，为了释放扩散项系数函数的条件，文献

［２２］发展了新的数值方法，称为倒向前向 ＥＭ 数值

方法．该方法可以被用于金融数学中出现的高度非

线性系统的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟，如
ｄｘ（ｔ）＝ （μ － αｘｒ（ｔ））ｄｔ ＋ βｘρ（ｔ）ｄＢ（ｔ）．　 ｒ，ρ ＞ １， （２０）
或种群系统

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｄｉａｇ（ｘ１（ ｔ），ｘ２（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）） ．
　 　 ［（ｂ ＋ Ａｘ２（ ｔ））ｄｔ ＋ ｘ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ）］， （２１）

其中 ｂ ＝ （ｂ１，…，ｂｎ） Ｔ， 矩阵 Ａ ＝ （Ａｉｊ） ｎ×ｎ 满足

λｍａｘ（Ａ ＋ ＡＴ） ＜ ０，这里 λｍａｘ（Ａ） 表示Ａ的最大特征

根，且 ｘ２ ＝ （ｘ１
２，…，ｘｎ

２） Ｔ ．

６　 结论

本系列文章中讨论了很多金融领域中流行的随

机模型以及相应的期权定价问题，演绎了如何在 Ｒ
中利用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 方法模拟潜在资产价格的样本

路径以及如何获得期权价值的近似值和平均收益，
给读者提供了很多 Ｒ 中的程序，相信读者可以利用

这些程序，经过简单的修正研究其他的 ＳＤＥ 模型．
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