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ｎ 维 α带小波紧框架的显式构造

摘要
研究了 ｎ 维 α 带小波紧框架的结

构，给出了 ｍ 个函数生成 ｎ 维 α 带小波
紧框架的充分条件，并给出构造该小波
紧框架的显式算法，最后给出了构造小
波紧框架的数值算例．
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０　 引言

　 　 多分辨分析（ＭＲＡ）方法是构造小波的重要方法之一．类似于

ＭＲＡ，框架多分辨分析（ＦＭＲＡ） ［１］ 也是构造小波紧框架的重要方法．
这两种方法的区别在于 ＭＲＡ 要求尺度函数的平移构成其闭线性张

成子空间 Ｖ０ 的 Ｒｉｅｓｚ 基或正交基，而 ＦＭＲＡ 只要求构成空间 Ｖ０ 的一

个框架，即小波框架在一般情形下不能构成 Ｒｉｅｓｚ 基．虽然小波框架中

存在“冗余”函数，但由于其表示信号的不唯一性，使得在应用小波框

架恢复信号的过程中，其数值计算更稳定．近年来，已有不少学者给出

了关于小波紧框架的一些构造方法，比如 Ｃｈｕｉ 等［２］与 Ｐｅｔｕｋｈｏｖ［３⁃４］分

别对一维 ２ 带小波紧框架进行了研究，并进一步给出了具体的显式构

造算法．出于信号多通道理论的需要，黄永东等［５］ 研究了一维 α 带小

波紧框架的显式构造算法，并给出了该类小波紧框架的具体分解和

重构算法．基于上述一维小波紧框架的构造，王刚［６］ 具体研究了一类

二维 ３ 带小波紧框架的构造算法，并给出了该类小波紧框架的分解和

重构算法．但对于更一般的 ｎ 维多带小波紧框架的研究却未见报道．
本文讨论了一类 ｎ 维 α 带小波紧框架生成的充分条件，并给出了 ｎ 维

α 带小波紧框架的显式构造算法．

１　 小波紧框架

记 ω ＝ （ω １，ω ２，…，ω ｋ） ∈ Ｒｋ，　 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ） ∈ Ｒｋ，令

Θ ＝ { β ｉ＝ （θ（ｉ）
１ ，…，θ（ｉ）

ｓ ，…，θ（ｉ）
ｎ ）：θ（ｉ）

ｓ ＝ ０，２π
α
，…，２（α

－ １）π
α

；１≤ ｓ ≤ ｎ} ，

其中 β ｉ ≠ β ｊ，０ ≤ ｉ，ｊ≤ α ｎ － １．函数 ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ） ∈ Ｌ２（Ｒｎ） 的内积、范

数和傅里叶变换分别定义为 ＜ ｆ，ｇ ＞ ＝ ∫
Ｒｎ
ｆ（ｘ） ｇ（ｘ）ｄｘ，其中ｇ（ｘ） 表

示 ｇ（ｘ） 的复共轭，‖ｆ‖２ ＝ ＜ ｆ，ｆ ＞ ，ｆ^（ω） ＝ ∫
Ｒｎ
ｆ（ｘ）ｅ －ｉｘ·ωｄｘ，其中 ｘ·

ω 表示 ｘ 与 ω 的欧氏内积．
定义 １［５］ 　 希尔伯特空间 Ｘ 中的函数族｛ϕ ｊ｝ ｊ∈Ｚ 称为是一个框

架，如果存在 ０ ＜ Ａ，Ｂ ＜ ∞，使得对所有 ｆ ∈ Ｘ 有

Ａ‖ｆ‖２ ≤ ∑
ｋ∈Ｚ

｜ ＜ ｆ，ϕｋ ＞ ｜ ２ ≤ Ｂ‖ｆ‖２， （１）

其中 Ａ 和 Ｂ 是框架的界．如果 Ａ＝Ｂ，则称该框架是紧框架．
定义 ２　 设｛Ｖ ｊ｝是 Ｌ２（Ｒｎ）中的闭子空间序列，如果存在 Φ（ｘ）∈



Ｖ０ 使得

１）Ｖ ｊ⊂Ｖ ｊ＋１，∀ｊ∈Ｚ；
２）ｃｌｏｓＬ２（Ｒｎ） ∪

ｊ∈Ｚ
Ｖ ｊ( ) ＝Ｌ２（Ｒｎ），∩

ｊ∈Ｚ
Ｖ ｊ ＝｛０｝；

３） ｆ（ｘ）∈Ｖ ｊ⇔ｆ（αｘ）∈Ｖ ｊ＋１，∀ｊ∈Ｚ；
４）｛Φ（ｘ－ｋ）：ｋ∈Ｚｎ｝是 Ｖ０ 的一个框架．

则称（｛Ｖ ｊ｝ ｊ∈Ｚ，Φ）是一个框架多分辨分析，Φ 是框

架多分辨分析的尺度函数．
因为 Φ （ ｘ） ∈Ｖ０ ⊂Ｖ１，所以存在序列 ｛ ｈｋ ｝ ∈

ｌ２（Ｚｎ），使得

Φ（ｘ） ＝ ∑
ｋ∈Ｚｎ

ｈｋΦ（αｘ － ｋ） ． （２）

对式 （ ２ ） 两 边 作 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变 换 得 Φ^（ω） ＝

Ｈ０
ω
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ Φ^ ω

α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，其中 Ｈ０（ω） ＝ １

α ｎ∑
ｋ∈Ｚｎ

ｈｋｅ
－ｉｋ·ω 称为两

尺度符号．由 Φ^（ω） 的连续性，不妨设

ｌｉｍ
ω→０

Φ^（ω）＝ １． （３）

定义 ３　 如果函数｛Ψ１，Ψ２，…，Ψｍ｝⊂Ｖ１ 的伸缩

平移｛｛Ψｌ
ｊ，ｋ｝ ｊ∈Ｚ，ｋ∈Ｚｎ｝ｍ

ｌ＝１构成 Ｌ２（Ｒｎ）的紧框架，则称

｛Ψ１，Ψ２，…，Ψｍ｝为一个小波紧框架，其中 Ψｌ
ｊ，ｋ（ｘ）＝

α ｊｎ ／ ２Ψｌ（α ｊｘ－ｋ），ｊ∈Ｚ，ｋ∈Ｚｎ，ｌ＝ １，２，…，ｍ．
对于函数 Ψ１，Ψ２，…，Ψｍ，有

Ψｌ（ｘ） ＝ ∑
ｋ∈Ｚｎ

ｈｌ
ｋΦ（αｘ － ｋ）， （４）

Ψ^ｌ（ω）＝ Ｈｌ
ω
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ Φ^ ω

α
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５）

其中 Ｈｌ（ω） ＝ １
α ｎ∑

ｋ∈Ｚｎ
ｈｌ
ｋｅ

－ｉｋ·ω，　 ｌ ＝ １，２，…，ｍ．

２　 ｎ 维 α带小波紧框架的显式构造

设 Φ 为尺度函数，Ｈ０（ω）为其相应的尺度符号．
Ψｌ，ｌ＝ １，２，…，ｍ 相对应的符号为 Ｈｌ，ｌ ＝ １，２，…，ｍ，
且 Ｈｌ 都是以 ２πＺｎ 为周期的有界函数．为书写方便，
不妨记 μ ｉ ＝ω＋β ｉ，ｉ＝ ０，…，αｎ－１，故设

Ｍ（ω）＝
Ｈ０（μ０） … Ｈｍ（μ０）

︙ ︙
Ｈ０（μαｎ－１） … Ｈｍ（μαｎ－１）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
． （６）

定理 １　 若

Ｍ（ω）Ｍ∗（ω）＝ Ｉαｎ， （７）
则函数族｛Ψｌ｝ｍ

ｌ＝１的伸缩平移构成 Ｌ２（Ｒｎ）的一个小

波紧框架，其中 Ｍ∗ （ω） 表示矩阵 Ｍ （ω） 的共轭

转置．
为证明定理 １，首先给出以下引理．
引理 １　 设 Ｈｌ，ｌ＝ ０，１，…，ｍ 满足 （７），则∀ω∈

Ｒｎ，有

∑
αｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ Ｈｌ（ω ＋ β ｉ） ｜ ２ ≤ １，ｌ ＝ ０，１，…，ｍ． （８）

证明　 根据矩阵乘法的性质，只须对 ｌ ＝ ０ 证明

式（８）成立即可．记

Ｍ０（ω）＝
Ｈ１（μ０） … Ｈｍ（μ０）

︙ ︙
Ｈ１（μαｎ－１） … Ｈｍ（μαｎ－１）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， （９）

γ＝（Ｈ０（μ０），Ｈ０（μ１），…，Ｈ０（μαｎ－１）） Ｔ，
由式（７）得
Ｍ０（ω）Ｍ∗

０ （ω）＝ Ｉαｎ－γγ∗ ＝

１－ ｜Ｈ０（μ０） ｜ ２ … －Ｈ０（μ０）Ｈ０（μαｎ－１）
︙ ︙

－Ｈ０（μαｎ－１）Ｈ０（μ０） … １－ ｜Ｈ０（μαｎ－１） ｜ ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

，

经计算，矩阵 Ｍ０（ω）Ｍ∗
０ （ω）的 αｎ 个特征值为

λ １（ω） ＝ λ ２（ω） ＝ … ＝ λ αｎ－１（ω） ＝ １，

λ αｎ（ω） ＝ １ － ∑
αｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｈ０（μ ｉ）

２
．

因为 Ｍ０ （ω） Ｍ∗
０ （ω） 是一个半正定矩阵， 所以

λαｎ（ω）≥０，即式（８）对 ｌ＝ ０ 成立．
引理 ２　 设 Φ（ｘ）∈Ｌ２（Ｒｎ）是一个尺度函数，

Ｈ０（ω）为其相应的尺度符号，且 Ｈ０（ω）满足

∑
αｎ－１

ｉ ＝ ０
Ｈ０（ω ＋ β ｉ）

２
≤ １　 ａ．ｅ．， （１０）

则有

∑
ｋ∈Ｚｎ

Φ^（ω ＋ ２ｋπ）
２ ＝

∑
ｋ１∈Ｚ

…∑
ｋｎ∈Ｚ

Φ^（ω１ ＋ ２ｋ１π，…，ωｎ ＋ ２ｋｎπ）
２
≤１． （１１）

证明　 由式 （３）、（１０） 以及 Φ^（ω）的连续性，
容易得到

｜ Φ^（ω） ｜ ＝ Φ^ ω
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｈ０

ω
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤１　 ａ．ｅ．，

因此，对任意正整数 ｓ，当 α 为偶数时，有（α 为奇数

时同理可证）

∑
１
２ α

ｓ－１

ｋ１ ＝ － １
２ α

ｓ

… ∑
１
２ α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２ α

ｓ

｜ Φ^（ω ＋ ２ｋπ） ｜ ２ ＝

　 　 ∑
１
２α

ｓ－１

ｋ１ ＝ － １
２α

ｓ

… ∑
１
２α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２α

ｓ

∏
ｓ

ｉ ＝ １
Ｈ０（α

－ｉ（ω ＋ ２ｋπ））
２ ×

　 　 Φ^（α －ｉ（ω ＋ ２ｋπ））
２
．

为书写方便，记

６７４
薛艳梅．ｎ 维 α 带小波紧框架的显式构造．

ＸＵＥ Ｙａｎｍｅｉ．Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅｌｅｔ ｔｉｇｈｔ ｆｒａｍｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｌａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ α ｉｎ Ｒｎ．



Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ≜ ∏
ｓ

ｉ ＝ １
｜ Ｈ０（α

－ｉ（ω ＋ ２ｋπ）） ｜ ２，

则上式 ≤

∑
１
２ α

ｓ－１

ｋ１ ＝ － １
２ α

ｓ

… ∑
１
２ α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２ α

ｓ

Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ＝

∑
１
２ （２－α）α ｓ－１－１

ｋ１ ＝ － １
２ α

ｓ

∑
１
２ （２－α）α ｓ－１－１

ｋ２ ＝ － １
２ α

ｓ

… ∑
１
２ α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２ α

ｓ

Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ＋

… ＋

∑
１
２α

ｓ－１

ｋ１ ＝
１
２ （α－２）αｓ－１

∑
１
２ （２－α）α

ｓ－１－１

ｋ２ ＝ － １
２α

ｓ

… ∑
１
２α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２α

ｓ

Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ＋

… ＋

∑
１
２ （２－α）α

ｓ－１－１

ｋ１ ＝ － １
２α

ｓ

∑
１
２α

ｓ－１

ｋ２ ＝
１
２ （α－２）αｓ－１

… ∑
１
２α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２α

ｓ

Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ＋

… ＋

∑
１
２α

ｓ－１

ｋ１ ＝
１
２ （α－２）αｓ－１

∑
１
２α

ｓ－１

ｋ２ ＝
１
２ （α－２）αｓ－１

… ∑
１
２α

ｓ－１

ｋｎ ＝ － １
２α

ｓ

Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ＝

… ＝

∑
１
２ α

ｓ－１

ｋ１ ＝
１
２ （α－２）α ｓ－１

… ∑
１
２ α

ｓ－１

ｋｎ ＝
１
２ （α－２）α ｓ－１

Θｓ（ω ＋ ２ｋπ） ×

∑
αｎ－１

ｊ ＝ ０
｜ Ｈ０（α

－ｉ（ω ＋ ２ｋπ ＋ β ｊ）） ｜ ２ ≤

∑
１
２α

ｓ－１

ｋ１ ＝
１
２ （α－２）αｓ－１

… ∑
１
２α

ｓ－１

ｋｎ ＝
１
２ （α－２）αｓ－１

Θｓ－１（ω ＋ ２ｋπ） ≤…≤１．

由 ｌ 的任意性，引理 ２ 得证．
引理 ３　 设 Φ（ｘ） ∈ Ｌ２（Ｒｎ） 是一个尺度函数，

Ｈ０（ω） 为其相应的尺度符号， 且 Ｈ０（ω） 满足式

（１０），则 ∀ｆ ∈ Ｌ２（Ｒｎ），有 Ｓ ｊ ＝ ∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，Φ ｊ，ｋ〉 ｜ ２ ＜

＋ ∞，其中 Φ ｊ，ｋ ＝ α
ｊｎ
２ Φ（α ｊｘ － ｋ），并且有

１） ｌｉｍ
ｊ→＋∞

Ｓ ｊ ＝ ‖ｆ‖２；

２） ｌｉｍ
ｊ→－∞

Ｓ ｊ ＝ ０．

证明　 应用 Ｐｌａｎｃｈｅｒｅｌ 和 Ｐａｒｓｅｖａｌ 公式，得到

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，Φ ｊ，ｋ〉 ｜ ２ ＝

（２π） －２ｎα －ｊｎ∑
ｋ∈Ｚｎ

∫
Ｒｎ
ｆ^（ω） Φ^（α －ｊω）ｅｉα －ｊω·ｋｄω

２
＝

（２π）－２ｎα－ｊｎ∑
ｋ∈Ｚｎ

∫
［－αｊπ，αｊπ］ｎ

∑
ｍ∈Ｚｎ

ｆ^（·） Φ^（α－ｊ（·））ｅｉα－ｊω·ｋｄω
２
＝

（２π） －ｎ∫
［ －α ｊπ，α ｊπ］ ｎ

∑
ｍ∈Ｚｎ

ｆ^（·） Φ^（α －ｊ（·））
２
ｄω ＝

（２π） －ｎ‖Ｆ ｊ‖２， （１２）

其中 Ｆ ｊ（ω） ＝ ∑
ｍ∈Ｚｎ

ｆ^（·） Φ^（α －ｊ（·）），·≜ω ＋ ２πα ｊｍ．

引入下列函数序列

ｇ^ｊ（ω） ＝ ｆ^（ω），‖ω‖≤ α ｊπ，
０，　 ‖ω‖ ＞ α ｊπ，{ ｈｊ＝ ｆ － ｇｊ，ｊ＝ ０，１，２，…，

Ｇ ｊ（ω） ＝ ∑
ｍ∈Ｚｎ

ｇ^ ｊ（·） Φ^（α －ｊ（·）），

Ｈ ｊ（ω） ＝ ∑
ｍ∈Ｚｎ

ｈ^ ｊ（·） Φ^（α －ｊ（·）），

当 ｊ→＋∞时，‖Ｇ ｊ‖→‖ｆ^‖．又由引理 ２ 得，
‖Ｈ ｊ‖２ ＝

∫
［ －α ｊπ，α ｊπ］ ｎ

∑
ｍ∈Ｚｎ

ｈ^ ｊ（·） Φ^（α －ｊ（·））
２
ｄω ≤

∫
［ －α ｊπ，α ｊπ］ ｎ

∑
ｍ∈Ｚｎ

｜ ｈ^ ｊ（·） ｜ ２∑
ｍ∈Ｚｎ

｜ Φ^（α －ｊ（·）） ｜ ２ｄω ≤

∫
［ －α ｊπ，α ｊπ］ ｎ

∑
ｍ∈Ｚｎ

｜ ｈ^ ｊ（·） ｜ ２ｄω ＝

‖ｈ^ ｊ‖２ → ０，（ ｊ →＋ ∞） ． （１３）
又因为

‖Ｇ ｊ‖ － ‖Ｈ ｊ‖ ≤ ‖Ｆ ｊ‖ ＝ ‖Ｇ ｊ ＋ Ｈ ｊ‖ ≤
　 　 ‖Ｇ ｊ‖ ＋ ‖Ｈ ｊ‖， （１４）

所以由式（１２）—（１４）得

∑ ｋ∈Ｚｎ 〈 ｆ，Φ ｊ，ｋ〉
２ ＝（２π） －ｎ‖Ｆ ｊ‖２→

　 　 （２π） －ｎ‖ｆ^‖２ ＝‖ｆ‖２，（ ｊ→＋∞） ．
从而 １）得证．

下证 ２） ．引入辅助函数 ｆＮ，其中

ｆＮ（ ｘ） ＝
ｆ（ｘ），　 ‖ｘ‖≤Ｎ，
０，　 　 ‖ｘ‖＞Ｎ，{ 　 ‖ｘ‖ ＝ ｍａｘ ｛ ｜ ｘ１ ｜ ，

｜ ｘ２ ｜ ，…，｜ ｘＮ ｜ ｝ ．∀ε＞０，选择适当的 Ｎ 使得‖ｆ－ｆＮ‖＜
ε．因为

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，Φ ｊ，ｋ〉
２ ＝

　 　 ∑
ｋ∈Ｚｎ

〈ｆＮ，Φｊ，ｋ〉
２ ＋∑

ｋ∈Ｚｎ
〈ｆ － ｆＮ，Φｊ，ｋ〉

２
≤

　 　 α∑
ｋ∈Ｚｎ

〈ｆＮ，Φｊ，ｋ〉
２ ＋α∑

ｋ∈Ｚｎ
〈ｆ － ｆＮ，Φｊ，ｋ〉

２
≤

　 　 α∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆＮ，Φ ｊ，ｋ〉
２ ＋

‖ｆ － ｆＮ‖
π

≤

　 　 α∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆＮ，Φ ｊ，ｋ〉
２ ＋ ε

π
， （１５）

所以，要证 ２），只需证明 ｌｉｍ
ｊ→－∞

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈ｆＮ，Φｊ，ｋ〉
２ ＝ ０，

７７４
学报：自然科学版，２０１５，７（５）：４７５⁃４８０
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又因为

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈ｆＮ，Φｊ，ｋ〉
２
≤∑

ｋ∈Ｚｎ
(∫

‖ｘ‖≤Ｎ
ｆ（ｘ）Φｊ，ｋ（ｘ）ｄｘ )

２
≤

‖ｆ‖２∑
ｋ∈Ｚｎ
∫
‖ｘ‖≤Ｎ

Φ２
ｊ，ｋ（ｘ）ｄｘ ＝

‖ｆ‖２∑
ｋ∈Ｚｎ
∫
‖ｘ＋ｋ‖≤α ｊＮ

Φ２（ｘ）ｄｘ → ０，（ ｊ →－ ∞），

所以 ｌｉｍ
ｊ→－∞

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆＮ，Φ ｊ，ｋ〉 ｜ ２ ＝ ０，利用 式（１５），可得

ｌｉｍ
ｊ→－∞

Ｓ ｊ ＝ ０．

引理 ４　 如果式 （７） 成立，则 ∀ｆ ∈ Ｌ２（Ｒｎ），
Ｊ ∈Ｚ，有

∑
ｍ

ｌ ＝ １
∑
Ｌ∈Ｚ

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉 ｜ ２ ＝ ∑

ｋ∈Ｚｎ
｜ 〈 ｆ，ΦＪ，ｋ〉 ｜ ２ ＋

　 　 ∑
ｍ

ｌ ＝ １
∑
Ｌ≥Ｊ

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉 ｜ ２ ＜ ∞， （１６）

证明　 由式（７）得，

Ｈ０（μ ｉ）Ｈ０（μ ｊ）＋…＋Ｈｍ（μ ｉ）Ｈｍ（μ ｊ）＝ δｉ，ｊ，
　 　 ｉ，ｊ＝ ０，…，αｎ－１． （１７）

令

Δ ｉ（ω） ＝ ∑
ｋ∈Ｚｎ

ｆ^（ω ＋ ２πα Ｌ＋１ｋ ＋ α Ｌ＋１β ｉ）·

Φ^（α －Ｌ－１ω ＋ ２πｋ ＋ β ｉ），　 ｉ ＝ ０，…，α ｎ － １， （１８）

则对∀Ｌ∈Ｚ，由式（１７），得

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，ΦＬ，ｋ〉
２ ＋ ∑

ｍ

ｌ ＝ １
∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉

２ ＝

（２π）－２ｎ∑
ｍ

ｌ ＝０
∫
［－αＬπ，αＬπ］ｎ

∑
αｎ－１

ｉ ＝０
（Δｉ（ω） Ｈｌ（α

－Ｌ－１ω ＋ βｉ））
２
ｄω ＝

（２π） －２ｎ∑
αｎ－１

ｉ ＝ ０
(∫

［ －αＬπ，αＬπ］ ｎ
｜ Δ ｉ（ω） ｜ ２ｄω ) ＝

（２π） －２ｎ∫
［ －αＬπ，αＬπ］ ｎ

∑
ｋ∈Ｚｎ

ｆ^（ω ＋ ２πα Ｌ＋１ｋ）·

Φ^（α －Ｌ－１ω ＋ ２πｋ） )
２
ｄω ＝ ∑

ｋ∈Ｚｎ
〈 ｆ，ΦＬ＋１，ｋ〉

２
，

即对∀Ｌ∈Ｚ，有

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，ΦＬ，ｋ〉
２ ＋ ∑

ｍ

ｌ ＝ １
∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉

２ ＝

　 　 ∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，ΦＬ＋１，ｋ〉
２
． （１９）

另外，由式 （ １９） 及引理 ３ 可知，对某个整数

Ｊ，有

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，ΦＪ，ｋ〉
２ ＋ ∑

ｍ

ｌ ＝ １
∑
Ｌ≥Ｊ

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉

２ ＝

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，ΦＪ，ｋ〉
２ ＋ ∑

ｍ

ｌ ＝ １
∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，Ψｌ
Ｊ，ｋ〉

２ ＋

∑
ｍ

ｌ ＝ １
∑
Ｌ≥Ｊ＋１

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉

２ ＝

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈ｆ，ΦＪ＋１，ｋ〉
２ ＋∑

ｍ

ｌ ＝ １
∑
Ｌ≥Ｊ＋１

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉

２ ＝ … ＝

ｌｉｍ
Ｌ→＋∞

∑
ｋ∈Ｚｎ

〈 ｆ，ΦＬ，ｋ〉
２ ＝ ‖ｆ‖２ ＜ ＋ ∞，

并且反复应用式（１９），可得

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，ΦＪ，ｋ〉 ｜ ２ ＝

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，ΦＪ－１，ｋ〉 ｜ ２ ＋ ∑
ｍ

ｌ ＝ １
∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，Ψｌ
Ｊ－１，ｋ〉 ｜ ２ ＝ … ＝

∑
ｍ

ｌ ＝ １
∑
Ｌ≤Ｊ－１

∑
ｋ∈Ｚｎ

｜ 〈 ｆ，Ψｌ
Ｌ，ｋ〉 ｜ ２，

故式（１６）成立，即引理 ４ 得证．
由上述引理 １—４ 容易得定理 １ 成立．从而，ｎ 维

α 带小波紧框架的构造可以归结为求满足式（７）的
符号函数 Ｈｌ，ｌ ＝ ０，１，…，ｍ．下面给出满足式（７） 所

有解 Ｈｌ ．
假设 Ｈ０（ω） 满足式 （１０），由引理 １ 知，矩阵

Ｍ０（ω）Ｍ０
∗（ω）的 αｎ 个特征值为

λ １（ω） ＝ λ ２（ω） ＝ … ＝ λ αｎ－１（ω） ＝ １，

λ αｎ（ω） ＝ １ － ∑
αｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ Ｈ０（μ ｉ） ｜ ２ ．

它们相应的单位特征向量分别为

γ１ ＝
１
Ω１

（－ Ｈ０（μ１）， － Ｈ０（μ０），０，…，０）Ｔ，

γｋ ＝
１
Ωｋ

æ

è
ç － Ｈ０（μ０） Ｈ０（μｋ），…， － Ｈ０（μｋ－１） Ｈ０（μｋ），

　 　 ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
｜ Ｈ０（μ ｉ） ｜ ２，０，…，０ ö

ø
÷

Ｔ

，

　 　 ｋ ＝ ２，３，…，αｎ － １，

γαｎ ＝
１
Ωαｎ

（Ｈ０（μ０），Ｈ０（μ１），…，Ｈ０（μαｎ－１））Ｔ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

其中

｜ Ω１ ｜ ２ ＝｜ Ｈ０（μ ０） ｜ ２ ＋｜ Ｈ０（μ １） ｜ ２，

｜ Ωｋ ｜ ２ ＝｜ Ｈ０（μ ｋ） ｜ ２∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
｜ Ｈ０（μ ｉ） ｜ ２ ＋

　 　 ∑
ｋ－１

ｉ ＝ ０
｜ Ｈ０（μ ｉ） ｜ ２( )２，ｋ ＝ ２，３，…，α ｎ － １，

｜ Ωαｎ ｜ ２ ＝ ∑
αｎ－１

ｉ ＝ ０
｜ Ｈ０（μ ｉ） ｜ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

从而，矩阵 Ｍ０（ω）Ｍ∗
０ （ω）可以分解为

８７４
薛艳梅．ｎ 维 α 带小波紧框架的显式构造．

ＸＵＥ Ｙａｎｍｅｉ．Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｗａｖｅｌｅｔ ｔｉｇｈｔ ｆｒａｍｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｌａｔｉｏｎ ｆａｃｔｏｒ α ｉｎ Ｒｎ．



Ｍ０（ω）Ｍ∗
０ （ω）＝ Ｐ（ω）Λ（ω）Ｐ∗（ω）， （２０）

其中

Ｐ（ω）＝ （γ１，γ２，…，γαｎ），
Λ（ω）＝ ｄｉａｇ｛λ１（ω），λ２（ω），…，λαｎ（ω）｝ ． （２１）
定理 ２　 设 Ｈ０（ω）为满足式（１０）且以 ２πＺｎ 为

周期的函数，则当 ｍ ＝ αｎ 时，存在以 ２πＺｎ 为周期的

函数 Ｈ１（ω），Ｈ２（ω），…，Ｈαｎ（ω），使得 式（７） 成立，
并且式 （７） 的任何一个解均可被表示为如下矩阵

的第一行：

Γ（ω）＝ Ｐ（ω） Λ（ω） Ｑ（ω），
其中 Ｐ（ω），Λ（ω）由式（２１） 所定义．Ｑ（ω）为任意

αｎ×αｎ 酉矩阵并且它的元素是以 πＺｎ 为周期的

函数．
证明　 因为

Γ（ω）Γ∗（ω）＝ Ｐ（ω）· Λ（ω）Ｑ（ω）（Ｐ（ω）·

　 　 Λ（ω） Ｑ（ω））∗ ＝Ｍ０（ω）Ｍ∗
０ （ω），

故可取 Ｍ０（ω） ＝ Ｐ（ω） Λ（ω） Ｑ（ω） ．又由式（６）
知，Γ（ω）是以 ２πＺｎ 为周期的函数，所以 Ｑ（ω）是以

πＺｎ 为周期的函数．

３　 数值算例

例 １　 设

Ｈ０（ω１，ω２）＝
１
４
（１＋ｅ－ｉω１ ／ ２） ２· １

４
（１＋ｅ－ｉω２ ／ ２） ２，

它满足

｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２＋
　 　 ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２＋π） ｜ ２ ＝

　 　 ｃｏｓ４
ω１

４
＋ｓｉｎ４ ω１

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ４

ω２

４
＋ｓｉｎ４ ω２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤１，

则根据本文定理 ２，取

Ｑ（ω１，ω２）＝

ｅｉ（ω１＋ω２） ０ … ０
０ ｅｉ（ω１＋ω２） … ０
︙ ︙ ︙
０ ０ … ｅｉ（ω１＋ω２）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

那么可以构造出对应的二元 ２ 带小波紧框架 ψ１，ψ２，
ψ３，ψ４ 的符号如下：

Ｈ１（ω１，ω２）＝ － １
１６Ω１

（１＋ｅｉω１ ／ ２） ２·

　 　 （１＋ｅｉ（ω２＋π） ／ ２） ２·ｅｉ（ω１＋ω２），

Ｈ２（ω１，ω２）＝
ｉ

８Ω２
１－ｓｉｎ

ω１

２
＋ｃｏｓ

ω１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

　 　 ｃｏｓ４
ω２

４
＋ｓｉｎ４ ω２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ·ｅｉ（ω１＋ω２），

Ｈ３（ω１，ω２）＝
１

６４Ω３
１－ｓｉｎ

ω１

２
＋ｃｏｓ

ω１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ·

　 　 １－ｓｉｎ
ω２

２
＋ｃｏｓ

ω２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ·ｅｉ（ω１＋ω２），

Ｈ４（ω１，ω２）＝
１

１６Ω４
（１＋ｅ－ｉω１ ／ ２） ２·

　 　 （１＋ｅ－ｉω２ ／ ２） ２·ｅｉ（ω１＋ω２） ．
其中

｜Ω１ ｜ ２ ＝ ｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２，

｜Ω２ ｜ ２ ＝ ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２） ｜ ２·［ ｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋

　 　 ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２］＋

　 　 ［ ｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２］ ２，

｜Ω３ ｜ ２ ＝ ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２＋π） ｜ ２·

　 　 ［ ｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２＋

　 　 ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２） ｜ ２］＋［ ｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋

　 　 ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２） ｜ ２］ ２，

｜Ω４ ｜ ２ ＝ ｜Ｈ０（ω１，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１，ω２＋π） ｜ ２＋

　 　 ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２） ｜ ２＋ ｜Ｈ０（ω１＋π，ω２＋π） ｜ ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
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