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０　 引言

　 　 １９７３ 年，Ｂｌａｃｋ 和 Ｓｃｈｏｌｅｓ 提出了 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型［１］，它作为金

融市场的数学模型，是衍生投资的工具． 由此模型出发， Ｂｌａｃｋ 和

Ｓｃｈｏｌｅｓ 得到了一个偏微分方程 （ ＰＤＥ），如今被称为 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ
ＰＤＥ．该偏微分方程的解对欧式期权进行了理论定价，被称为 Ｂｌａｃｋ⁃
Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式．Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式使得芝加哥期权交易所乃至全球期权

市场中的期权活动合法、科学和繁荣［２］ ．Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式被广泛使

用的同时也常常被期权市场的参与者调整和修正［３］ ．许多实证结果证

明 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 价格“相当接近”观察价格［３］ ．Ｍｅｒｔｏｎ［４］发展了对期权

定价模型的数学理解，并将之命名为“Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 期权定价模型”．

１　 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 偏微分方程

在阐述 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 对期权定价的分析前，先列出本文要用到的

假设．
１）资产价格遵循线性随机微分方程（ＳＤＥ）：
ｄＳ（ ｔ） ＝ μＳ（ ｔ）ｄｔ ＋ σＳ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ） ． （１）
２）在期权有效期内，风险自由利率 ｒ 和资产波动率 σ 为已知

常数．
３）对冲交易没有交易费用．
４）在期权有效期内，潜在资产不分红．
５）无套利可能性．
６）潜在资产交易可以连续发生．
７）允许卖空，资产可以分割．
假设持有的看涨或看跌期权价值为 Ｖ（Ｓ，ｔ），它仅依赖于资产价

格 Ｓ 和时间 ｔ．利用 Ｉｔô 公式，有

ｄＶ ＝ 􀆟Ｖ
􀆟ｔ

＋ μＳ 􀆟Ｖ
􀆟Ｓ

＋ １
２
σ ２Ｓ２ 􀆟２Ｖ

􀆟Ｓ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ ＋ σＳ 􀆟Ｖ

􀆟Ｓ
ｄＢ， （２）

式（２）给出了 Ｖ 遵循的 ＳＤＥ，这里 Ｖ 关于 ｔ 一阶可导，关于 Ｓ 二阶

可导．现在构造包含一个期权和一份数量为 － Δ 的资产的投资组合，
这个数量没有特殊性．投资组合的价值为

Π ＝ Ｖ － ΔＳ． （３）　 　 　 　



在非常小的时间段内投资组合价值的增量为 ｄΠ ＝
ｄＶ － ΔｄＳ． 该段时间里持有的资产数量 Δ 固定．如果

Δ 是不固定的，则 ｄΠ 将包含 ｄΔ．利用式（１）—（３），
可知 Π 是一个 Ｉｔô 过程，满足 ＳＤＥ：

ｄΠ＝ 􀆟Ｖ
􀆟ｔ

＋μＳ 􀆟Ｖ
􀆟Ｓ

＋ １
２
σ２Ｓ２ 􀆟２Ｖ

􀆟Ｓ２－μΔＳ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ＋σＳ 􀆟Ｖ

􀆟Ｓ
－Δæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ．

（４）
为了消掉随机因素，选取

Δ＝􀆟Ｖ
􀆟Ｓ

． （５）

注意Δ是时间段 ｄｔ开始时 􀆟Ｖ ／ 􀆟Ｓ的值．以上设定导致

了增量完全确定的投资组合价值遵循：

ｄΠ＝ 􀆟Ｖ
􀆟ｔ

＋ １
２
σ２Ｓ２ 􀆟２Ｖ

􀆟Ｓ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ． （６）

在无交易费用的假设下来解释套利和供需平衡

的定义．数量为 Π 的资金投资在资产市场在时间段

ｄｔ 里的收益为 ｒΠｄｔ．如果式（６） 的右端项大于这个

值，则套利者就会借款 Π 投资到这个投资组合中从

而获得有保证的低风险收益，该收益要高于借贷费

用．相反地，如果式（６） 的右端项小于 ｒΠｄｔ，则套利

者就会卖空这个投资组合将资金 Π 存至银行．两种

情况都会使套利者获得低风险、无花费的即时收益．
具有这样投资能力的套利者的存在保证了投资组合

和银行账户收益几乎相等．因此，有

ｒΠｄｔ ＝
􀆟Ｖ
􀆟ｔ

＋ １
２
σ２Ｓ２ 􀆟２Ｖ

􀆟Ｓ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ， （７）

将式（３）和（５）代入式（７），两边除以 ｄｔ，得
􀆟Ｖ
􀆟ｔ

＋ １
２
σ２Ｓ２ 􀆟２Ｖ

􀆟Ｓ２
＋ ｒＳ 􀆟Ｖ

􀆟Ｓ
－ ｒＶ ＝ ０， （８）

这就是 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ＰＤＥ．式（８）并不包含资产增长

参数 μ，换句话说，期权的价格独立于资产增长速度

的快慢．描述资产价格 ＳＤＥ（１）的波动率 σ 是该方程

影响期权价值的唯一参数，原因在于不同的人尽管

同意期权价值，但对 μ 的估计可以是不同的．

２　 欧式期权的终端条件

推导了期权价值满足的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ＰＤＥ 后，
必须要考虑终端条件使得该 ＰＤＥ 有唯一解．

首先讨论欧式看涨期权．利用 Ｃ（Ｓ，ｔ）代替 Ｖ（Ｓ，
ｔ）表示该期权价值，执行价格为 Ｅ，执行时间为 Ｔ．接
下来考虑欧式期权到期日，即在 ｔ＝Ｔ 时刻，发生了什

么．简单的套利原则可以知道期权的价值．到期时，如
果 Ｓ＞Ｅ，就会行权，利用数量 Ｅ 的资金购买价值 Ｓ 的

资产，获得收益为 Ｓ－Ｅ；另一方面，到期时，如果 Ｓ≤

Ｅ，将不再行权，无收益，否则会导致 Ｅ－Ｓ 的损失．因
此，到期日看涨期权价值为

Ｃ（Ｓ，Ｔ） ＝ ｍａｘ（Ｓ － Ｅ，０）， （９）
这是 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ＰＤＥ 的终端条件．

利用 Ｐ（Ｓ，ｔ）代替 Ｖ（Ｓ，ｔ）表示看跌期权的价值，
类似地可以证明看跌期权到期日的收益（也是终端

条件）为
Ｐ（Ｓ，Ｔ） ＝ ｍａｘ（Ｅ － Ｓ，０） ． （１０）

３　 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式

在前一节本文证明了如果资产价格遵循线

性 ＳＤＥ：
ｄＳ（ ｔ） ＝ μＳ（ ｔ）ｄｔ ＋ σＳ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），

则 ｔ 时刻依赖于资产价格 Ｓ 的欧式看涨期权价值

Ｃ（Ｓ，ｔ）满足 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ＰＤＥ：
􀆟Ｃ
􀆟ｔ

＋ １
２
σ２Ｓ２ 􀆟２Ｃ

􀆟Ｓ２
＋ ｒＳ 􀆟Ｃ

􀆟Ｓ
－ ｒＣ ＝ ０，

　 　 Ｓ ＞ ０，ｔ ∈ ［０，Ｔ］， （１１）
其中 ｒ 是风险自由的利率，σ 是波动率．进一步，终端

条件为欧式期权的最终收益

Ｃ（Ｓ，Ｔ）＝ ｍａｘ（Ｓ－Ｅ，０）， （１２）
其中 Ｅ＞０ 是该衍生证券的执行价格，Ｔ 是到期时间．
为了给欧式看涨期权定价，需要解具有终端条件

（１２）的 ＰＤＥ（１１） ．如果能够得到该 ＰＤＥ 的显式解

Ｃ，则如果知道 ｔ 时刻的资产价格 Ｓ，就可以知道当时

的期权价值 Ｃ（Ｓ，ｔ） ．
定理 １（欧式看涨期权的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式）

ＰＤＥ（１１）的解的显式表达式为

Ｃ（Ｓ，ｔ）＝ ＳＮ（ｄ１）－Ｅｅ
－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２）， （１３）

其中 Ｎ（ｘ）是标准正态分布的累积概率分布函数，即

Ｎ（ｘ） ＝ １
２π
∫ｘ

－∞
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ，

其中

ｄ１ ＝
ｌｏｇ（Ｓ ／ Ｅ）＋ ｒ＋ １

２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）

σ Ｔ－ｔ
，

ｄ２ ＝
ｌｏｇ（Ｓ ／ Ｅ）＋ ｒ－ １

２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）

σ Ｔ－ｔ
．

证明　 该定理能够利用 ＰＤＥ 的技巧证明，但本

文将使用概率的方法证明［５］ ．给定一对 Ｓ＞０ 和 ｔ∈
［０，Ｔ］，引入 ＳＤＥ：
ｄｘ（ｕ）＝ ｒｘ（ｕ）ｄｕ＋σｘ（ｕ）ｄＢ（ｕ），　 ｔ≤ｕ≤Ｔ， （１４）

９０４
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满足初值条件 ｘ（ ｔ）＝ Ｓ．文献［６］证明了线性 ＳＤＥ 可

以显式求解．特别地，有

ｘ（Ｔ）＝ Ｓｅｘｐ ｒ－ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）＋σ（Ｂ（Ｔ）－Ｂ（ｔ））é

ë
êê

ù

û
úú ． （１５）

定义 Ｃ２，１函数

Ｖ（ｘ，ｕ）＝ Ｃ（ｘ，ｕ）ｅｒ（Ｔ－ｕ），　 （ｘ，ｕ）∈（０，∞）×［ｔ，Ｔ］，
其中 Ｃ（ｘ，ｕ）满足 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ＰＤＥ（变量取为 ｘ 和

ｕ 而不是 Ｓ 和 ｔ），即
􀆟Ｃ
􀆟ｕ

＋ １
２
σ２ｘ２ 􀆟２Ｃ

􀆟ｘ２ ＋ｒｘ
􀆟Ｃ
􀆟ｘ

－ｒＣ＝ ０． （１６）

计算

􀆟Ｖ
􀆟ｕ

＝ 􀆟Ｃ
􀆟ｕ

－ｒＣæ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｒ（Ｔ－ｕ），　 􀆟Ｖ

􀆟ｘ
＝􀆟Ｃ
􀆟ｘ

ｅｒ（Ｔ－ｕ），

􀆟２Ｖ
􀆟２ｘ

＝􀆟２Ｃ
􀆟２ｘ

ｅｒ（Ｔ－ｕ） ．

利用 Ｉｔô 公式

ｄＶ（ｘ（ｕ），ｕ） ＝
é

ë
ê
ê
􀆟Ｖ（ｘ（ｕ），ｕ）

􀆟ｕ
＋ 􀆟Ｖ（ｘ（ｕ），ｕ）

􀆟ｘ
ｒｘ（ｕ） ＋

１
２

􀆟２Ｖ（ｘ（ｕ），ｕ）
􀆟２ｘ

σ２ｘ２（ｕ） ù

û
ú
úｄｕ ＋

􀆟Ｖ（ｘ（ｕ），ｕ）
􀆟ｘ

σｘ（ｕ）ｄＢ（ｕ） ＝

ｅｒ（Ｔ－ｕ） [􀆟Ｃ（ｘ（ｕ），ｕ）􀆟ｕ
－ ｒＣ（ｘ（ｕ），ｕ） ＋

ｒｘ（ｕ） 􀆟Ｃ（ｘ（ｕ），ｕ）
􀆟ｘ

＋ １
２
σ２ｘ２（ｕ） 􀆟２Ｃ（ｘ（ｕ），ｕ）

􀆟２ｘ ]ｄｕ ＋

σｘ（ｕ）ｅｒ（Ｔ－ｕ） 􀆟Ｃ（ｘ（ｕ），ｕ）
􀆟ｘ

ｄＢ（ｕ） ．

由式（１６）可知

ｄＶ（ｘ（ｕ），ｕ）＝ 􀆟Ｖ（ｘ（ｕ），ｕ）
􀆟ｘ

σｘ（ｕ）ｄＢ（ｕ） ．

两边由 ｕ＝ ｔ 到 ｕ＝Ｔ 积分，得

Ｖ（ｘ（Ｔ），Ｔ） － Ｖ（ｘ（ｔ），ｔ）＝ ∫Ｔ
ｔ

􀆟Ｖ（ｘ（ｕ），ｕ）
􀆟ｘ

σｘ（ｕ）ｄＢ（ｕ）．

两端取期望，利用 Ｉｔô 积分的性质，有
ＥＶ（ｘ（Ｔ），Ｔ）－ＥＶ（ｘ（ ｔ），ｔ）＝ ０．

注意到

Ｖ（ｘ（Ｔ），Ｔ）＝ Ｃ（ｘ（Ｔ），Ｔ）＝ ｍａｘ（ｘ（Ｔ）－Ｅ，０）
且

Ｖ（ｘ（ ｔ），ｔ）＝ Ｃ（ｘ（ ｔ），ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）＝ Ｃ（Ｓ，ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ），
因此 Ｅ［ｍａｘ（ｘ（Ｔ）－Ｅ，０）］－Ｃ（Ｓ，ｔ）ｅｒ（Ｔ－ｔ）＝ ０，即

Ｃ（Ｓ，ｔ）＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｅ［ｍａｘ（ｘ（Ｔ）－Ｅ，０）］ ． （１７）
又由于

ｌｏｇ（ｘ（Ｔ））＝ ｌｏｇ（Ｓ）＋ ｒ－ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）＋

　 　 σ（Ｂ（Ｔ）－Ｂ（ ｔ）） ～Ｎ（ μ^，σ^２），

其中 μ^＝ ｌｏｇ（Ｓ）＋ ｒ－ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ），　 σ^＝σ Ｔ－ｔ ．

因此 Ｚ：＝ ｌｏｇ（ｘ（Ｔ））－μ^
σ^

～Ｎ（０，１），故 ｘ（Ｔ）＝ ｅ μ^＋σ^Ｚ ．

进一 步， ｘ （ Ｔ ） － Ｅ ≥ ０， 即 ｅ μ^＋σ^Ｚ ≥ Ｅ， 等 价 于

Ｚ≥ｌｏｇ（Ｅ）－μ^
σ^

．

因此

Ｅ［ｍａｘ（ｘ（Ｔ） － Ｅ，０）］ ＝ Ｅ［ｍａｘ（ｅ μ^ ＋σ^ｚ － Ｅ，０）］ ＝

∫∞ｌｏｇ（Ｅ） －μ^
σ^

（ｅ μ^ ＋σ^ｚ － Ｅ） １
２π

ｅ － １
２ ｚ

２ｄｚ．

计算

ｌｏｇ（Ｅ）－μ^
σ^

＝
ｌｏｇ（Ｅ）－ｌｏｇ（Ｓ）－ ｒ－ １

２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）

σ Ｔ－ｔ
＝

　 　 －
ｌｏｇ（Ｓ ／ Ｅ）＋ ｒ－ １

２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）

σ （Ｔ－ｔ）
＝ －ｄ２ ．

故

Ｅ［ｍａｘ（ｘ（Ｔ） － Ｅ，０）］ ＝ １
２π
∫∞

－ｄ２
（ｅμ^＋σ^ｚ － Ｅ）ｅ－ １

２ ｚ
２ｄｚ ＝

１
２π
∫∞

－ｄ２
ｅ μ^ ＋σ^ｚ－ １

２ ｚ
２ｄｚ － Ｅ

２π
∫∞

－ｄ２
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ．

根据正态分布的对称性，计算

１
２π
∫∞

－ｄ２
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ ＝ １

２π
∫－ｄ２

∞
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ ＝ Ｎ（ｄ２） （１９）

和

１
２π
∫∞

－ｄ２
ｅ μ^ ＋σ^ｚ－ １

２ ｚ
２ｄｚ ＝ １

２π
∫∞

－ｄ２
ｅ μ^ ＋ １

２ σ^
２－ １

２ （ ｚ－σ^） ２ｄｚ ＝

ｅμ^＋
１
２ σ^

２

２π
∫∞

－ｄ２
ｅ－ １

２ （ｚ－σ^）
２ｄｚ ＝ ｅμ^＋

１
２ σ^

２

２π
∫∞

－（ｄ２＋σ^）
ｅ－ １

２ ｘ
２ｄｘ ＝

ｅ μ^ ＋ １
２ σ^

２

２π
∫ｄ２＋σ^

－∞
ｅ － １

２ ｘ
２ｄｘ ＝ ｅ μ^ ＋ １

２ σ^
２Ｎ（ｄ２ ＋ σ^） ＝

ｅ μ^ ＋ １
２ σ^

２Ｎ（ｄ１），

其中 ｄ１ ＝ｄ２＋σ^．将式（１９），（２０）代入式（１８）中，得

Ｅ［ｍａｘ（ｘ（Ｔ）－Ｅ，０）］ ＝ｅ μ^＋ １
２ σ^

２Ｎ（ｄ１）－ＥＮ（ｄ２） ．
将上式代入式（１７）得

Ｃ（Ｓ，ｔ）＝ ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ） ( ｅ μ^＋ １
２ σ^

２Ｎ（ｄ１）－ＥＮ（ｄ２） )＝

０１４
毛学荣，等．金融领域的随机建模与基于软件 Ｒ 的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟（５）：Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 的世界．

ＭＡＯ Ｘｕｅｒｏｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｉｎ Ｆｉｎａｎｃｅａｎｄ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｒ．Ｐａｒｔ Ｅ：Ｔｈｅ Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ｗｏｒｌｄ．



Ｎ（ｄ１）ｅｘｐ －ｒ（Ｔ－ｔ）＋ｌｏｇＳ＋ ｒ－ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔ－ｔ）＋ １

２
σ２（Ｔ－ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú －

Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２）＝ ＳＮ（ｄ１）－Ｅｅ
－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２） ．

证毕．
利用欧式看涨期权定价公式很容易得到欧式看

跌期权定价公式．令 Ｐ（Ｓ，ｔ）是时刻 ｔ 依赖于资产价

格 Ｓ 的欧式看跌期权价值，则到期日它的价值为

Ｐ（Ｓ，Ｔ）＝ ｍａｘ（Ｅ－Ｓ，０） ．
利用平价原则，有 Ｓ＋Ｐ（Ｓ，ｔ）－Ｃ（Ｓ，ｔ）＝ Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ） ．因此

Ｐ（Ｓ，ｔ）＝ Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ） ＋Ｃ（Ｓ，ｔ）－Ｓ．
将式（１３）代入上式得

Ｐ（Ｓ，ｔ）＝ Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ） ＋ＳＮ（ｄ１）－Ｅｅ
－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２）－Ｓ＝

Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（－ｄ２）－ＳＮ（－ｄ１） ．
定理 ２　 （欧式看跌期权的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式） ｔ

时刻依赖于资产价格 Ｓ 的欧式看跌期权价值为

Ｐ（Ｓ，ｔ）＝ ＥＮ（－ｄ２）ｅ
－ｒ（Ｔ－ｔ） －ＳＮ（－ｄ１），

其中 ｄ１ 和 ｄ２ 的定义同定理 １．

４　 利用软件 Ｒ 的模拟

４􀆰 １　 欧式看涨期权价值

基于欧式看涨期权的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式（１３），
设计 Ｒ 程序（定义为函数）去计算看涨期权价值：

＞ ＢＳｃａｌｌ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，ａ，ｂ，Ｔ，Ｅ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，ａ，ｂ，Ｔ，Ｅ，ｄＳ＝ａＳｄｔ＋ｂＳｄＢ，０ ＼ ｌｅ ｔ ＼ ｌｅ Ｔ
＋ｄ１＝（ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｅ）＋（ａ＋０􀆰 ５∗ｂ２）∗Ｔ） ／ （ｂ∗ｓｑｒｔ（Ｔ））
＋ｄ２＝（ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｅ）＋（ａ－０􀆰 ５∗ｂ２）∗Ｔ） ／ （ｂ∗ｓｑｒｔ（Ｔ））
＋Ｓ０∗ｐｎｏｒｍ（ｄ１）－Ｅ∗ｅｘｐ（－ａ∗Ｔ）∗ｐｎｏｒｍ（ｄ２）

实例 １　 考虑资产价格模型

ｄＳ（ ｔ） ＝ ０􀆰 ０５Ｓ（ ｔ）ｄｔ ＋ ０􀆰 ０３Ｓ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），　 Ｓ（０） ＝ １０
和 Ｔ＝ １ 时刻执行价为 Ｅ ＝ １０􀆰 ０５ 的欧式看涨期权，
其中风险自由的利率 ｒ ＝ ０􀆰 ０５，波动率 σ ＝ ０􀆰 ０３．在 Ｒ
软件中输入＞ＢＳｃａｌｌ（１０，０􀆰 ０５，０􀆰 ０３，１，１０􀆰 ０５）就可以

获得 ０ 时 刻 欧 式 看 涨 期 权 价 值 为 Ｃ（１０，０） ＝
０􀆰 ４４８ ７３１ ８．

为了测试 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟的有效性，设计 Ｒ 函

数为
＞ ＥＭｃａｌｌ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，ａ，ｂ，Ｍ，Ｎ，Ｅ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，ａ，ｂ，Ｍ，Ｎ，Ｅ ｆｏｒ ｄＳ＝ ａＳｄｔ＋ｂＳｄＢ，
＋＃＃ Ｔ＝Ｍ∗Ｄｔ，Ｎ＝ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ
＋ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ＸＴ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：Ｎ）｛
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）｛ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］∗（１＋ａ∗Ｄｔ＋ｂ∗ｓｑｒｔ（Ｄｔ）

∗ｒｎｏｒｍ（１））｝

＋ＸＴ［ｊ］ ＝ ｘ［Ｍ］｝
＋ｐａｙｏｆｆ ＜－ＸＴ－Ｅ
＋ｐａｙｏｆｆ［ｐａｙｏｆｆ＜０］ ＜－０
＋ｈｉｓｔ（ｐａｙｏｆｆ）
＋ｅｘｐ（－ａ∗Ｍ∗Ｄｔ）∗ｍｅａｎ（ｐａｙｏｆｆ）

注意：演绎 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟时，要用到 Ｂｌａｃｋ⁃
Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式证明中的 ＳＤＥ（１４） （用 ｒ 代替 μ）和式

（１７）．
实例 １ 的延续　 令步长 Ｄｔ＝ ０􀆰 ００１，模拟 ＳＤＥ 的

１ ０００ 条样本路径，计算 Ｔ＝ １ 时刻的收益均值，再乘

以 ｅ－０􀆰 ０５，即输入
ＥＭｃａｌｌ（１０，０􀆰 ００１，０􀆰 ０５，０􀆰 ０３，１０００，１０００，１０􀆰 ０５）

就得到了看涨期权价值的近似值 ０􀆰 ４４９ ２６１ ５，这个

值与理论值非常接近，参见看涨期权收益的柱状图

（图 １）．

图 １　 看涨期权收益的柱状图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｈｉｓｔｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｌｌ ｏｐｔｉｏｎ

４􀆰 ２　 欧式看跌期权价值

基于看跌期权的 Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 公式（式 ２１），设
计计算看跌期权价值的 Ｒ 函数：

＞ ＢＳｐｕｔ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，ａ，ｂ，Ｔ，Ｅ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，ａ，ｂ，Ｔ，Ｅ，ｄＳ＝ａＳｄｔ＋ｂＳｄＢ，０ ＼ ｌｅ ｔ ＼ ｌｅ Ｔ
＋ｄ１＝（ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｅ）＋（ａ＋０􀆰 ５∗ｂ２）∗Ｔ） ／ （ｂ∗ｓｑｒｔ（Ｔ））
＋ｄ２＝（ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｅ）＋（ａ－０􀆰 ５∗ｂ２）∗Ｔ） ／ （ｂ∗ｓｑｒｔ（Ｔ））
＋Ｅ∗ｅｘｐ（－ａ∗Ｔ）∗ｐｎｏｒｍ（－ｄ２）－Ｓ０∗ｐｎｏｒｍ（－ｄ１）｝
实例 ２　 考虑资产价格模型

ｄＳ（ ｔ） ＝ ０􀆰 ０５Ｓ（ ｔ）ｄｔ ＋ ０􀆰 ０３Ｓ（ ｔ）ｄＢ（ ｔ），　 Ｓ（０） ＝ １０
和 Ｔ＝ １ 时刻执行价为 Ｅ ＝ １０􀆰 ０５ 的欧式看跌期权，
其中风险自由的利率 ｒ ＝ ０􀆰 ０５，波动率 σ ＝ ０􀆰 ０３．在 Ｒ
软件中输入＞ＢＳｐｕｔ（１０，０􀆰 ０５，０􀆰 ０３，１，１０􀆰 ０５）就可以

获得 ０ 时 刻 欧 式 看 跌 期 权 价 值 为 Ｐ（１０，０） ＝
０􀆰 ００８ ５８７ ５３９．

注意到 Ｓ（０） ＝ １０，Ｐ（１０，０） ＝ ０􀆰 ００８ ５８７ ５３９，
Ｃ（１０，０） ＝ ０􀆰 ４４８ ７３１ ８ 和 Ｅｅ －０􀆰 ０５ ＝ ９􀆰 ５５９ ８５６，显然

１１４
学报：自然科学版，２０１５，７（５）：４０８⁃４１３
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Ｓ（０） ＋ Ｐ（１０，０） － Ｃ（１０，０） ＝ Ｅｅ －０􀆰 ０５，
这验证了平价原则．

类似地，为了演绎 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟，设计 Ｒ 函

数为
＞ ＥＭｐｕｔ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，Ｄｔ，ａ，ｂ，Ｍ，Ｎ，Ｅ）｛
＋＃＃ ｇｉｖｅ Ｓ０，Ｄｔ，ａ，ｂ，Ｍ，Ｎ，Ｅ ｆｏｒ ｄＳ＝ ａＳｄｔ＋ｂＳｄＢ，
＋＃＃ Ｔ＝Ｍ∗Ｄｔ，Ｎ＝ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ
＋ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ＸＴ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：Ｎ）｛
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：Ｍ）｛ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］∗（１＋ａ∗Ｄｔ＋ｂ∗ｓｑｒｔ（Ｄｔ）

∗ｒｎｏｒｍ（１））｝
＋ＸＴ［ｊ］ ＝ ｘ［Ｍ］｝
＋ｐａｙｏｆｆ ＜－Ｅ－ＸＴ＋ｐａｙｏｆｆ［ｐａｙｏｆｆ＜０］ ＜－０
＋ｈｉｓｔ（ｐａｙｏｆｆ）
＋ｅｘｐ（－ａ∗Ｍ∗Ｄｔ）∗ｍｅａｎ（ｐａｙｏｆｆ）｝

实例 ２ 的延续　 令步长 Ｄｔ＝ ０􀆰 ００１，模拟 ＳＤＥ 的

１ ０００ 条样本路径，计算 Ｔ＝ １ 时刻的收益均值，再乘

以 ｅ－０􀆰 ０５，即输入
ＥＭｐｕｔ（１０，０􀆰 ００１，０􀆰 ０５，０􀆰 ０３，１０００，１０００，１０􀆰 ０５）

就得到了看跌期权价值的近似值 ０􀆰 ００８ ９２９ ４５５，这
个值与理论值非常接近，参见看跌期权收益的柱状

图（图 ２）．

图 ２　 看跌期权收益的柱状图

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｈｉｓｔｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ ｏｆ ｔｈｅ ｐｕｔ ｏｐｔｉｏｎ

５　 希腊符号

Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 模型的本质想法在于以恰当的方

式买卖资产从而达到避险和套利期权的目的．这种

避险的方式被称为 Ｄｅｌｔａ 避险，是银行投资和对冲基

金业务中使用的多种复杂避险保值策略的基础．期
权价值的多个偏导数被广泛使用，并以希腊符号命

名，其中 ｖｅｇａ 并不是希腊符号，但也被用于命名期

权价值的一个偏导数．
定义 １

Δ ∶ ＝
􀆟Ｃ
􀆟Ｓ

，　 Γ ∶ ＝
􀆟２Ｃ
􀆟Ｓ２ ，　 ρ ∶ ＝

􀆟Ｃ
􀆟ｒ

，

Θ ∶ ＝
􀆟Ｃ
􀆟ｔ

，　 ｖｅｇａ ∶ ＝
􀆟Ｃ
􀆟σ

．

对式（１３）中 Ｃ 微分，利用 Ｎ（ ｓ），ｄ１ 和 ｄ２ 的定义以及

关系 ｄ２ ＝ ｄ１ －σ Ｔ－ｔ ，可以得到这些量的显式表达

式．在此计算过程前，注意到两个事实，一个是由

Ｎ（ｘ）的定义可得 Ｎ′（ｘ）＝ １
２π

ｅ－ １
２ ｘ

２ ．另一个事实表达

为如下引理：
引理 １　 ＳＮ′（ｄ１）－ｅ

－ｒ（Ｔ－ｔ）ＥＮ′（ｄ２）＝ ０．
证明　 事实上

ｌｏｇ
ＳＮ′（ｄ１）

ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）ＥＮ′（ｄ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 ｌｏｇ（Ｓ）－ １
２
ｄ２

１＋ｒ（Ｔ－ｔ）－ｌｏｇ（Ｅ）＋
１
２
ｄ２

２ ＝

　 　 ｌｏｇ（Ｓ ／ Ｅ）＋ｒ（Ｔ－ｔ）＋ １
２
（ｄ２

２－ｄ２
１） ．

利用 ｄ１ 和 ｄ２ 的定义，计算得

ｄ２
２－ｄ２

１ ＝（ｄ２＋ｄ１）（ｄ２－ｄ１）＝ －２ｌｏｇ（Ｓ ／ Ｅ）－２ｒ（Ｔ－ｔ），
因此

ｌｏｇ
ＳＮ′（ｄ１）

ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）ＥＮ′（ｄ２）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

证毕．
式（１３）两端对 Ｓ 求偏导，有

Δ＝Ｎ（ｄ１）＋ＳＮ′（ｄ１）
􀆟ｄ１

􀆟Ｓ
－Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ′（ｄ２）

􀆟ｄ２

􀆟Ｓ
＝

　 　 Ｎ（ｄ１）＋
Ｎ′（ｄ１）

σ Ｔ－ｔ
－Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ） Ｎ′（ｄ２）

Ｓσ Ｔ－ｔ
．

根据引理 １，消掉右端第二项和第三项，故
Δ＝Ｎ（ｄ１） ． （２２）

继续对 Ｓ 求偏导，有

Γ＝Ｎ′（ｄ１）
􀆟ｄ１

􀆟Ｓ
＝
Ｎ′（ｄ１）

Ｓσ Ｔ－ｔ
． （２３）

接下来，式（１３）两端对 ｒ 求偏导，有

ρ＝ＳＮ′（ｄ１）
􀆟ｄ１

􀆟ｒ
＋（Ｔ－ｔ）Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２）－

　 　 Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ′（ｄ２）
􀆟ｄ２

􀆟ｒ
＝

　 　 ＳＮ′（ｄ１）
Ｔ－ｔ
σ

＋（Ｔ－ｔ）Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２）－

２１４
毛学荣，等．金融领域的随机建模与基于软件 Ｒ 的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟（５）：Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ 的世界．

ＭＡＯ Ｘｕｅｒｏｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｉｎ Ｆｉｎａｎｃｅａｎｄ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｒ．Ｐａｒｔ Ｅ：Ｔｈｅ Ｂｌａｃｋ⁃Ｓｃｈｏｌｅｓ ｗｏｒｌｄ．



　 　 Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ′（ｄ２）
Ｔ－ｔ
σ

．

根据引理 １，消掉右端第一项和第三项，故
ρ＝（Ｔ－ｔ）Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２） ． （２４）

进一步，式（１３）两端对 ｔ 求偏导，有

Θ＝􀆟Ｃ
􀆟ｔ

＝ＳＮ′（ｄ１）
􀆟ｄ１

􀆟ｔ
－Ｅｒｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２）－Ｅｅ

－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ′（ｄ２）
􀆟ｄ２

􀆟ｔ
．

根据 ｄ２ ＝ｄ１－σ Ｔ－ｔ ，可知
􀆟ｄ２

􀆟ｔ
＝
􀆟ｄ１

􀆟ｔ
＋ σ
２ Ｔ－ｔ

．

利用上式和引理 １，有

Θ＝ －
ＳσＮ′（ｄ１）

２ Ｔ－ｔ
－ｒＥｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ（ｄ２） ． （２５）

最后，式（１３）两端对 σ 求偏导，有

ｖｅｇａ＝ 􀆟Ｃ
􀆟σ

＝ＳＮ′（ｄ１）
􀆟ｄ１

􀆟σ
－Ｅｅ－ｒ（Ｔ－ｔ）Ｎ′（ｄ２）

􀆟ｄ２

􀆟σ
．

注意到
􀆟ｄ２

􀆟σ
＝
􀆟ｄ１

􀆟σ
－ Ｔ－ｔ ．利用上式和引理 １，有

ｖｅｇａ＝Ｓ Ｔ－ｔ Ｎ′（ｄ１） ． （２６）
下面从金融的观点来解释这些希腊公式：
１） 由式（２２），可见 Δ＞０．这是合理的，因为随着

到期日资产价格的增高期权收益也会增高．
２） 由式（２４），可见 ρ＞０．注意到增加的利率相当

于执行价格 Ｅ 的降低（达到未来某一时刻数量为 Ｅ
的资金随着利率的提升现在的数量变少了），这使得

期权收益变高，期权价值增大．

３） 由式（２６），可见 ｖｅｇａ＞０．注意到波动率增大

导致资产价格范围更大．然而，一方面，资产价格变

得更低对期权价值毫无影响（期权收益保持在 ０），
另一方面，资产价格变得更高将导致期权更大的收

益．因此，这种非对称性将导致增大的 σ 对期权价值

有正的效应．
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