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０　 引言

　 　 文献［１］讨论了离散时间的 ＣＲＲ 模型［２］，它仅用到了二项分布

的理论．本文将讨论连续时间模型．大多数连续时间模型包括几何布

朗运动模型都要用到有难度的 Ｉｔô 公式［３⁃５］，然而随机对数线性模型

（简称为 ＳＬＬ 模型）是一个特例，它的建立仅用到基本的正态分布理

论［５⁃８］ ．为了令读者更容易理解连续时间模型，首先介绍 ＳＬＬ 模型．

１　 银行存款账户

由于 ＳＬＬ 模型建立的灵感来自于银行存款账户，因此先回顾一

下银行存款利率以及相应的微分方程模型．
１ １　 离散和连续时间利率

银行存款账户一般按年计息．令年利率为 ｒａ，如果今天存入 Ｓ０（即
０ 时刻），１ 年后将得到 Ｓ０（１ ＋ ｒａ） ．经常也采用复利月利率甚至天利率

计息．如果令 ｒ１２ 和 ｒ３６５ 分别代表月利率和天利率，则（１ ＋ ｒ１２） １２ ＝
（１ ＋ｒ３６５） ３６５ ＝ １ ＋ ｒａ ．

现在考虑连续时间付息的情形．令 ｒ是连续的复利利率，假设你在

０ 时刻存入 Ｓ０ ．为了计算连续时间下 ｔ 时刻存款账户余额，对一个充分

大的整数 ｎ，考虑 ｉ ／ ｎ时刻复利利息为 ｒｔ ／ ｎ，ｉ ＝ １，…，ｎ，则 ｔ时刻银行账

户有存款 Ｓ０ １ ＋ ｒｔ
ｎ
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．令 ｎ→∞，故 ｔ时刻账户有存款 Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ０ ｅｒｔ ．为

了说明 ｒ 和 ｒａ 之间关系，注意到 Ｓ（１） ＝ Ｓ０ ｅｒ ＝ Ｓ０（１ ＋ ｒａ），这意味着

ｒ ＝ ｌｏｇ（１ ＋ ｒａ） ． （１）

１ ２　 对数线性和常微分方程模型

注意到 ｌｏｇ（Ｓ（ ｔ）） 是 ｔ的线性函数，即 ｌｏｇ（Ｓ（ ｔ）） ＝ ｌｏｇ（Ｓ０） ＋ ｒ ｔ，
ｔ ≥０．换而言之，存款账户价值符合对数线性模型（图 １） ．进一步，Ｓ（ ｔ）
遵循以下线性常微分方程

ｄＳ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ｒＳ（ ｔ），　 ｔ ≥ ０，　 Ｓ（０） ＝ Ｓ０，

或积分方程

Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ０ ＋ ∫ｔ
０
ｒＳ（ｕ）ｄｕ，　 ｔ ≥ ０． 　 　 　 　



图 １　 随机对数线性模型

Ｆｉｇ １　 Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｌｏｇ⁃ｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ

２　 股票价格的对数线性模型

考虑到股票价格类似于银行存款账户但又具有

随机行为，更准确地，假设股票价格围绕內秉增长成

分 ｂ（具有确定的增长率）波动．
为了理解随机部分的行为，可以回顾一下概率

中连续值随机变量的基本概念［９］ ．但本文主要目的

是引进免费统计软件 Ｒ 来进行连续随机变量的计算

与仿真［１０］ ．

２ １　 连续值随机变量与统计软件 Ｒ
考虑取值于 Ｒ 的连续随机变量．连续随机变量

以密度函数为特征．假设 Ｘ 是一个连续随机变量，存
在实值密度函数 ｆ，故

Ｐ（ａ ≤ Ｘ ≤ ｂ） ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ． （２）

为了使式（２）有意义，要求对所有 ｘ，ｆ（ｘ） ≥ ０ （不允

许负概率），且∫∞
－∞

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ １（全概率为 １） ．用 Ｅ（Ｘ）

表示 Ｘ的期望，定义为Ｅ（Ｘ）＝ ∫∞
－∞

ｘｆ（ｘ）ｄｘ．注意到有

些情况下期望是没有定义的，因为广义积分不存在．
这里，只要提到 Ｅ，总是假设广义积分存在．

和离散情况一样，定义方差为 ｖａｒ（Ｘ） ＝ Ｅ（（Ｘ －
Ｅ（Ｘ）） ２） ．和离散情况一样，对连续随机变量的基本

等式

Ｅ（Ｘ ＋ Ｙ） ＝ Ｅ（Ｘ） ＋ Ｅ（Ｙ） （３）
仍然成立．

密度函数为

ｆ（ｘ） ＝
１ ／ （ｂ － ａ），　 ａ ≤ ｘ ≤ ｂ，
０{ （４）

的随机变量 Ｘ 被称为具有［ａ，ｂ］ 上均匀分布的随机

变量，记为 Ｘ ～ Ｕ［ａ，ｂ］ ．它具有期望

Ｅ（Ｘ） ＝ ∫∞
－∞

ｘｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｂ
ａ
ｘｄｘ ＝ １

ｂ － ａ
ｘ２
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ａ
＝ ａ ＋ ｂ

２
．

具有密度函数

ｆ（ｘ） ＝
λｅ －λｘ，　 ｘ ≥ ０，
０{

的连续随机变量Ｘ，其中λ ＞ ０，被称为具有参数为λ
的指数分布的随机变量，期望 Ｅ（Ｘ） ＝ １ ／ λ．

设 ｈ是关于连续随机变量Ｘ的函数，则以下关于

期望的有用结论成立：

Ｅ（ｈ（Ｘ）） ＝ ∫∞
－∞

ｈ（ｘ） ｆ（ｘ）ｄｘ． （５）

对 ２ 个独立的随机变量 Ｘ 和 Ｙ，合理的解释是 Ｘ
的取值不依赖于 Ｙ 的取值．独立性的标准定义仍需

要一些背景知识，这里给出它的一个等价条件，即对

所有函数 ｇ，ｈ：Ｒ → Ｒ，有
Ｅ（ｇ（Ｘ）ｈ（Ｙ）） ＝ Ｅ（ｇ（Ｘ））Ｅ（ｈ（Ｙ）） ．

特别地，将 ｇ 和 ｈ 取为恒等函数，下式成立：
Ｘ 和 Ｙ 独立 → Ｅ（ＸＹ） ＝ Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ）， （６）

同时， ｖａｒ（Ｘ ＋ Ｙ）＝ ｖａｒ（Ｘ） ＋ ｖａｒ（Ｙ） ．注意到当Ｘ和Ｙ
不独立时，Ｅ（ＸＹ） ＝ Ｅ（Ｘ）Ｅ（Ｙ） 一般不成立．例如，Ｘ
具有指数分布，Ｙ ＝ Ｘ，但 Ｅ（Ｘ２） ≠ （Ｅ（Ｘ）） ２ ．

图 ２　 服从 Ｎ（０，１）随机变量的密度函数

Ｆｉｇ ２　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｎ（０，１） ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ

这里要用到的一类最重要的随机变量为标准正

态随机变量，它的密度函数为

ｆ（ｘ） ＝ １
２π

ｅｘｐ － ｘ２

２
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它的曲线是钟形的．对这类随机变量，有 Ｅ（Ｘ） ＝ ０，
ｖａｒ（Ｘ） ＝ １．因此，用 Ｎ（０，１） 表示这类随机变量（Ｎ
代表正态，０ 是期望，１ 是方差） ．一般地，Ｎ（μ，σ ２） 代

表的随机变量具有密度函数

ｆ（ｘ） ＝ １

２πσ ２
ｅｘｐ － （ｘ － μ） ２

２σ ２
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÷ ． （８）

期望是 μ，方差是 σ ２ ．若随机变量 Ｘ 是 Ｎ（μ，σ ２） 的，
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则（Ｘ － μ） ／ σ 是 Ｎ（０，１） 的．
正态随机变量具有如下性质：若Ｘ１ 和Ｘ２ 是独立

的正态随机变量，期望分别为 μ １ 和 μ ２，方差分别为

σ ２
１ 和 σ ２

２，则 Ｘ１ ＋ Ｘ２ 是期望为 μ １ ＋ μ ２、方差为 σ ２
１ ＋

σ ２
２ 的正态随机变量．

概率论中的一个非常基本、漂亮、深刻的结论是

中心极限定理，粗略地说，就是独立同分布的随机变

量的和是正态的．更加精确地，令 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，… 是独

立同分布的随机变量，期望是 μ，方差是 σ ２，令 Ｓｎ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ ｉ，则由中心极限定理可知，对充分大的 ｎ，Ｓｎ 为

接近 Ｎ（ｎμ，ｎσ ２） 的随机变量． 换句话说， （Ｓｎ －

ｎμ） ／ （σ ｎ ） 接近 Ｎ（０，１） ．因此，对任意 ｘ，有

Ｐ
Ｓｎ － ｎμ

σ ｎ
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非常值得庆幸的是 Ｒ 软件可以很容易模拟概率

分布［１０］ ．文献［１］利用它模拟了二项分布，本文将继

续利用它进行更多的模拟．
利用命令“ｒｕｎｉｆ（Ｎ，ａ，ｂ）”模拟具有均匀分布的

Ｎ 个随机数．例如：
ｒｕｎｉｆ（５，１，２）
［１］ １ ３８０３１２ １ １８５８１３ １ ９２０８７４ １ ０１２３３４ １ ７８５７７４

令 ａ 和 ｂ 分别为 ０ 和 １，可以利用简单的命令
ｒｕｎｉｆ（５）
［ １ ］ ０ ０８２５２６４３ ０ ２７５２７０７６ ０ ９１６０３３４０

０ ９２３９１８１７ ０ ８８２３３５９４

模拟 ５ 个 Ｕ［０，１］的随机数．对于一个 Ｎ（０，１）的随

机变量 Ｘ，可以通过
ｐｎｏｒｍ（１ ９６）
［１］ ０ ９７５００２１

得到它的概率 Ｐ（Ｘ≤１ ９６） ．取自于 Ｎ（０，１）的 ６ 个

随机数可以利用
ｒｎｏｒｍ（６）
［１］ － １ ４７３９２３８ － ２ ０７８０９８２ － ０ ７１８２８２９ － ０ ２０５５６４５ －

１ ６３９４１４９ １ ９９４１３０３

模拟．类似地，对非标准 Ｎ（１，３２）的随机变量 Ｙ，可以

利用
ｐｎｏｒｍ（２，１，３）
［１］ ０ ６３０５５８７

得到概率 Ｐ（Ｙ≤２），且通过
ｒｎｏｒｍ（６，１，３）
［ １ ］ ２ ８８７７００９ ２ １０２２１３６ ６ ８２６３２４０ － ２ ５３８５６２５

２ ９３０６９１９ ０ ７９６０４３８

得到取自 Ｎ（１，３２）的 ６ 个随机数．

为了测试 ｒｕｎｉｆ 和 ｒｎｏｒｍ，进一步地，取 Ｍ 个样本

｛ξｉ｝Ｍ
ｉ ＝ １，计算样本均值μＭ ＝ １

Ｍ∑
Ｍ

ｉ ＝ １
ξｉ 和样本方差σ２

Ｍ ＝

１
Ｍ － １∑

Ｍ

ｉ ＝ １
（ξｉ － μＭ） ２ ． 这也可以通过 Ｒ 软件做到，例

如，通过
ｘ ＜－ｒｕｎｉｆ（Ｍ）
ｍｅａｎ（ｘ）
ｖａｒ（ｘ）

可以实现这一过程．

Ｍ １ ０００ １０ ０００ １００ ０００

μＭ ０ ５１４ ０５７ ４ ０ ４９６ ６３０ ９ ６ ７１

σ２
Ｍ ０ ０７８ ８２１ ２３ ０ ０８４ １５８ ５ ０ ０８３ ４９１ ６９

可见随着 Ｍ 的增加，对 ｒｕｎｉｆ 样本期望和方差越来越

接近［０，１］上均匀分布的期望 ０ ５ 和方差 １ ／ １２＝
０ ０８３ ３．类似地，对 ｒｎｏｒｍ 样本期望和方差越来越接

近收敛于 ０ 和 １．

Ｍ １ ０００ １０ ０００ １００ ０００

μＭ －０ ０３０ ７８５ ２２ ０ ００２ ４５０ ７５ －０ ００３ ３６３ ４６７

σ２
Ｍ ０ ９８３ ９２０ ５ １ ０２２ ８７ １ ００２ ４６

　 　 为了验证中心极限定理，利用 ｒｕｎｉｆ 命令生成

［０，１］ 均匀分布样本 ｛ξｉ｝ ｎ
ｉ ＝ １，其中 ｎ ＝ １０４ ．接下来，

给出样本组合的形式 Ｘ ＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
ξｉ － ｎμ

σ ｎ
，其中 μ ＝ １ ／ ２，

且 σ ＝ １ ／ １２ ．重复这一过程 Ｍ ＝ １０３ 次，得到柱状

图，如图 ３ 所示．由图 ３ 可见，尽管每个 ξｉ不是正态随

机变量，但它们和的组合 (∑
ｎ

ｉ ＝ １
ξｉ － ｎμ ) ／ （σ ｎ ） 是标

准正态的．为此，设计 Ｒ⁃ 函数 ＣＬＴ：
ＣＬＴ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｎ，Ｍ）｛
＼＃ｉｎｐｕｔ ｎ，Ｍ
Ｘ ＜－ｃ（ｒｅｐ（０，Ｍ））
ｆｏｒ （ｉ ｉｎ １：Ｍ）｛
ｙ＜－ｒｕｎｉｆ（ｎ）
Ｘ［ｉ］ ＝（ｓｕｍ（ｙ）－０ ５∗ｎ） ／ ｓｑｒｔ（ｎ ／ １２）｝
ｐａｒ（ｍｆｃｏｌ ＝ ｃ（１，２））
ｈｉｓｔ（Ｘ）
ｈｉｓｔ（ｒｎｏｒｍ（Ｍ），ｍａｉｎ＝ ＂Ｈｉｓｔｇｒａｍ ｏｆ Ｎ（０，１）＂ ）｝

在 Ｒ 程序中输入 ＣＬＴ（１０ ０００，１ ０００） 就得到了

图 ３．

６１２
毛学荣，等．金融领域的随机建模与基于软件 Ｒ 的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟（３）：随机对数线性模型．
ＭＡＯ Ｘｕｅｒｏｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｉｎ ｆｉｎａｎｃｅ ａｎｄ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｒ Ｐａｒｔ ３：Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｌｏｇ⁃ｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ．



图 ３　 中心极限定理的解释

Ｆｉｇ ３　 Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｃｅｎｔｒａｌ Ｌｉｍｉｔ Ｔｈｅｏｒｅｍ

２ ２　 随机对数线性模型

受存款账户的对数线性模型启发，假设股票的

价格服从以下随机对数线性模型：
ｌｏｇ（Ｓ（ ｔ）） ＝ ｌｏｇ（Ｓ０） ＋ ｂｔ ＋ 随机项．

这里“随机项” 被假设为

１） 没有固定趋势，即 Ｅ（随机项） ＝ ０；
２） 依赖于时间；
３） 代表在［０，ｔ］ 上 ｌｏｇ（Ｓ（ ｔ）） 与 ｌｏｇ（Ｓ０） ＋ ｂｔ偏

差的和；
４） 具有独立增量性，即对任意的 ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２，

“随机项” 在区间（ ｔ１，ｔ２］ 上的值与［０，ｔ１］ 上的值

独立．
如果进一步假设与 ｌｏｇ（Ｓ０） ＋ ｂｔ 的偏差是很多

类似独立偏差的和，根据中心极限定理有

随机项 ～ Ｎ（０，σ２ ｔ） ．
令

Ｙ（ ｔ）Ｙ（ ｔ） ∶ ＝ ｌｏｇ（Ｓ（ ｔ）） － ｌｏｇ（Ｓ０） － ｂｔ， （９）
则

Ｙ（ ｔ） ～ Ｎ（０，σ２ ｔ），
Ｙ（ ｔ２） － Ｙ（ ｔ１） 与 Ｙ（ ｔ１） 独立，且 Ｙ（ ｔ２） － Ｙ（ ｔ１） ～
Ｎ（０，σ２（ ｔ２ － ｔ１）） ．
２ ３　 布朗运动

１８２７ 年，苏格兰植物学家罗伯特·布朗在观察

花粉在水中扩散时，将花粉颗粒的无规则运动命名

为布朗运动．这种运动后来被解释为水中分子的随

机碰撞．为了描述这种运动，数学上很自然地利用随

机过程 Ｂ（ ｔ） 的定义解释 ｔ 时刻花粉颗粒的位置．现
在给出布朗运动的严格数学定义［１１⁃１３］

定义 １　 假设 Ｂ（ ｔ），ｔ≥０ 是一个实值连续随机

过程，且 Ｂ（０） ＝ ０，Ｂ（ ｔ） ～ Ｎ（０，ｔ），对任意的 ０ ≤
ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ ｔ３，Ｂ（ ｔ２） － Ｂ（ ｔ１） 和 Ｂ（ ｔ３） － Ｂ（ ｔ２） 独立．则
称 Ｂ（ ｔ） 是一个（标准） 一维布朗运动．

对某个 Ｔ ＞ ０，有时候也会提到 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 上的

布朗运动，其定义显然．布朗运动可以被看成很多独

立正态分布的和．例如，为了得到［０，１］ 区间上布朗

运动的样本路径，可以令 Ｎ 是很大的数，比如 １ ０００，
令 ｛ξｉ｝ Ｎ

ｉ ＝ １ 是 Ｎ（０，１ ／ Ｎ） 的独立同分布随机变量，

Ｂ（０） ＝ ０，则Ｂ（ ｉ ／ Ｎ）＝∑
ｉ

ｊ ＝ １
ξ ｊ，１≤ ｊ≤Ｎ形成了一个离

散时间的布朗运动． 基于以上理论，设计了 Ｒ⁃函
数 ＢＭ：

＞ ＢＭ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（）｛
＋ｔ ＜－１：１０００
＋ｔ ＜－ｔ∗０ ００１
＋ｙ ＜－ｃ（－３，３，ｒｅｐ（０，ｔｉｍｅｓ＝ ９９８））
＋ｃｏｌｏｒｓ ＜－ｃ（＂ ｒｅｄ＂ ，＂ ｂｌｕｅ＂ ，＂ ｙｅｌｌｏｗ＂ ，＂ ｐｉｎｋ＂ ，＂ ｇｒｅｅｎ＂ ，＂

ｂｌａｃｋ＂ ）
＋ｐｌｏｔ（ｔ，ｙ，ｔｙｐｅ＝ ＂ ｎ＂ ，ｘｌａｂ＝ ＂ ｔ＂ ，ｙｌａｂ＝ ＂Ｂ（ｔ）＂ ）
＋ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ｘ［１］ ＝ ０
＋ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：６）｛
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：１０００） ｘ［ ｉ］ ＝ ｘ［ ｉ－１］ ＋ｓｑｒｔ（０ ００１）∗ｒｎｏｒｍ

（１）｝
＋ｌｉｎｅｓ（ｔ，ｘ，ｐｃｈ＝＂ ．＂ ，ｔｙｐｅ＝ ＂ ｌ＂ ，ｃｏｌ ＝ ｃｏｌｏｒｓ［ｊ］）｝｝

在 Ｒ 程序中输入“＞ ＢＭ（）”就可以得到布朗运

动的 ６ 条样本路径，如图 ４ 所示．

图 ４　 布朗运动的样本路径

Ｆｉｇ ４　 Ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈｓ ｏｆ ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ

布朗运动的一些重要性质如下：
１） ｛ － Ｂ（ ｔ）｝ 是一个布朗运动；

２） 对 ｃ ＞ ０，定义Ｘ（ ｔ）＝ Ｂ（ｃｔ）
ｃ

，ｔ≥０，则｛Ｘ（ ｔ）｝

仍是一个布朗运动；

７１２
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３） 强大数定律表示为ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｂ（ ｔ）
ｔ

＝ ０，ａ．ｓ；

４） 几乎每条布朗运动的样本路径都是无处可

微的；
５） 几乎每条布朗运动的样本路径都没有有限

变差．
按照布朗运动的定义，可以将式（９） 写为 Ｙ（ ｔ） ＝

σＢ（ ｔ），由此随机的对数线性（ＳＬＬ） 模型有如下形

式 ：
ｌｏｇ（Ｓ（ ｔ）） ＝ ｌｏｇ（Ｓ０） ＋ ｂｔ ＋ σＢ（ ｔ） （１０）

或

Ｓ（ ｔ） ＝ Ｓ０ｅｘｐ（ｂｔ ＋ σＢ（ ｔ）） ． （１１）
２ ４　 Ｒ⁃模拟

可以利用 Ｒ 软件模拟 ＳＬＬ 模型的样本路径．例
如，考虑 ＳＬＬ 模型

Ｓ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ（０ ５ｔ ＋ ０ ２ Ｂ（ ｔ）），　 ０ ≤ ｔ ≤ ５． （１２）
利用 Ｒ－程序

＞ Ｓ０＝ｅｘｐ（１）
＞ ｂ＝ ０ ５
＞ ｓｉｇｍａ＝ ０ ２
＞ Ｎ＝ ５０００
＞ ｄｔ＝ ０ ００１
＞ ＳＬＬＭ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（）
＋ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ｘ［１］ ＝ ｌｏｇ（Ｓ０）
＋ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：（Ｎ＋１））｛
＋ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］＋ｂ∗ｄｔ＋ｓｉｇｍａ∗ｓｑｒｔ（ｄｔ）∗ｒｎｏｒｍ（１）｝
＋ｘ｝
＞ ｔ ＜－０：Ｎ
＞ ｔ ＜－ｔ∗ｄｔ
＞ ｙ ＜－ｃ（２，６０，ｒｅｐ（３，ｔｉｍｅｓ＝Ｎ－１））
＞ ｃｏｌｏｒｓ ＜ － ｃ （ ＂ ｒｅｄ ＂ ，＂ ｂｌｕｅ ＂ ，＂ ｙｅｌｌｏｗ ＂ ，＂ ｐｉｎｋ ＂ ，＂

ｇｒｅｅｎ＂ ，＂ ｂｌａｃｋ＂ ）
＞ ｐｌｏｔ（ｔ，ｙ，ｔｙｐｅ＝ ＂ ｎ＂ ，ｘｌａｂ＝ ＂ ｔ＂ ，ｙｌａｂ＝ ＂ Ｓ（ｔ）＂ ）
＞ ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：６）｛
＋Ｓ＜－ＳＬＬＭ（）
＋Ｓ ＜－ｅｘｐ（Ｓ）
＋ｌｉｎｅｓ（ｔ，Ｓ，ｐｃｈ＝＂ ．＂ ，ｔｙｐｅ＝ ＂ ｌ＂ ，ｃｏｌ ＝ ｃｏｌｏｒｓ［ｊ］）｝

可以得到 ＳＬＬ 模型的 ６ 条样本路径，如图 ５ 所示．

３　 平均收益

３ １　 欧式看涨期权

给定 ０ 时刻资产价格 Ｓ（０） ＝ Ｓ０，约定一份执行

价格为Ｋ，期限为 Ｔ的欧式看涨期权，则执行期满时，
该份 期 权 持 有 人 的 收 益 为 （Ｓ（Ｔ） － Ｋ） ＋ ∶ ＝

图 ５　 ＳＬＬ 模型的样本路径

Ｆｉｇ ５　 Ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈｓ ｏｆ ａｎ ＳＬＬ ｍｏｄｅｌ

ｍａｘ（Ｓ（Ｔ） － Ｋ，０），平均收益为看涨平均收益 ＝
Ｅ（（Ｓ（Ｔ）－ Ｋ） ＋） ．计算Ｓ（Ｔ）＝ Ｓ０ｅｘｐ［ｂＴ ＋ σＢ（Ｔ）］ ＝

ｅｘｐ（μ^ ＋ σ^Ｚ），其中 μ^ ＝ ｌｏｇ（Ｓ０） ＋ ｂＴ，σ^ ＝ σ Ｔ，且
Ｚ ～Ｎ（０，１） ．

注意到 Ｓ（Ｔ） － Ｋ ≥０ 等价于 Ｚ ≥ ｌｏｇ（Ｋ） － μ^
σ^

．

计算

Ｅ（Ｓ（Ｔ） － Ｋ） ＋ ＝ ∫∞ｌｏｇ（Ｋ） －μ^
σ^

（ｅ μ^ ＋σ^ｚ － Ｋ） １
２π

ｅ － １
２ ｚ

２ｄｚ ＝

１
２π
∫∞

－ｄ２
ｅ μ^ ＋σ^ｚ－ １

２ ｚ
２ｄｚ － Ｋ

２π
∫∞

－ｄ２
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ，

其中

ｄ２： ＝ － ｌｏｇ（Ｋ） － μ^
σ^

＝
ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｋ） ＋ ｂＴ

σ Ｔ
．

但

１
２π
∫∞

－ｄ２
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ ＝ １

２π
∫ｄ２

－∞
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ ∶ ＝Ｎ（ｄ２），

且

１
２π
∫∞

－ｄ２
ｅ μ^ ＋σ^ｚ－ １

２ ｚ
２ ＝ ｅ μ^ ＋ １

２ σ^
２Ｎ（ｄ１），

其中 ｄ１ ＝ ｄ２ ＋ σ^．故

Ｅ（Ｓ（Ｔ） － Ｋ） ＋ ＝ ｅ μ^ ＋ １
２ σ^

２Ｎ（ｄ１） － ＫＮ（ｄ２） ．
定理１　 如果资产价格变化符合 ＳＬＬ模型，则欧

式看涨期权的平均收益有显示表达式

看涨平均收益 ＝ Ｓ０ｅｘｐ ｂ ＋ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔé

ë
êê

ù

û
úú Ｎ（ｄ１） － ＫＮ（ｄ２），

其中 Ｎ（ｘ） 是标准正态分布的概率分布函数，即

８１２
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Ｎ（ｘ） ＝ １
２π
∫ｘ

－∞
ｅ － １

２ ｚ
２ｄｚ，

而

ｄ１ ＝
ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｋ） ＋ （ｂ ＋ σ２）Ｔ

σ Ｔ
，

ｄ２ ＝
ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｋ） ＋ ｂＴ

σ Ｔ
．

为了便捷，本文定义 Ｒ 中计算平均收益的函数为
＞ｐａｙｏｆｆｃａｌｌＳＬＬＭ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，ｂ，ｓｉｇｍａ，Ｔ，Ｋ）｛
＋＃ｉｎｐｕｔ Ｓ０－ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ
＋＃　 　 　 ｂ－ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅ
＋＃　 　 　 ｓｉｇｍａ－ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ
＋＃　 　 　 Ｔ－ｅｘｐｉｒｙ ｄａｔｅ
＋＃　 　 　 Ｋ－ｅｘｅｒｃｉｓｅ ｐｒｉｃｅ
＋ｄ１＝（ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｋ）＋（ｂ＋ｓｉｇｍａ２）∗Ｔ） ／ （ｓｉｇｍａ∗ｓｑｒｔ（Ｔ））
＋ｄ２＝（ｌｏｇ（Ｓ０ ／ Ｋ）＋ｂ∗Ｔ） ／ （ｓｉｇｍａ∗ｓｑｒｔ（Ｔ））
＋Ｓ０∗ｅｘｐ（（ ｂ ＋ ０ ５∗ｓｉｇｍａ２ ） ∗Ｔ） ∗ｐｎｏｒｍ（ ｄ１） －Ｋ∗

ｐｎｏｒｍ（ｄ２）

实例 １　 假设 Ｓ０ ＝ １００，ｂ ＝ ０ ０５，σ ＝ ０ ０２，Ｔ ＝
５，Ｋ ＝ １１５．在 Ｒ 中，执行“ ＞ ｐａｙｏｆｆｃａｌｌＳＬＬＭ（１００，
０ ０５，０ ０２，５，１１５）” 就得到：

看涨平均收益 ＝ １３ ５４２ ３４．
为了验证公式，写出 Ｒ 中 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟程序

如下：
＞ ＭＣｐａｙｏｆｆｃａｌｌＳＬＬＭ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，ｂ，ｓｉｇｍａ，Ｔ，Ｋ，ｓｉｚｅ）｛
＋＃ｉｎｐｕｔ Ｓ０－ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅ
＋＃　 　 　 ｂ－ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅ
＋＃　 　 　 ｓｉｇｍａ－ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ
＋＃　 　 　 Ｔ－ｅｘｐｉｒｙ ｄａｔｅ
＋＃　 　 　 Ｋ－ｅｘｅｒｃｉｓｅ ｐｒｉｃｅ
＋＃　 　 　 ｓｉｚｅ－ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ
＋Ｚ ＜－ｒｎｏｒｍ（ｓｉｚｅ）
＋ＳＴ ＜－Ｓ０∗ｅｘｐ（ｂ∗Ｔ＋ｓｉｇｍａ∗ｓｑｒｔ（Ｔ）∗Ｚ）
＋ｐａｙｏｆｆ ＜－ＳＴ－Ｋ
＋ｐａｙｏｆｆ［ｐａｙｏｆｆ＜０］ ＜－０
＋ｈｉｓｔ（ｐａｙｏｆｆ）
＋ｍｅａｎ（ｐａｙｏｆｆ）｝

接下 来 输 入 “ ＭＣｐａｙｏｆｆｃａｌｌＳＬＬＭ （ １００， ０ ０５，
０ ０２，５，１１５，１００００００）”它可以计算出均值收益为

１３ ５４４ ８９，非常接近理论结果，如图 ６ 所示．
３ ２　 欧式看跌期权

给定 ０ 时刻资产价格为 Ｓ（０） ＝ Ｓ０，约定执行价

格为 Ｋ，期限为 Ｔ 的欧式看跌期权，则期满时欧式看

跌期权持有人的收益为

（Ｋ － Ｓ（Ｔ）） ＋ ∶ ＝ ｍａｘ（Ｋ － Ｓ（Ｔ），０），

图 ６　 收益柱状图

Ｆｉｇ ６　 Ｈｉｓｔｏｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｙｏｆｆ

看跌平均收益 ＝ Ｅ （Ｋ － Ｓ（Ｔ）） ＋ ．
类似于看涨期权计算方法，可以计算看跌期权

的收益．然而，更好的方法是考虑投资组合：０ 时刻，
持有一份资产和一份看跌期权，沽出一份看涨期权，
且看涨和看跌期权都有相同的执行价格 Ｋ 和期限 Ｔ．
期满时，投资组合的收益为

Ｓ（Ｔ） ＋ ｍａｘ（Ｋ － Ｓ（Ｔ），０） － ｍａｘ（Ｓ（Ｔ） － Ｋ，０），
化简得

Ｓ（Ｔ） ＋ ｍａｘ（Ｋ － Ｓ（Ｔ），０） － ｍａｘ（Ｓ（Ｔ） － Ｋ，０） ＝ Ｋ．
因此

Ｅ（Ｓ（Ｔ）） ＋ 看跌平均收益 － 看涨平均收益 ＝ Ｋ．
计算

Ｅ（Ｓ（Ｔ）） ＝ Ｅ（Ｓ０ｅｘｐ［ｂＴ ＋ σＢ（Ｔ）］） ＝

　 　 Ｅ（Ｓ０ｅｘｐ［ｂＴ ＋ σ ＴＺ］），
利用标准正态分布的性质

Ｅ ｅｘｐ － １
２
σ２ Ｔ ＋ σ ＴＺé

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １， （１４）

有

ＥＳ（Ｔ） ＝ Ｓ０ｅｘｐ ｂ ＋ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔé

ë
êê

ù

û
úú ．

因此

看跌平均收益 ＝ Ｋ ＋ 看涨平均收益 －

　 　 Ｓ０ｅｘｐ ｂ ＋ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔé

ë
êê

ù

û
úú ．

定理 ２　 欧式看跌期权平均收益的显示公式为

看跌平均收益 ＝ ＫＮ（ － ｄ２） －

　 　 Ｓ０Ｎ（ － ｄ１）ｅｘｐ ｂ ＋ １
２
σ２æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔé

ë
êê

ù

û
úú ，

其中 Ｎ（ｘ） 是标准正态分布的概率分布函数，即
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