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关于随机分布参数系统的变结构控制研究

摘要
研究了一类 Ｉｔô 型随机时滞分布参

数系统的滑动模控制问题，设计了该系
统的变结构控制器，证明了系统的滑动
模运动的存在性，并分析了在滑动切换
面上滑动模控制系统关于不确定量的不
变性特征及运动稳定性．与相关论文相
比，所获结论与扩散系数相关，在实际应
用中更具实践意义．运用文中方法，类似
论文结论均可进行改进．
关键词

随机驱动；分布参数；变结构控制；
扩散系数

中图分类号 ＴＰ１３
文献标志码 Ａ

收稿日期 ２０１５⁃０３⁃１５
资助项目 国家自然科学基金（６１３４００４２）；湖
北省自然科学基金（２０１２ＦＦＢ４１０２）
作者简介

黄邦彦，男，副教授，主要研究方向为船舶
电气工程技术．３９７４５１７６５＠ ｑｑ．ｃｏｍ

黄金花（通信作者），女，教授，主要从事
控制理论及控制工程方面的研究工作．
ａｎｇｅｌａ０４１２＠ １２６．ｃｏｍ

１ 武汉船舶职业技术学院 电气与电子工程
学院，武汉，４３００５０

０　 引言

　 　 滑模变结构控制的研究起源于 ２０世纪 ５０年代，如今已成为相对

独立的科学研究方向．变结构控制［１］可以将一个复杂的高阶系统归结

成两个低阶的、相对较简单的问题，是一种比较容易实现的控制系统

的综合方法．近年来，变结构控制的应用越来越广泛［２⁃４］ ．阅读相关文

献不难发现，关于分布参数系统的变结构控制结论大都与扩散系数

相关，而随机分布参数系统的变结构控制的部分结论与分布参数系

数无关［５］，显然，相关更有意义．仔细分析发现，造成与扩散系数无关

的主要原因是由于在运用格林公式与边界条件后，含有分布参数系

数的项恒为负，通常被直接舍去，从而造成估计不精细．本文将适当改

进相关证明，使得不等式估计更加精细，即可获得与扩散系数相关的

结论．

１　 系统描述

考虑随机时滞分布参数系统

ｄｖ（ｘ，ｔ） ＝ ［ｄΔｖ（ｘ，ｔ） ＋ Ａｖ（ｘ，ｔ） ＋ Ｅｖ（ｘ，ｔ － τ） ＋ Ｂｕ（ｘ，ｔ）］ｄｔ ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＦｉｖ（ｘ，ｔ）ｄＷｉ（ ｔ），　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × Ｒ ＋， （１）

这里 ｖ（ｘ，ｔ） ∈ Ｒｎ；ｕ∈ Ｒｒ；Ａ，Ｅ，Ｆｉ ∈ Ｒｎ×ｎ；Ｂ∈ Ｒｎ×ｒ，Ｂ是列满秩的；

σ ｉ∈Ｒ；ｄ ＞ ０为常数；Δ ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １

∂２

∂ｘ２ｉ
是Ω上的 Ｌａｐｌａｃｅ扩散算子；Ｗ（ ｔ） ＝

（Ｗ１，…，Ｗｍ） Ｔ 是定义在完备的概率空间（Ω，Ｆ，（Ｆｔ） ｔ∈Ｉ，Ｐ） 上具自然

流 ｛Ｆｔ｝ ｔ≥０ 的 ｍ 维 Ｂｒｏｗｎ 运 动； 时 滞 τ ＞ ０ 为 常 数；Ω ＝
ｘ，‖ｘ‖ ＜ ｌ ＜ ＋ ∞{ }⊂ Ｒｓ 是具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域，Ｒ ＋

ζ ＝
［ζ， ＋ ∞） ．

考虑初值条件

ｖ（ｘ，ｔ） ＝ φ（ｘ，ｔ），　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × ［ － τ，０］ （２）
与 Ｎｅｕｍａｎ型边值条件

∂ｖ（ｘ，ｔ）
∂Ｎ

＝ ０，　 （ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × Ｒ ＋
τ ， （３）

或者 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ型边值条件

ｖ（ ｔ，ｘ） ＝ ０，　 （ ｔ，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × ∂Ω， （４）
其中，φ（ｘ，ｔ）是适当光滑的已知函数．　 　 　 　



　 　 关于由偏微分方程描述的随机系统的研究工作

不多，文献［６⁃８］将偏微分方程的相关研究方法应用

于随机偏微分方程，对相应的随机解域进行了定性

分析，文献［９］在建立比较定理的基础上，讨论了随

机偏微分方程依概率稳定等问题，文献［１０］则研究

了随机分布参数系统的最优控制问题．
关于系统（１），（２），（３）或（１），（２），（４）的解的

定义参见文献［１１］，解的存在唯一性问题参见文献

［６］ ．为叙述方便，本文引入下述定义．
定义 １　 称系统（１），（２），（３）或（１），（２），（４）的

解 ｖ（ｘ，ｔ）＝ （ｖ１（ｘ，ｔ），…，ｖｎ（ｘ，ｔ））Ｔ 是均方指数稳定

的，如果存在常数 ρ＞０，α＞０，使得 Ｅ（‖ｖ（ｘ，ｔ）‖２）≤
ρ（‖ϕ（ ｘ） ‖２ ） ｅ－αｔ 依概率几乎必然成立． 其中，
ϕ（ｘ）＝ （ϕ１（ｘ），…，ϕｎ（ｘ）） Ｔ，ｘ∈Ω．

以下约定所有的等式与不等式都是依概率几乎

必然成立，不再标明．

２　 变结构控制器

根据已知条件，可设 ｄｅｔ （Ｂ２ ） ≠０，其中，Ｂ ＝
［Ｂ１，Ｂ２］ Ｔ，Ｂ１∈Ｒ（ｎ－ｒ）×ｒ，Ｂ２∈Ｒｒ×ｒ ．

对系统（１）作非线性变换 Ｔｐ（ｘ，ｔ）＝ ｖ（ｘ，ｔ），其

中 Ｔ＝
Ｉｎ－ｒ Ｂ１Ｂ

－１
２

０ Ｉｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．于是，系统（１）可转化为

ｄｐ（ｘ，ｔ） ＝ ［􀭹ｄΔｐ（ｘ，ｔ） ＋ 􀭾Ａｐ（ｘ，ｔ） ＋ 􀭾Ｅｐ（ｘ，ｔ － τ） ＋

􀭾Ｂｕ（ｘ，ｔ）］ｄｔ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉ
􀭾Ｆｉｖ（ｘ，ｔ）ｄＷｉ（ ｔ）， （２）

􀭹ｄ＝Ｔ－１ｄＴ＝ｄＴ－１Ｔ＝ｄ，􀭾Ｂ＝Ｔ－１Ｂ＝［０，Ｂ２］ Ｔ，􀭾Ａ＝Ｔ
－１ＡＴ，

􀭾Ｅ＝Ｔ－１ＥＴ，􀭾Ｆｉ ＝Ｔ
－１ＦｉＴ．

记 􀭾Ａ ＝
Ａ１１ Ａ１２
Ａ２１ Ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， 􀭾Ｅ ＝

Ｅ１１ Ｅ１２
Ｅ２１ Ｅ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｆｉ
 ＝

Ｆｉ１１ Ｆｉ１２

Ｆｉ２１ Ｆｉ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，其中矩阵 Ａ２２，Ｅ２２，Ｆｉ２２∈Ｒｒ×ｒ，Ａ１１，Ｅ１１，

Ｆｉ１１∈ Ｒ（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）， Ａ１２， Ｅ１２， Ｆｉ１２∈ Ｒ（ｎ－ｒ）×ｒ， Ａ２１， Ｅ２１，
Ｆｉ２１∈Ｒｒ×（ｎ－ｒ） ．于是，系统（２）又可改写为
ｄｐ１（ｘ，ｔ） ＝ ［ｄΔｐ１（ｘ，ｔ） ＋ Ａ１１ｐ１（ｘ，ｔ） ＋
　 　 Ａ２ｐ２（ｘ，ｔ） ＋ Ｅ１１ｐ１（ｘ，ｔ － τ） ＋

　 　 Ｅ１２ｐ２（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
σｉ Ｆｉ１１ｐ１ ＋ Ｆｉ１２ｐ２( ) ｄＷｉ（ｔ），

ｄｐ２（ｘ，ｔ） ＝ ［ｄΔｐ２（ｘ，ｔ） ＋ Ａ２１ｐ１（ｘ，ｔ） ＋
　 　 Ａ２２ｐ２（ｘ，ｔ） ＋ Ｅ２１ｐ１（ｘ，ｔ － τ） ＋
　 　 Ｅ２２ｐ２（ｘ，ｔ － τ） ＋ Ｂ２ｕ（ｘ，ｔ）］ｄｔ ＋

　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉ Ｆｉ２１ｐ１ ＋ Ｆｉ２２ｐ２( ) ｄＷｉ（ ｔ） ．　 　 　 　 　 （５）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

设切换函数为

Ｓ（ｘ，ｔ） ＝ Ｃ１ｐ１（ｘ，ｔ） ＋ Ｃ２ｐ２（ｘ，ｔ）， （６）
其中 Ｃ１∈Ｒｒ×（ｎ－ｒ），Ｃ２∈Ｒｒ×ｒ皆为待定矩阵．于是，切换

面为 Ｓ０ ＝｛（ｐ１，ｐ２） Ｔ Ｃ１ｐ１＋Ｃ２ｐ２ ＝ ０｝ ．
现取 Ｃ２ 可 逆， 则 在 切 换 面 Ｓ０ 上 有 ｐ２ ＝

－Ｃ－１２ Ｃ１ｐ１，代入式（５）的第一式，得到滑动模运动

方程

ｄｐ１（ｘ，ｔ） ＝ ［ｄΔｐ１（ｘ，ｔ） ＋ Ｇｐ１（ｘ，ｔ） ＋

Ｈｐ１（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＨｉｐ１ｄＷｉ（ ｔ）， （７）

这里，Ｇ＝Ａ１１－Ａ１２Ｃ
－１
２ Ｃ１，Ｈ＝Ｅ１１－Ｅ１２Ｃ

－１
２ Ｃ１，Ｈｉ ＝Ｆｉ１１－

Ｆｉ１２Ｃ
－１
２ Ｃ１ ．
设计变结构控制器 ｕ（ｘ，ｔ）为

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ （Ｃ２Ｂ２）
－１ [ － ｋＳ（ｘ，ｔ） －

（Ｃ１Ａ１１ ＋Ｃ２Ａ２１）ｐ１（ｘ，ｔ） － （Ｃ１Ａ１２ ＋Ｃ２Ａ２２）ｐ２（ｘ，ｔ） －
（ＳＴ（ｘ，ｔ）） －１ＳＴ（ｘ，ｔ － τ）ＫＳＴ（ｘ，ｔ － τ） ]， （８）

其中，ｋ＞ｄ 为常数，Ｋ＝ｄｉａｇ（ｋ１，…，ｋｎ）为待定矩阵．系
统（１）在变结构控制器（８）作用下的闭环系统是

ｄｐ（ｘ，ｔ） ＝ ［􀭹ｄΔｐ（ｘ，ｔ） ＋ ｆ（ｐ（ｘ，ｔ），ｐ（ｘ，ｔ － τ））］ｄｔ ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉ
􀭾Ｆｉｖ（ｘ，ｔ）ｄＷｉ（ ｔ）， （９）

其中，ｆ（·，·）∈Ｒｎ ．

３　 滑动模运动的可达性

对于随机系统，滑动曲面仍为 Ｓ０ ＝ ０，只是闭环

系统的运动达到滑动模上的程度须用概率、数学期

望等数字特征来刻画．因此，对随机系统来说，滑动

模的可达性的证明比较困难，为此，参见文献［１２］，
给出如下定义．

定义 ２　 若对系统（９）从任意位置（ ｔ０，ｐ０）出发

的运动 ｐ（ｘ，ｔ，ｔ０，ｐ０），存在有限时间 Ｔ＞０，使当 ｔ－ｔ０＞
Ｔ 时，

Ｅ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖ ＝ ０，　 Ｅ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２ ＝ ０， （１０）
则称滑动模具有可达性；若存在有限时间 Ｔ＞０，使当

ｔ－ｔ０＞Ｔ 时，
Ｅ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖ ＝ ０，　 Ｅ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２→０ （ｔ→＋∞）， （１１）
则称滑动模具有次可达性．

先给出一个引理．
引理 １［７］ 　 对任意的 ｘ∈Ω，有

􀭺Ｑ＝􀭺Ｑ（ｘ，ｔ）＝ＱＴ（ｘ，ｔ）ΔＱ（ｘ，ｔ）－ＱＴ（ｘ，ｔ）Ｑ（ｘ，ｔ）≤０． （１２）
证明　 记 Ω１ ＝｛ｘ ｜ 􀭺Ｑ（ｘ，ｔ） ＞０，ｘ∈Ω｝，Ω２ ＝ ｛ｘ ｜

􀭺Ｑ（ｘ，ｔ）≤０，ｘ∈Ω｝，并假设 Ω１ 非空，显然有∂Ω１ ＝

∂Ω∩∂Ω１[ ]∪ Ω∩∂Ω１[ ] ，且 􀭺Ｑ （ ｘ， ｔ） ＝ ０， ｘ∈∂Ω１ ．

５８１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：１８４⁃１８８

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１５，７（２）：１８４⁃１８８



于是

０ ＜ ∫
Ω１

􀭺Ｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝

∫
Ω１
ＱＴ（ｘ，ｔ）ΔＱ（ｘ，ｔ）ｄｘ － ∫

Ω１
ＱＴ（ｘ，ｔ）Ｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝

ＱＴ（ｘ，ｔ）∇Ｑ（ｘ，ｔ）
∂Ω１

－ ∫
Ω１
（∇Ｑ（ｘ，ｔ））Ｔ∇Ｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ －

∫
Ω１
ＱＴ（ｘ，ｔ）Ｑ（ｘ，ｔ）ｄｘ．

若 ｘ∈∂Ω∩∂Ω１，则 ｘ∈Ω．于是，利用边值条件

（３）可得 ＱＴ（ｘ，ｔ）∇Ｑ（ｘ，ｔ）
∂Ω１
＝ ０．这与式（１２）矛

盾．若 ｘ∈Ω∩∂Ω１，则 ｘ∈∂Ω．由于 􀭺Ｑ（ｘ，ｔ）＝ ０（ｘ∈

∂Ω１），则从􀭺Ｑ（ｘ，ｔ）的定义可知

ΔＱ（ｘ，ｔ）＝ Ｑ（ｘ，ｔ），ｘ∈∂Ω１ ．
引理 １证毕．

记 Ｕ≜（Ｃ１Ｅ１２＋Ｃ２Ｅ２２）Ｃ
－１
２ ．

定理 １　 假设下列条件成立：
（Ⅰ） ｐ（ｘ，ｔ）在 Ω×［０，＋∞ ）上有界；
（Ⅱ） 存在 Ｃ１，Ｃ２，使得 Ｃ１Ｅ１１＋Ｃ２Ｅ２１ ＝ （Ｃ１Ｅ１２＋

Ｃ２Ｅ２２）Ｃ
－１
２ Ｃ１，同时，存在 ｋ１，…，ｋｎ＞０，使得矩阵

Ｕ

(

＝
－２（ｋ－ｄ＋η）Ｉ Ｕ

ＵＴ －ηＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷

负定，并设其最大特征值为－λ；
（Ⅲ） 存在 β＞０，使得 λ－β＋τｅβτ＞０，则在变结构

控制器（８）的作用下，整个切换面 Ｓ０ 均为滑动模态

区，变结构控制系统（９）的滑动模具有次可达性．
证明　 因为

ｄＳ（ｘ，ｔ） ＝ Ｃ１ｄｐ１（ｘ，ｔ） ＋ Ｃ２ｄｐ２（ｘ，ｔ） ＝
［ｄΔＳ － ｋＳ ＋ （Ｃ１Ｅ１１ ＋ Ｃ２Ｅ２１）ｐ１（ｘ，ｔ － τ） ＋

（Ｃ１Ｅ１２ ＋ Ｃ２Ｅ２２）ｐ２（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＦ^ｉｄＷｉ（ ｔ），

其中，Ｆ^ｉ ＝Ｃ１（Ｆｉ１１ｐ１＋Ｆｉ１２ｐ２）＋Ｃ２（Ｆｉ２１ｐ１＋Ｆｉ２２ｐ２） ．
考虑辅助泛函

Ｇ（ｘ，ｔ） ＝ ＳＴ（ｘ，ｔ）Ｓ（ｘ，ｔ） ＋

　 　 η ∫０
－τ
ＳＴ（ｘ，ｔ ＋ ζ）Ｓ（ｘ，ｔ ＋ ζ）ｄζ， （１３）

并注意引理 １有
ｄＧ（ｘ，ｔ） ＝ ２ＳＴ（ｘ，ｔ）ｄＳ（ｘ，ｔ） ＋

［ηＳＴ（ｘ，ｔ）Ｓ（ｘ，ｔ） － ηＳＴ（ｘ，ｔ － τ）Ｓ（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＝
［２ＳＴ（ｘ，ｔ）ｄΔＳ（ｘ，ｔ） － ２ｋＳＴ（ｘ，ｔ）Ｓ（ｘ，ｔ） ＋
２ＳＴ（ｘ，ｔ）ＵＳ（ｘ，ｔ － τ） ＋ ηＳＴ（ｘ，ｔ）Ｓ（ｘ，ｔ） －

ηＳＴ（ｘ，ｔ － τ）Ｓ（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＦ^ｉｄＷｉ（ ｔ） ＝

［２ｄ􀭵Ｓ（ｘ，ｔ） － ２（ｋ － ｄ ＋ η）ＳＴ（ｘ，ｔ）Ｓ（ｘ，ｔ） ＋

２ＳＴ（ｘ，ｔ）ＵＳ（ｘ，ｔ － τ） － ηＳＴ（ｘ，ｔ － τ）Ｓ（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋

ＳＴ（ｘ，ｔ）∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＦ^ｉｄＷｉ（ ｔ） ≤

（ＳＴ（ｘ，ｔ），ＳＴ（ｘ，ｔ － τ））Ｕ

(

（ＳＴ（ｘ，ｔ），ＳＴ（ｘ，ｔ － τ））Ｔｄｔ ＋

ＳＴ（ｘ，ｔ）∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＦ^ｉｄＷｉ（ ｔ） ． （１４）

取 η∈（０，λ－β＋τｅβτ），考虑辅助函数

Ｖ（ ｔ，Ｚ） ＝ ｅβｔＺ（ ｔ） ＝ ｅβｔ∫
Ω
Ｇ（ｘ，ｔ）ｄｘ，

由 Ｉｔô公式，并注意式（１３），（１４），有

ｄ（ｅβｔＺ（ ｔ）） ＝ ｅβｔ [β‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２ ＋

βη∫
Ω
∫０

－τ
Ｓ２（ｘ，ｔ ＋ ζ）ｄζｄｘ ＋ η∫

Ω
（Ｓ２（ｘ，ｔ） －

Ｓ２（ｘ，ｔ － τ））ｄｘ ù

û
ú
úｄｔ ＋ ｅ

βｔｄ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２ ≤

ｅβｔ { é

ë
ê
ê －（λ －β －η）‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２ －（λ ＋η）‖Ｓ（ｘ，ｔ －τ）‖２ ＋

βη∫
Ω
∫０

－τ
Ｓ２（ｘ，ｔ ＋ ζ）ｄζｄｘ ù

û
ú
úｄｔ ＋

∫
Ω
ＳＴ（ｘ，ｔ）∑

ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉＦ^ｉｄＷｉ（ ｔ）ｄｘ } ．

从 ０到任意的 Ｔ＞０ 积分上面不等式两边，且取

数学期望便有

Ｅ（ｅβＴＺ） ≤ρ１ ＋Ｅ
é

ë
ê
ê － （λ － β － η） ∫Ｔ

０
ｅβｔ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２ｄｔ －

（λ ＋ η） ∫Ｔ
０
ｅβｔ‖Ｓ（ｘ，ｔ － τ）‖２ｄｔ ＋

β∫
Ω
∫Ｔ
０
ｅβｔ ∫０

－τ
Ｓ２（ｘ，ｔ ＋ ζ）ｄζｄｔｄｘ ù

û
ú
ú， （１５）

其中， ρ １ ＝‖Ｓ（ｘ，０）‖２ ＋ η∫
Ω
∫０

－τ
Ｓ２（ｘ，ζ）ｄζｄｘ．计算

∫
Ω
∫Ｔ
０
ｅβｔ ∫０

－τ
Ｓ２（ｘ，ｔ ＋ ζ）ｄζｄｔｄｘ ＝

　 　 ∫
Ω
∫Ｔ

－τ
∫（ζ ＋τ）∧Ｔ

ζ∨０
ｅβｔｄｔＳ２（ｘ，ζ）ｄζｄｘ≤

　 　 ∫
Ω
∫Ｔ

－τ
τｅβ（ζ ＋τ）Ｓ２（ｘ，ζ）ｄζｄｘ≤

　 　 ρ ２ ＋ τｅβτ∫
Ω
∫Ｔ
０
ｅβζＳ２（ｘ，ζ）ｄζｄｘ，

其中， ρ ２ ＝ ∫
Ω
∫０

－τ
τｅβ（ζ ＋τ）Ｓ２（ｘ，ζ）ｄζｄｘ（由条件（Ⅰ）

知 Ｓ（ｘ，ｔ） 在 Ω × ［ － τ，０］ 上有界，从而 ρ ２ 为常数） ．
于是，式（１５） 化为

Ｅ ［ｅβＴＺ］ ≤ ρ １ ＋ ρ ２ ＋

Ｅ é

ë
ê
ê － （λ － β － η ＋ τｅβτ） ∫Ｔ

０
ｅβｔ‖Ｓ（ｘ，ｔ）‖２ｄｔ －

６８１
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（λ ＋ η） ∫Ｔ
０
ｅβｔ‖Ｓ（ｘ，ｔ － τ）‖２ｄｔ ù

û
ú
ú ．

由定理条件（Ⅲ），得到

Ｅ‖Ｓ（ｘ，Ｔ）‖２≤（ρ１＋ρ２）ｅ
－βＴ ．

由定义（２）可知，滑动模具有次可达性．定理证毕．

４　 滑动模运动的稳定性

在本节中分析滑动模方程的渐近稳定性．
定理 ２　 假设下列条件成立：
（Ⅰ） ｐ１（ｘ，ｔ）在 Ω×［－τ，＋∞ ）上有界；
（Ⅱ） μｍａｘ（（ｄＩ＋Ｇ） Ｔ＋（ｄＩ＋Ｇ））＝ －μ＜０，存在常

数 γ＞０，使得矩阵

Ｕ^＝
（α－μ＋γ）Ｉ Ｈ

ＨＴ －γＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷

负定，并设其最大特征值为－δ；
（Ⅲ） 存在 β＞０，使得 λ－β＋τｅβτ＞０，则滑动模运

动方程（９）的平凡解是均方指数稳定的．
证明　 系统（９）两边同时乘以 ｐＴ１（ｘ，ｔ），有
１
２
ｄ（ｐＴ１（ｘ，ｔ）ｐ１（ｘ，ｔ）） ＝ ［ｄｐＴ１（ｘ，ｔ）Δｐ１（ｘ，ｔ） ＋

ｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｇｐ１（ｘ，ｔ） ＋ ｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｐ１（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｉｐ１（ｘ，ｔ）ｄＷｉ（ ｔ） ＝

［λ􀭵ｐ１（ｘ，ｔ） ＋ ｐＴ１（ｘ，ｔ）（ｄＩ ＋ Ｇ）ｐ１（ｘ，ｔ） ＋
ｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｐ１（ｘ，ｔ － τ）］ｄｔ ＋

∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｉｐ１（ｘ，ｔ）ｄＷｉ（ ｔ） ．

由引理 １知，􀭵ｐ１（ｘ，ｔ）≤０，因此，对上式在 Ω 上关于 ｘ
积分，得

ｄ∫
Ω
ｐＴ１（ｘ，ｔ）ｐ１（ｘ，ｔ）ｄｘ≤

　 　 é

ë
ê
ê２∫

Ω
ｐＴ１（ｘ，ｔ）（ｄＩ ＋ Ｇ）ｐ１（ｘ，ｔ）ｄｘ ＋

　 　 ２ｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｐ１（ｘ，ｔ － τ） ù

û
ú
úｄｔ ＋

　 　 ２∫
Ω
∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｉｐ１（ｘ，ｔ）ｄＷｉ（ｔ）ｄｘ， （１６）

取 α∈（０，λ），考虑辅助函数

Ｖ（ ｔ，Ｎ）＝ ｅαｔＮ（ ｔ），

其中 Ｎ（ ｔ） ＝‖ｐ１（ｘ，ｔ）‖２ ＋ γ∫
Ω
∫０

－τ
ｐ２１（ｘ，ｔ ＋ ξ）ｄξｄｘ．

由 Ｉｔô公式，并注意到式（１６），有
ｄ（ｅαｔＮ（ ｔ）） ＝

ｅαｔ é

ë
ê
êα‖ｐ１（ｘ，ｔ）‖２ ＋ αγ∫

Ω
∫０

－τ
ｐ２１（ｘ，ｔ ＋ ξ）ｄξｄｘ ù

û
ú
úｄｔ ＋

ｅαｔｄＮ（ ｔ） ≤ ｅαｔ é

ë
ê
êα‖ｐ１（ｘ，ｔ）‖２ ＋

αγ∫
Ω
∫０

－τ
ｐ２１（ｘ，ｔ ＋ ξ）ｄξｄｘ － μ‖ｐ１（ｘ，ｔ）‖２ ＋

２∫
Ω
ｐＴ１（ｘ，ｔ）Ｈｐ１（ｘ，ｔ － τ）ｄｘ ＋ γ‖ｐ１（ｘ，ｔ）‖２ －

γ∫
Ω
ｐＴ１（ｘ，ｔ － τ）ｐ１（ｘ，ｔ － τ）ｄｘ ù

û
ú
úｄｔ ＋

２ｅαｔ∫
Ω
∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉｐＴ１Ｈｉｐ１ｄＷｉ（ ｔ）ｄｘ≤

ｅαｔ é

ë
ê
ê∫

Ω
（ｐＴ１，ｐＴ１（ｘ，ｔ － τ））Ｕ^（ｐＴ１，ｐＴ１（ｘ，ｔ － τ）） Ｔｄｘ ＋

αγ∫
Ω
∫０

－τ
ｐ２１（ｘ，ｔ ＋ ξ）ｄξｄｘ ù

û
ú
úｄｔ ＋

２ｅαｔ ∫
Ω
∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉｐＴ１Ｈｉｐ１ｄＷｉ（ ｔ）ｄｘ≤

ｅαｔ
－ δ（‖ｐ１（ｘ，ｔ）‖２ ＋ ‖ｐ１（ｘ，ｔ － τ）‖２） ＋

αγ∫
Ω
∫０

－τ
ｐ２１（ｘ，ｔ ＋ ξ）ｄξｄｘ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ｄｔ ＋

２ｅαｔ∫
Ω
∑
ｍ

ｉ ＝ １
σ ｉｐＴ１Ｈｉｐ１ｄＷｉ（ ｔ）ｄｘ．

从 ０到任意的 Ｔ＞０ 积分上面不等式两边，且取

数学期望，类似于定理 １ 相应部分的证明方法可证

明 Ｅ‖ｐ１（ｘ，Ｔ）‖２≤ρ３ｅ
－αＴ，故滑动模运动方程（９）

的平凡解是均方指数稳定的．定理证毕．
如果考虑边界条件（４），则只需要利用下列引

理，可以得到与定理 １，定理 ２ 类似的结论，限于篇

幅，不在阐述．
引理 ３　 如果 α０ 是特征值问题

Δφ（ｘ）＋αφ（ｘ）＝ ０，　 ｘ∈ Ω，
φ（ｘ）＝ ０，　 ｘ∈∂Ω{

的最小特征值，则 α０＞０，且它对应的特征函数 φ（ｘ）＞
０，ｘ∈Ω，并有界．

５　 结论

本文讨论了一类抛物型随机系统的滑动模控制

问题，主要是改进了相关文献［５］中部分定理的证明

方法，使不等式的估计更加精确，所得结论与系统的

扩散系数相关，参见定理 ２中的条件（Ⅱ）．
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