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０　 引言

　 　 本文研究一些金融领域中熟知的随机模型，首先介绍 Ｃｏｘ⁃Ｒｏｓｓ⁃
Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ模型（ＣＲＲ） ［１］ ．由于仅用到概率论中的二项分布，因此就数

学而言 ＣＲＲ模型是简单的，然而它却被广泛地应用和发展着．
假设金先生今天有 １００万投资 １ 年，他有 ２ 种选择：１）投资在银

行储蓄，获得风险自由的利息；２）买一套价值 １００ 万的房子，１ 年后卖

出．金先生应该采取哪种投资策略？
假设年利率为 ｒａ ＝ １％，并令 Ｘ 代表 １年后的房价．考虑

１）Ｐ（Ｘ ＝ １１０万元） ＝ ０ ５和 Ｐ（Ｘ ＝ ９０万元） ＝ ０ ５，即房价涨 １０％
和跌 １０％ 的概率一样；

２）Ｐ（Ｘ ＝ １１０万元） ＝ ０ ６和 Ｐ（Ｘ ＝ ９０万元） ＝ ０ ４．
如果情况１）发生，由于Ｅ（Ｘ）＝ １００万元，因此存在银行更好，１年

后金先生将得到１０１万元；如果情况２）发生，Ｅ（Ｘ）＝ ０ ６ × １１０万元 ＋
０ ４ × ９０万元 ＝ １０２万元，投资房产的平均回报将比银行储蓄高出 １
万元．

如果你认为房地产市场遵循情况 ２）（当然，这是个案，如果房地

产市场实际遵循情况 ２），则银行有责任提升存款利率由 １％至 ２％），
你有 １００万元，投资到房地产市场能获得预期收益 ２万元吗？ 关键的

问题在于你没有 １００万元那么大一笔资金，相比金先生那样的富人，
这时你会觉得很不公平．如果这时我们（期权卖方）愿意卖一份欧式看

涨期权给你（期权买方），使得你有权利而不是义务 １ 年后以 １００ 万

元买一套房子，你愿意与我们签署这份期权协议吗？
现在回顾一下第一部分中定义的欧式看涨期权定义［２⁃４］：欧式看

涨期权赋予它的持有人在将来的一个指定时间以指定的价格从期权

卖方购买指定资产的权利（而没有义务）．购买的价格被称为合约价格

或执行价格或预购价格，未来设定的行权时间被称为到期日．
如果你今天签订这份期权协议，１年后你将有 ２种选择：
１）如果 １年后真实房价为 １１０万元，你就可以行权以 １００万元从

我们手里买来房子，再以 １１０万元卖掉，获得盈利 １０万元；
２）如果 １ 年后真实房价为 ９０ 万元，你可以不行权，这样就无

收益．　 　 　 　



　 　 注意到由于你（买方）没有义务买房子，因此你

不会有任何损失．事实上，若选择 １）发生你获利 １０
万元，而若选择 ２）发生你既不获利也无损失．另一方

面，由于 １年后我们（卖方）可能没有任何收益或者损

失无法估量，为了弥补这种失衡，协议签订时，你需要

付钱购买这种权利（公平的价格被称为期权价值）．
问题　 如果我们要收你 ２ 万元费用，你还愿意

签订这份期权协议吗？
令 Ｃ 表示到期日期权的收益，则

Ｃ ＝
１０万元，　 Ｘ ＝ １１０万元；
０万元，　 Ｘ ＝ ９０万元．{

如果 Ｘ 的概率分布 Ｐ（Ｘ ＝ １１０ 万元）＝ ０ ６，Ｐ（Ｘ ＝ ９０
万元）＝ ０ ４，平均收益为 Ｅ（Ｃ）＝ ０ ６×１０ 万元＋０ ４×
０万元＝ ６万元，但是 ２万元存在银行，１年后将成为

（１＋１％）×２万元＝ ２ ０２万元，因此，期权产生收益多

出部分为 ６万元－２ ０２万元＝ ３ ９８万元．
现在将你的收益和金先生的收益进行比较．金

先生投资 １００ 万元到房地产，期望获得高于银行利

息 １万元的更高收益，而你只需要投资 ２ 万元购买

看涨期权，就可以期望获得高于银行存款利息 ３ ９８
万元的额外收益．期权的另一个明显好处在于你只

需要投入资金 ２万元，而不是 １００万元．
接下来分析另一种情况：如果今天我们的看涨

期权卖 ５ ９９ 万元，你还会买吗？ 你可以考虑一下，
如果你在银行存款 ５ ９９ 万元，１ 年后你得到 （１ ＋
１％）×５ ９９万元 ＝ ６ ０５ 万元，将比期权收益 ６ 万元

高出 ５００元．因此，你会认为我们卖价太高了．
关键问题　 你认为多少是期权公平的价格？
显然，如果今天你在银行存款

Ｅ（Ｃ）
１ ＋ ｒａ

＝ ６万元
１ ＋ １％

＝ ５ ９４０ ６万元，

１年后你将获得 ６万元，因此你会认为 ５ ９４０ ６ 万元

是期权的合理卖价．
以上想法可以用于处理更加复杂的情况．
实例 １　 假设房地产价格每半年以 ６０％概率上

涨 ５％，以 ４０％概率下降 ４％，则 １ 年后房价 Ｘ 具有

以下概率分布：

Ｘ ／万元 ９２ １６ １００ ８０ １１０ ２５
Ｐ ０ １６ ０ ４８ ０ ３６

故 Ｅ（Ｃ）＝ ０ ４８×０ ８０＋０ ３６×１０ ２５ ＝ ４ ０７４ 万元，因
此期权公平售价为

Ｅ（Ｃ）
１＋ｒａ

＝ ４ ０７４万元
１＋１％

＝ ４ ０３４万元．

实例 ２ 　 假设房价每个季度以 ６０％概率上涨

３％，以 ４０％概率下降 ２％，则 １年后房价 Ｘ 具有以下

概率分布：

Ｘ ／万元 ９２ ２３７ ９６ ９４３ １０１ ８８９ １０７ ０８７ １１２ ５５１
Ｐ ０ ０２５ ６ ０ １５３ ６ ０ ３４５ ６ ０ ３４５ ６ ０ １２９ ６

故 Ｅ（Ｃ）＝ ０ ３４５ ６×１ ８８９＋０ ３４５ ６×７ ０８７＋０ １２９ ６×
１２ ５５１＝ ４ ７２９万元，因此期权公平售价为

Ｅ（Ｃ）
１＋ｒａ

＝ ４ ７２９万元
１＋１％

＝ ４ ６８２万元．

１　 Ｃｏｘ⁃Ｒｏｓｓ⁃Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ（ＣＲＲ）模型

ＣＲＲ模型由 Ｃｏｘ等［１］在 １９７９年建立，上述例子

仅仅是该模型的简单特例．该模型建立仅用到概率

理论中的二项分布，为了方便读者的阅读，先介绍一

些概率理论中的基本定义［５⁃７］ 以及免费的统计软

件 Ｒ［８］ ．

１ １　 二项分布和软件 Ｒ
掷骰子时，６个面出现的可能性是均等的，因此

每个面出现的概率都是 １ ／ ６．推广这种想法到取值于

有限数集 ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝ 的离散随机变量 Ｘ，相应的

概率分别为｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝，即 ｘｉ 出现的概率是 ｐｉ ．为
使上述说法有意义，要求对所有 ｉ，有ｐｉ ≥０（不允许

负的概率），且∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｐｉ ＝ １．

定义 Ｅ（Ｘ） 为 Ｘ 的均值或期望，则

Ｅ（Ｘ） ∶ ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉｐｉ ．

特别地，掷骰子随机变量的期望为 Ｅ（Ｘ） ＝ １×１ ／ ６＋
２×１ ／ ６＋…＋６×１ ／ ６ ＝ ３ ５，这也接近人们的直觉．Ｘ 的

方差定义为

ｖａｒ（Ｘ） ∶ ＝Ｅ（（Ｘ－Ｅ（Ｘ）） ２）， （１）
它测定了 Ｘ 与期望值之间的偏差．方差 ｖａｒ（Ｘ）的平

方根被称为 Ｘ 的标准差．
若随机变量 Ｘ 取值为 １的概率为 ｐ（其中 ０＜ｐ＜

１），取值为 ０的概率为 １－ｐ，则它被称为参数为 ｐ 的伯

努利随机变量，记为 Ｘ～Ｂ（ｐ）（这里，ｍ＝ ２，ｘ１ ＝ １，ｘ２ ＝
０，ｐ１ ＝ｐ，ｐ２ ＝ １－ｐ） ．对伯努利随机变量，有 Ｅ（Ｘ）＝ １×
ｐ＋０×（１－ｐ）＝ ｐ．随机变量（Ｘ－Ｅ（Ｘ）） ２ 以概率 ｐ 取值

（１－ｐ） ２，以概率 １－ｐ 取值 ｐ２ ．因此，ｖａｒ（Ｘ）＝ Ｅ（（Ｘ－
Ｅ（Ｘ）） ２）＝ （１－ｐ） ２ｐ＋ｐ２（１－ｐ）＝ ｐ（１－ｐ） ．
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一般地，如果 Ｘ 和 Ｙ 是 ２个离散的随机变量，则
可以通过组合它们得到新的随机变量，如 Ｘ＋Ｙ，Ｘ２ ＋
ｓｉｎ（Ｙ）等．假设 Ｘ 是取值于有限数集｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝
的离散随机变量，相应的概率分别为 ｛ ｐ１， ｐ２，…，
ｐｍ｝，则 ｓｉｎ（Ｘ）取值｛ｓｉｎ（ｘ１），ｓｉｎ（ｘ２），…，ｓｉｎ（ｘｍ）｝
的概率分别为｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝ ．假设 Ｘ 和 Ｙ 是 ２ 个离

散的随机变量，则基本等式

Ｅ（Ｘ＋Ｙ）＝ Ｅ（Ｘ）＋Ｅ（Ｙ） （２）
成立，即和的期望等于期望的和．

令 Ｘ 和 Ｙ 是 ２ 个离散随机变量，分别取值为

｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝和｛ｙ１，ｘ２，…，ｙｎ｝ ．如果

Ｐ（Ｘ＝ ｘｉ，Ｙ＝ ｙ ｊ）＝ Ｐ（Ｘ＝ ｘｉ）Ｐ（Ｙ＝ ｙ ｊ），
成立，则称它们是独立的．如果 Ｘ 和 Ｙ 是独立的，则

ｖａｒ（Ｘ＋Ｙ）＝ ｖａｒ（Ｘ）＋ｖａｒ（Ｙ） ．
类似地可定义多个随机变量的独立性．令 Ｘ１，

Ｘ２，…，Ｘｎ 是独立同分布的随机变量（简记为 ｉ． ｉ．ｄ），
它们均是参数为 ｐ 的伯努利随机变量，则 Ｘ ＝ Ｘ１ ＋
Ｘ２＋…＋Ｘｎ 是以 ｎ 和 ｐ 为参数的二项分布，记为 Ｘ ～
Ｂ（ｎ，ｐ） ．易证

Ｅ（Ｘ）＝ Ｅ（Ｘ１）＋Ｅ（Ｘ２）＋…＋Ｅ（Ｘｎ）＝ ｎｐ
和

ｖａｒ（Ｘ）＝ ｖａｒ（Ｘ１）＋ｖａｒ（Ｘ２）＋…＋ｖａｒ（Ｘｎ）＝ ｎｐ（１－ｐ），
还可证 Ｘ 具有概率分布

Ｐ（Ｘ＝ ｉ）＝ （ ｎ
ｉ ）ｐｉ（１－ｐ） ｎ－ｉ，　 ｉ＝ ０，１，…，ｎ，

其中（ ｎ
ｉ ）＝ ｎ！ ／ （ ｉ！ （ｎ－ ｉ）！） ．二项分布的数值模拟

可以通过免费的计算软件 Ｒ［８］ 获得． Ｒ 中的命令

＂ ｄｂｉｎｏｍ（０：ｎ，ｎ，ｐ）＂可以给出 Ｂ（ｎ，ｐ）的概率分布，
而命令＂ ｄｂｉｎｏｍ（ｉ，ｎ，ｐ）＂可以给出概率 Ｐ（Ｘ ＝ ｉ） ．例
如，为了获得 Ｂ（３，０ ５）的概率分布，可以在 Ｒ 中简

单地敲入命令＂ ｄｂｉｎｏｍ（０：３，３，０ ５）＂就会得到概率

分布：０ １２５，０ ３７５，０ ３７５，０ １２５．当然，如果对 Ｘ ～
Ｂ（３，０ ５），只需要 Ｐ（Ｘ ＝ ２），可以敲入＂ ｄｂｉｎｏｍ（２，
３，０ ５）＂就可以得到值 ０ ３７５．

接下来将演绎 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟．如果同时掷 ３
枚硬币，令 Ｘ 代表出现正面的次数，则 Ｘ ～ Ｂ （ ３，
０ ５）．同时掷 ３枚硬币 １０次，就可以得到由 ０，１，２，３
组成的一列数，分别代表每次出现正面的数量．这个

过程可以通过在 Ｒ中敲入命令＂ ｒｂｉｎｏｍ（１０，３，０ ５）＂
来实现，譬如：０ １ １ ３ ０ ２ １ １ ２ ３是第一次尝试得到

的结果，继续使用这个命令，得到了另一组数据：１ １
０ ０ ２ ３ ０ １ ２ ２．

掷骰子足够多次，比如 １００ 万次，可以帮助验证

理论的概率分布．事实上，Ｒ 中的命令＂ ｈｉｓｔ（ ｒｂｉｎｏｍ

（１ ０００ ０００，３，０ ５））＂可以给出 １００ 万个随机数的

柱状图，如图 １所示．这和理论概率分布完美匹配．

图 １　 掷 ３枚硬币 １ ０００ ０００次的柱状图

Ｆｉｇ １　 Ｈｉｓｔｇｒａｍ ｏｆ ｔｏｓｓｉｎｇ ３ ｆａｉｒ ｃｏｉｎｓ １ ０００ ０００ ｔｉｍｅｓ

同时，Ｒ 中命令＂ ｔａｂｌｅ （ ｒｂｉｎｏｍ （ １ ０００ ０００，３，
０ ５））＂给出样本出现的频率

０ １ ２ ３

１２５ ０５３ ３７５ ５６７ ３７４ ８２７ １２４ ５５３

与理论上的频率

０ １ ２ ３

１２５ ０００ ３７５ ０００ ３７５ ０００ １２５ ０００

有很好的匹配．

１ ２　 ＣＲＲ 模型

现在来定义 ＣＲＲ 模型．假设从 ０ 时刻到到期日

Ｔ 分为 ｎ个时间段，每个时间段长为 Δｔ（故 Ｔ ＝ ｎΔｔ） ．
ｔ ＝０时刻股票（或房产） 价格是 Ｓ０ ．每个时间段价格

上涨到 ｕ 倍的概率是 ｐ∈ （０，１），价格下降到原来的

ｄ 倍的概率是 １ － ｐ．假设

ｄ ＜ ｅｒΔｔ ＜ ｕ， （３）
后面会给出作这样假设的原因．图 ２ 解释了 ＣＲＲ
模型．

令 Ｘ 是价格上涨时间段的个数，则可知 Ｘ ～
Ｂ（ｎ，ｐ） 具有概率分布

Ｐ（Ｘ ＝ ｉ） ＝ （ ｎ
ｉ ）ｐｉ（１ － ｐ） ｎ－ｉ ＝∶ ｐｉ，　 ０ ≤ ｉ≤ ｎ， （４）

其中符号 ＝∶ 表示“定义”的意思．令 Ｙ是最终股票价

格（即到期日的价格） ．显然 Ｙ 的值依赖于每个时间

段价格上涨还是下跌．当 Ｘ ＝ ｉ，则
Ｙ ＝ Ｓ０ｕｉｄｎ－ｉ ＝∶ ｙｉ ． （５）

因此 Ｙ ＝ ｙｉ 的概率与 Ｘ ＝ ｉ 的概率相等，即
Ｐ（Ｙ ＝ ｙｉ） ＝ Ｐ（Ｘ ＝ ｉ） ．
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图 ２　 二项分布树

Ｆｉｇ ２　 Ｂｉｎｏｍｉａｌ ｔｒｅｅ

由下表清晰可见这个事实：

Ｘ ０，１，…，ｎ

概率 ｐ０，ｐ１，…，ｐｎ

Ｙ ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ

　 　 到期日股票价格的期望为

Ｅ（Ｙ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｐｉｙｉ， （６）

其中 ｐｉ 和 ｙｉ 由式（４） 和（５） 分别定义．计算

Ｅ（Ｙ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ ０
（ ｎ

ｉ ）ｐｉ（１ － ｐ） ｎ－ｉＳ０ｕｉｄｎ－ｉ ＝

　 　 Ｓ０∑
ｎ

ｉ ＝ ０
（ ｎ

ｉ ）（ｐｕ） ｉ（（１ － ｐ）ｄ） ｎ－ｉ ＝

　 　 Ｓ０（ｐｕ ＋ （１ － ｐ）ｄ） ｎ ．
换言之，如果 ０时刻投资 Ｓ０ 在股票市场（即持有一份

股票），时刻 ｎΔｔ 可以期望你的投资增长到 Ｓ０（ｐｕ ＋
（１ － ｐ）ｄ） ｎ；另一方面，如果 ０时刻在银行存款 Ｓ０，时
刻 ｎΔｔ 你将得到 Ｓ０ｅｒｎΔｔ ．

从常识上讲，会有

Ｓ０ｅｒｎΔｔ ＝ Ｓ０（ｐｕ ＋ （１ － ｐ）ｄ） ｎ，
即

ｅｒΔｔ ＝ ｐｕ ＋ （１ － ｐ）ｄ． （７）
这是 ＣＲＲ模型中关于复利利率 ｒ 和参数 ｐ，ｕ，ｄ

的重要公式．由式（７） 可以看出式（３） 一定成立．更
进一步，如果知道股票价格服从给定参数 ｐ，ｕ，ｄ 的

ＣＲＲ模型，则银行有责任根据式（７） 调整利率，即

ｒ ＝ ｌｏｇ（ｐｕ
＋ （１ － ｐ）ｄ）
Δｔ

．

本文总是用符号 ｌｏｇ表示 ｌｏｇｅ（或 ｌｎ） ．然而，实际中经

常知道银行利率 ｒ，上涨倍数 ｕ和下降倍数 ｄ，则利用

此式可以得到潜在的上涨概率为

ｐ ＝ ｅ
ｒΔｔ － ｄ
ｕ － ｄ

． （８）

在本节的最后部分，将利用 ｒ，ｕ，ｄ 和 Δｔ 确定的

潜在概率来处理 ＣＲＲ模型．

１ ３　 期权及其价值

现在考虑预购价格为 Ｋ的欧式看涨期权．令Ｃ代

表到期日的收益，则收益的期望或均值为

Ｅ（Ｃ） ＝ Ｅ（ｍａｘ（Ｙ － Ｋ，０）） ＝

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｐｉｍａｘ（ｙｉ － Ｋ，０） ． （９）

关键问题　 期权购买者应该支付多少钱？ 换句

话说，该如何计算期权价值的公平价格呢？
令 Ｖｃａｌｌ 表示看涨期权的价值．因此购买者 ０时刻

花费 Ｖｃａｌｌ 买到了一份看涨期权，并且希望到期日获

得平均收益 Ｅ（Ｃ）；另一方面，如果 ０ 时刻在银行存

款 Ｖｃａｌｌ（或者购买 Ｖｃａｌｌ ／ Ｓ０ 份股票），到期日会获得收

益 ＶｃａｌｌｅｒｎΔｔ ．
一般地，Ｅ（Ｃ） ＝ ＶｃａｌｌｅｒｎΔｔ 成立，即
Ｖｃａｌｌ ＝ ｅ

－ｒｎΔｔＥ（Ｃ） ． （１０）
类似地，考虑执行价为 Ｋ 的欧式看跌期权．令 Ｐ

表示到期日收益，则收益的期望或均值为

Ｅ（Ｐ） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ ０
ｐｉｍａｘ（Ｋ － ｙｉ，０）， （１１）

且欧式看跌期权的价值为

Ｖｐｕｔ ＝ ｅ
－ｒｎΔｔＥ（Ｐ） ． （１２）

１ ４　 ＣＲＲ 模型的 Ｒ 函数

利用 ＣＲＲ模型可以设计 Ｒ软件中的函数如下：
＞ ＣＲＲｃａｌｌ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，ｎ，Ｄｔ，ｕ，ｄ，Ｋ，ｒ）｛
＋ ｐ＜－（ｅｘｐ（ｒ∗Ｄｔ）－ｄ） ／ （ｕ－ｄ）
＋ ｐｒｉｎｔ（ｐ）
＋ ｉ＜－０：ｎ
＋ Ｙ＜－Ｓ０∗ｕｉ∗ｄ（ｎ－ｉ）

＋ Ｃ＜－Ｙ－Ｋ＋Ｃ［Ｃ＜０］＜－０
＋ ｐｒｏｂ＜－ｄｂｉｎｏｍ（ｉ，ｎ，ｐ）
＋ ｅｘｐ（－ｎ∗Ｄｔ∗ｒ）∗ｓｕｍ（Ｃ∗ｐｒｏｂ）｝

将该函数记为 ＣＲＲｃａｌｌ 函数，利用它就可以很便捷

地得到期权价值．考虑实例 １ 中类似情形，利用式

（８）计算 ｐ．注意到 ｒ≈ｒａ（因为 ｅｒ≈１＋ｒａ），假设参数

取值分别为 Ｓ０ ＝ １００，ｎ ＝ ２，Δｔ ＝ ０ ５，ｕ ＝ １ ０５，ｄ ＝
０ ９６，Ｋ ＝ １００，ｒ ＝ ０ ０１．因此，在 Ｒ 中敲入＂ ＣＲＲｃａｌｌ
（１００，２，０ ５，１ ０５，０ ９６，１００，０ ０１）＂就会得到潜在

概率 ｐ ＝ ０ ５００ １３９ １ 以及看涨期权价值 ２ ９３４ ４３５
万元．

注 １　 注意在实例 １中潜在概率 ｐ＝ ０ ５００ １３９ １
小于概率 ６０％．换言之，你可能已经过量估计了实际

概率．如果你认为概率是 ６０％，则你将接受不超过

８２１
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４ ０３４万元的期权价格（你个人认为的期权价值）．
因此，如果市场提供期权的实际价格为 ２ ９３４ ４３５万
元，你就会购买．如果银行还没有根据这种情况调整

利率，市场中就存在机会．
考虑实例 ２类似的情况，再次利用式（８）计算概

率 ｐ．参数分别取值为 Ｓ０ ＝ １００，ｎ ＝ ５，Δｔ ＝ ０ ２５，ｕ ＝
１ ０５，ｄ ＝ ０ ９６，Ｋ ＝ １００， ｒ ＝ ０ ０１，在 Ｒ 中利用命令

＂ ＣＲＲｃａｌｌ（１００，５，０ ２５，１ ０５，０ ９６，１００，０ ０１）＂得到

概率 ｐ＝ ０ ４５０ ０６２ ６和 Ｖｃａｌｌ ＝ ２ ６０４ ２７７万元．
接下来考虑 ２个更难手算期权价值的例子．
实例 ３　 考虑以月为周期的情况．假设 Ｓ０ ＝ １００，

ｎ ＝ １２，Δｔ ＝ １ ／ １２，ｕ ＝ １ ０１，ｄ ＝ ０ ９９，Ｋ ＝ １００，ｒ ＝
０ ０１，在 Ｒ 中敲入命令＂ ＞ ＣＲＲｃａｌｌ（１００，１２，１ ／ １２，
１ ０１，０ ９９，１００，０ ０１）＂ 就 可 以 得 到 概 率 ｐ ＝
０ ５４１ ６８４和期权价值 Ｖｃａｌｌ ＝ １ ９０６ ２８万元．

实例 ４　 考虑以天为周期的情况．假设参数分别

取值为 Ｓ０ ＝ １００，ｎ ＝ ３６５，Δｔ ＝ １ ／ ３６５，ｕ ＝ １ ０００ ２８，
ｄ ＝０ ９９９ ７２，Ｋ ＝ １００，ｒ ＝ ０ ０１，在 Ｒ中敲入命令＂ ＞
ＣＲＲｃａｌｌ（１００，３６５，１ ／ ３６５，１ ０００ ２８，０ ９９９ ７２，１００，
０ ０１）＂可以得到概率 ｐ ＝ ０ ５４８ ９２４ ３ 和期权价值

Ｖｃａｌｌ ＝ １ ００１ ３２１万元．

１ ５　 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟

本文利用显示表达式（９）和（１０）设计了 ＣＲＲ
模型的 Ｒ函数．在本系列文章中将研究一些没有期

权价值理论公式的模型，例如下节的广义 ＣＲＲ模型．
这时 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟将对给出近似价值起到重要

作用．
本节将研究如何对 ＣＲＲ 模型演绎 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ

模拟．比较精确值和利用 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟获得的近

似值时，可以看到 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟的强有力作用．如
果在 Ｒ中运行很多独立的模拟，将发现平均期权价

值与预期期权价值相同或者非常接近，这归功于“大
数定律” ［６⁃７］ ．大数定律指出如果多次重复做相同的

实验，实验结果的均值将会非常接近预期结果，并且

实验次数越多，精确度将越好．生活中也很容易来验

证这个理论，譬如投掷 １ ０００ 次硬币，出现正面的次

数将非常接近 ５００．根据这一理论就会知道如果进行

多次重复模拟，结果的均值将会非常接近预期的值．
这样各种类型的模拟均被称为 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟，它
被广泛应用于金融、工程、物理等多个领域．

Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟可以验证利用 Ｒ 软件的计算．
如果将 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟写成 Ｒ函数，输入相应的信

息后就可以执行一定数量的指令，并立即给出结果．

＞ ＭＣＣＲＲｃａｌｌ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｓ０，ｎ，Ｄｔ，ｕ，ｄ，Ｋ，ｒ，Ｎ）｛
＋ ｐ＜－（ｅｘｐ（ｒ∗Ｄｔ）－ｄ） ／ （ｕ－ｄ）
＋ Ｙ ＜－１：Ｎ＋Ｘ ＜－１：（ｎ＋１）
＋ Ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：Ｎ）｛
＋ ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：（ｎ＋１））｛
＋ ｉｆ （ｒｕｎｉｆ（１）＜ｐ） Ｘ［ ｉ］ ＝ Ｘ［ ｉ－１］∗ｕ ｅｌｓｅ Ｘ［ ｉ］ ＝ Ｘ［ ｉ－

１］∗ｄ｝
＋ Ｙ［ｊ］ ＝Ｘ［ｎ＋１］｝
＋ Ｃ＜－Ｙ－Ｋ
＋ Ｃ［Ｃ＜０］＜－０
＋ ｅｘｐ（－ｎ∗Ｄｔ∗ｒ）∗ｍｅａｎ（Ｃ）｝
上述命令建立的 Ｒ函数，记为“ＭＣＣＲＲｃａｌｌ”，它

运行了 Ｎ 次模拟并且给出了全部结果．对实例 ３，假
设参数取值为 Ｓ０ ＝ １００，ｎ ＝ １２，Δｔ ＝ １ ／ １２，ｕ ＝１ ０１，
ｄ ＝０ ９９，Ｋ ＝ １００，ｒ ＝ ０ ０１，可以多次运行数值模拟，
比 如 １００ ０００ 次． 因 此 在 Ｒ 中 输 入 命 令 ＂ ＞
ＭＣＣＲＲｃａｌｌ （ １００， １２， １ ／ １２， １ ０１， ０ ９９， １００， ０ ０１，
１００ ０００）＂可以得到期权价值的期望 １ ８９４ ５１１，非
常接近预期的精确值 １ ９０６ ２８．

对实例 ４，令参数分别取值为 Ｓ０ ＝ １００，ｎ ＝ ３６５，
Δｔ ＝ １ ／ ３６５，ｕ ＝ １ ０００ ２８，ｄ ＝ ０ ９９９ ７２，Ｋ ＝ １００，ｒ ＝
０ ０１，再次运行 １００ ０００次模拟，即在 Ｒ 中输入命令

＂ ＞ ＭＣＣＲＲｃａｌｌ（１００，３６５，１／ ３６５，１ ０００ ２８，０ ９９９ ７２，１００，
０ ０１，１００ ０００）＂得到了期权价值的期望 １ ０００ ６５，也是

非常接近预期的精确值 Ｖｃａｌｌ ＝ １ ００１ ３２１．
总之，凭实验或者经验，而不是理论，证明了以

上计算是正确的．

２　 广义 ＣＲＲ 模型

前文利用二项分布，ＣＲＲ模型给出了价格范围、
概率分布、收益以及期权价值．但是 ＣＲＲ模型要求 ｎ
个阶段里的所有参数均是常数，然而现实生活中往

往不是这样的．例如，石油的价格随着季节波动，同
时也受到世界上战争、灾害等多种事件的影响，而
ＣＲＲ模型不能捕捉到这种参数从一个阶段向另一个

阶段的变化．为此本文将建立用于变化参数的改善

的 ＣＲＲ模型．
首先设定一些参数为常数，并不波动，如 Ｓ０，ｎ，

Ｋ 和 ｒ．当然利率 ｒ 可以随着时间的变化而变化，这种

情况留给读者考虑．本文更感兴趣的是剩余参数 ｐ，ｕ
和 ｄ（分别为上涨概率、上涨倍数和下降倍数）随着

时间段变化而变化，因此令 ｐ，ｕ 和 ｄ 是关于时间段

的函数：ｐｉ，在第 ｉ 个时间段上涨的概率，１≤ｉ≤ｎ；ｕｉ，
在第 ｉ 个时间段上涨的倍数，１≤ｉ≤ｎ；ｄｉ，在第 ｉ 个时
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间段下降的倍数，１≤ｉ≤ｎ．
假设 ｄｉ＜ｕｉ ．因此在第 １ 个时间段上涨的概率是

ｐ１，上涨的倍数是 ｕ１，下降的倍数是 ｄ１；在第 ２ 个时

间段上涨的概率是 ｐ２，上涨的倍数是 ｕ２，下降的倍数

是 ｄ２，以此类推．假设 ｎ 个阶段里的每个阶段发生的

事件都是彼此独立的，如图 ３ 所示．甚至可以用三角

函数定义季节变化，后面本文会讲到．

图 ３　 广义的 ＣＲＲ树

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＣＲＲ ｔｒｅｅ

首先类似于 ＣＲＲ 模型中式（７），建立与 ｒ，Δｔ，
ｐｉ，ｕｉ 和 ｄｉ 相关的公式．令第 ｉ阶段初始时刻股票价格

为 Ｓｉ －１，则该阶段结束时股票价格为 Ｓｉ －１（ｐｉｕｉ ＋ （１ －
ｐｉ）ｄｉ） ．另一方面，如果第 ｉ阶段初始时刻在银行存款

Ｓｉ －１，则该阶段结束时会得到 Ｓｉ －１ｅｒΔｔ ．一般地，下式

成立：
Ｓｉ －１（ｐｉｕｉ ＋ （１ － ｐｉ）ｄｉ） ＝ Ｓｉ －１ｅｒΔｔ ．

即

ｐｉｕｉ ＋ （１ － ｐｉ）ｄｉ ＝ ｅｒΔｔ，　 １ ≤ ｉ≤ ｎ， （１３）
这当然是式（７）的推广．由式（１３）有

ｄｉ ＜ ｅｒΔｔ ＜ ｕｉ，　 １ ≤ ｉ≤ ｎ， （１４）
且

ｐｉ ＝
ｅｒΔｔ － ｄｉ

ｕｉ － ｄｉ
，　 １ ≤ ｉ≤ ｎ． （１５）

接下来的重要问题是如何利用上述公式得到最

终股票价格、收益值以及期权价值．显然，利用上述

公式可以得到最终股票价格

Ｅ（Ｓｎ） ＝ Ｓ０∏
ｎ

ｉ ＝ １
［ｐｉ ｕｉ ＋ （１ － ｐｉ）ｄｉ］ ． （１６）

为了证明式（１６），令 ξ ｉ是第 ｉ 个阶段（１ ≤ ｉ ≤
ｎ） 的变化倍数，则第 ｎ 阶段结束时最终股票价格为

Ｓｎ ＝ Ｓ０∏
ｎ

ｉ ＝ １
ξ ｉ ．由于 ξ ｉ 是相互独立的，且概率分布为

Ｐ（ξ ＝ ｕｉ） ＝ ｐｉ，Ｐ（ξ ＝ ｄｉ） ＝ １ － ｐｉ ．因此 Ｅ（ξ ｉ） ＝ ｐｉｕｉ ＋
（１ － ｐｉ）ｄｉ ． 故

Ｅ（Ｓｎ） ＝ Ｅ (Ｓ０∏
ｎ

ｉ ＝ １
ξ ｉ ) ＝ Ｓ０∏

ｎ

ｉ ＝ １
Ｅ（ξ ｉ） ＝

　 　 Ｓ０∏
ｎ

ｉ ＝ １
［ｐｉｕｉ ＋ （１ － ｐｉ）ｄｉ］ ．

利用式（１３），有
Ｅ（Ｓｎ） ＝ Ｓ０ ｅｒｎΔｔ ． （１７）
这些公式将对后文测试 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟很有

帮助．但是到目前为止，还没有得到收益的期望以及

期权的价值，尤其是当 ｎ 很大的时候．这种方法最大

的问题在于参数随着时间变化，很难利用一般的公

式计算分布，因此很难得到收益期望和期权价值．因
此需要找到一种不依赖于一般公式的方法得到收益

的期望以及期权价值，它就是 １ ４节中用到的 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ方法．前面用它来验证理论结果，这里当然也可

以用它来找到期权价值，也可以利用所有数值模拟

的结果给出概率分布，当然就可以计算得到收益期

望以及期权价值．
实例 ５　 假设参数 Ｓ０，ｎ，Ｋ 和 ｒ 与实例 ３ 中给出

的值一样，即 Ｓ０ ＝ １００，ｎ ＝ １２，Δｔ ＝ １ ／ １２，Ｋ ＝ １００，ｒ ＝
０ ０１，而对 ｉ＝ １，２，…，１２，令

ｕｉ ＝ １ ００５＋０ ００１ｓｉｎ
ｉ
１２
×２πæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ｄｉ ＝ ０ ９９５＋０ ００１ｃｏｓ
ｉ
１２
×２πæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

其中依赖时间的上涨或下降率由三角函数表示，如
图 ４所示．可以验证下式成立：

ｄｉ ＜ ｅ０ ０１ ／ １２ ＜ ｕｉ ．
接下来计算 ｐｉ：

ｐｉ ＝
ｅ０ ０１ ／ １２ － ｄｉ

ｕｉ － ｄｉ
．

图 ４　 上涨 ／ 下跌倍数与上涨概率的逐月分布

Ｆｉｇ ４　 Ｍｏｎｔｈｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｃｒｅａｓｅ ／ ｄｅｃｒｅａｓｅ
ｆａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｉｍｃｒｅａｓｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

０３１
毛学荣，等．金融领域的随机建模与基于软件 Ｒ的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟（２）：Ｃｏｘ⁃Ｒｏｓｓ⁃Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ模型．

ＭＡＯ Ｘｕｅｒｏｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｉｎ ｆｉｎａｎｃｅａｎｄ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｒ．Ｐａｒｔ Ｂ：Ｃｏｘ⁃Ｒｏｓｓ⁃Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ ｍｏｄｅｌ．



将以上叙述写为 Ｒ程序：
＞ ｎ＝ １２
＞ ｔｉｍｅ ＜－１：ｎ
＞ ｕ ＜－１ ００５＋０ ００１∗ｓｉｎ（２∗ｐｉ∗ｔｉｍｅ ／ ｎ）
＞ ｄ ＜－０ ９９５＋０ ００１∗ｃｏｓ（２∗ｐｉ∗ｔｉｍｅ ／ ｎ）
＞ ｐ＜－（ｅｘｐ（０ ０１ ／ １２）－ｄ） ／ （ｕ－ｄ）
＞ ｐａｒ（ｍｆｃｏｌ ＝ ｃ（２，１））
＞ ｆａｃｔｏｒｓ ＜－ｃ（０ ９９３，１ ００６，ｒｅｐ（１，ｔｉｍｅｓ＝ｎ－２））
＞ ｐｌｏｔ（ ｔｉｍｅ， ｆａｃｔｏｒｓ， ｔｙｐｅ ＝ ＂ ｎ＂ ，ｘｌａｂ ＝ ＂ ｍｏｎｔｈ＂ ，ｙｌａｂ ＝ ＂

ｆａｃｔｏｒｓ＂ ）
＞ ｌｉｎｅｓ（ｔｉｍｅ，ｕ，ｃｏｌ ＝ ＂ ｒｅｄ＂ ）
＞ ｌｉｎｅｓ（ｔｉｍｅ，ｄ，ｃｏｌ ＝ ＂ ｂｌｕｅ＂ ）
＞ ｌｅｇｅｎｄ（＂ ｔｏｐｒｉｇｈｔ＂ ，ｃ（ ＂ Ｉｎｃｒｅａｓｅ＂ ，＂ Ｄｅｃｒｅａｓｅ＂ ），ｌｔｙ ＝ １，

ｃｏｌ ＝ ｃ（＂ ｒｅｄ＂ ，＂ ｂｌｕｅ＂ ））
＞ ｐｌｏｔ（ ｔｉｍｅ，ｐ，ｘｌａｂ ＝ ＂ ｍｏｎｔｈ＂ ， ｙｌａｂ ＝ ＂ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｉｎ⁃

ｃｒｅａｓｅ＂ ）

继续在 Ｒ中写入适当的信息：
Ｓ０＝ １００
Ｋ＝ １００
ｒ＝ ０ ０１
Ｄｔ＝ １ ／ １２

本文给出模拟广义 ＣＲＲ模型 ６条样本轨道的 Ｒ
函数：

＞ ＧＣＲＲ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（）｛
＋ ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：（ｎ＋１））
＋ ｉｆ （ｒｕｎｉｆ（１）＜ｐ［ｉ－１］）　 ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］∗ｕ［ ｉ－１］ 　 ｅｌｓｅ

ｘ［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］∗ｄ［ｉ－１］｝
＋ ｘ｝
＞ ＧＣＲＲｓａｍｐｌｅｐａｔｈ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（）｛
＋ ｔ＜－０：ｎ
＋ ｙ ＜－ｃ（９５，１０５，ｒｅｐ（１００，ｔｉｍｅｓ＝ｎ－１））
＋ ｃｏｌｏｒｓ ＜ － ｃ （ ＂ ｒｅｄ ＂ ，＂ ｂｌｕｅ ＂ ，＂ ｙｅｌｌｏｗ ＂ ，＂ ｐｉｎｋ ＂ ，＂

ｇｒｅｅｎ＂ ，＂ ｂｌａｃｋ＂ ）
＋ ｐｌｏｔ （ ｔ， ｙ， ｔｙｐｅ ＝ ＂ ｎ＂ ， ｘｌａｂ ＝ ＂ ｍｏｎｔｈ＂ ， ｙｌａｂ ＝ ＂ ｈｏｕｓｅ

ｐｒｉｃｅ＂ ）
＋ ｆｏｒ （ｊ ｉｎ （１：６））｛
＋ ｈｐ＜－ＧＣＲＲ（）
＋ ｌｉｎｅｓ（ｔ，ｈｐ，ｐｃｈ＝＂ ．＂ ，ｔｙｐｅ＝ ＂ ｌ＂ ，ｃｏｌ ＝ ｃｏｌｏｒｓ［ｊ］）｝｝

输入＂ ＞ ＧＣＲＲｓａｍｐｌｅｐａｔｈ（）＂ ，如图 ５， 得到 ６条
样本轨道． 重复这一过程可以得到更多的样本轨道．

类似地，可以写出 Ｎ 次模拟得到 Ｎ 个最终价格

的 Ｒ函数：
ＧＣＲＲｆｉｎａｌ ＜－ｆｕｎｃｔｉｏｎ（Ｎ）｛
＋ ｙ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）
＋ ｘ ＜－ｎｕｍｅｒｉｃ（）

图 ５　 广义 ＣＲＲ模型的样本轨道

Ｆｉｇ ５　 Ｓａｍｐｌｅ ｐａｔｈｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＣＲＲ ｍｏｄｅｌ

＋ ｘ［１］ ＝Ｓ０
＋ ｆｏｒ （ｊ ｉｎ １：Ｎ）
＋ ｆｏｒ （ｉ ｉｎ ２：（ｎ＋１））｛
＋ ｉｆ （ｒｕｎｉｆ（１）＜ｐ［ｉ－１］） ｘ［ ｉ］ ＝ ｘ［ ｉ－１］∗ｕ［ ｉ－１］ ｅｌｓｅ ｘ

［ｉ］ ＝ ｘ［ｉ－１］∗ｄ［ｉ－１］｝
＋ ｙ［ｊ］ ＝ ｘ［ｎ＋１］｝
＋ ｙ｝

现在大量运行这一函数， 比如 １００ ０００ 次，并且

将这些结果用“Ｆｉｎａｌｐｒｉｃｅ”的变量表示：＞ Ｆｉｎａｌｐｒｉｃｅ ＜
－ ＧＣＲＲｆｉｎａｌ（１００ ０００）通过 Ｒ 建立的柱状图可以看

到最终价格的分布：＞ ｈｉｓｔ（Ｆｉｎａｌｐｒｉｃｅ）．
如图 ６ 所示，通过将最终价格平均可以得到期

望： ＞ ｍｅａｎ （ Ｆｉｎａｌｐｒｉｃｅ ），这 个 命 令 给 出 了 期 望

１０１．００６ ５，该值与式（１３）算得的理论值：

图 ６　 最终价格分布

Ｆｉｇ ６　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｆｉｎａｌ ｐｒｉｃｅｓ

＞ Ｓ０∗ｐｒｏｄ（ｐ∗ｕ＋（１－ｐ）∗ｄ）
［１］　 １０１ ００５

非常接近，利用式（１７），它等于 １００ｅ０ ０１（如果 Ｒ程序

正确，将对测试问题非常有帮助）．在此基础上，还可

１３１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：１２５⁃１３２

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１５，７（２）：１２５⁃１３２



以得到上涨和下跌期权价值．在 Ｒ中输入：
＞ ｃａｌｌｐａｙｏｆｆ ＜－Ｆｉｎａｌｐｒｉｃｅ－Ｋ
＞ ｃａｌｌｐａｙｏｆｆ［ｃａｌｌｐａｙｏｆｆ＜０］＜－０
＞ ｅｘｐ（－ｒ）∗ｍｅａｎ（ｃａｌｌｐａｙｏｆｆ）

得到了上涨期权的价值 １ ２９２ ３４６．类似地，下跌期

权价值通过输入
＞ ｐｕｔｐａｙｏｆｆ ＜－Ｋ－Ｆｉｎａｌｐｒｉｃｅ
＞ ｐｕｔｐａｙｏｆｆ［ｐｕｔｐａｙｏｆｆ＜０］＜－０
＞ ｅｘｐ（－ｒ）∗ｍｅａｎ（ｐｕｔｐａｙｏｆｆ）

得到，为 ０ ２９５ ８４１ １．利用广义 ＣＲＲ 模型得到了所

有需要计算的重要数据：看涨期权价值＝ １ ２９２ ３４６，
看跌期权价值 ＝ ０ ２９５ ８４１ １，股票价值的期望 ＝
１０１ ００５．　

总之，广义的 ＣＲＲ模型可以应用到很多实际金

融场合，例如预测股票价格、货币汇率以及评价潜在

投资．
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２３１
毛学荣，等．金融领域的随机建模与基于软件 Ｒ的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ模拟（２）：Ｃｏｘ⁃Ｒｏｓｓ⁃Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ模型．
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