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输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法

摘要
针对输入非线性方程误差系统，即

输入非线性受控自回归系统，研究了基
于过参数化模型的多新息辨识方法和基
于过参数化模型的递阶多新息辨识方
法；研究了基于关键项分离原理的多新
息辨识方法；使用辨识模型分解技术，研
究了基于关键项分离原理的两阶段多新
息辨识方法和三阶段多新息辨识方法．
这些方法可以推广到其他输入非线性方
程误差系统、输入非线性输出误差类系
统、输出非线性方程误差类系统、输出非
线性输出类系统、反馈非线性系统等．同
时，给出了几个典型辨识算法的计算量、
计算步骤和流程图．
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０　 引言

　 　 随着控制科学的发展和控制技术的应用，时代发生了根本性变

革，社会文明取得了极大的进步．与时俱进，作为控制科学的基础学

科———系统辨识自形成的半个多世纪以来，也得到空前的发展．在此

背景下，２０１１—２０１２年、２０１４年笔者等已经在《南京信息工程大学学

报》连载了系统辨识论文 １８ 篇，并出版了著作《系统辨识新论》 ［１］与
《系统辨识———辨识方法性能分析》 ［２］ ．２０１４ 年的连载论文研究了多

元系统、多变量系统、状态空间系统的多新息辨识方法等［３⁃８］ ．２０１５ 年

的连载论文主要基于数据滤波技术，研究了输入非线性方程误差自

回归系统的多新息辨识方法［９］ ．
本文分别基于过参数化模型和基于关键项分离原理，研究输入

非线性方程误差系统的多新息辨识方法．非线性现象和非线性系统无

处不在，现实中几乎所有的系统都存在一定程度的非线性．研究非线

性系统的建模和辨识对此类系统的分析、控制、预测以及优化有着重

要的意义．由于非线性系统结构特性复杂，表现形式多样，加上应用领

域非常广泛，不可能有统一的非线性系统描述模型和统一的数学理

论支持．
对于控制而言，人们不希望使用复杂的模型结构和复杂的数学

表达式，能满足精度要求的简单对象模型易于设计控制器，且方便实

现，稳定性和可靠性好．数学表达式十分复杂的数学模型，即使精确，
也不利于实际应用，不会被控制工程师所接受．

一些特殊模块化结构非线性系统受到了控制科学家的广泛关注．
块结构非线性系统是由非线性块与线性动态块两部分构成的，或是

由非线性部分和线性部分构成的．非线性部分是一个静态非线性特

性，线性部分通常是一个动态子系统．这样的块结构非线性比一般非

线性系统处理起来相对容易，也是受到关注的原因之一．值得指出的

是，如果非线性部分是一个非线性动态子系统，这样非线性系统也是

极其复杂的．因此，通常说的块结构非线性系统都是指非线性部分是

静态的．
块结构非线性系统包括：１） 输入非线性系统（非线性模块位于线

性模块之前：Ｎ—Ｌ）；２） 输出非线性系统（非线性模块位于线性模块

之后：Ｌ—Ｎ）；３） 输入输出非线性系统（两个非线性模块夹着一个线

性模块：Ｎ—Ｌ—Ｎ）；４） 中间非线性系统（两端线性动态子系统夹着一



　 　 　 　个静态非线性环节：Ｌ—Ｎ—Ｌ）；５） 反馈非线性系统

（静态非线性环节可在前向通道，也可在反馈通道

上）等．这里用 Ｌ代表线性（ ｌｉｎｅａｒ）之意，Ｎ 代表非线

性（ｎｏｎｌｉｎｅａｒ）之意，这些典型块结构非线性系统示

意如图 １和图 ２所示．

图 １　 几种非线性系统模型结构

Ｆｉｇ １　 Ｓｅｖｅｒａｌ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ

图 ２　 反馈非线性系统模型结构

Ｆｉｇ ２　 Ａ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ

当输入非线性是一个静态多项式非线性环节，
线性环节是一个动态子系统时，这样的非线性系统

也称为 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ系统．输入非线性系统包括输入

非线性方程误差类系统和输入非线性输出误差类

系统．
按照干扰噪声性质区分，输入非线性方程误差

类系统（ＩＮ⁃ＥＥＴ系统）包含：
１） 基本输入非线性方程误差系统（ ＩＮ⁃ＥＥ 系

统），又称输入非线性受控自回归系统（ ＩＮ⁃ＣＡＲ 系

统），它包含了输入非线性有限脉冲响应系统（ ＩＮ⁃
ＦＩＲ系统）；

２） 输入非线性方程误差滑动平均系统 （ ＩＮ⁃
ＥＥＭＡ系统），又称输入非线性受控自回归滑动平均

系统（ＩＮ⁃ＣＡＲＭＡ系统）；
３） 输入非线性方程误差自回归系统（ ＩＮ⁃ＥＥＡＲ

系统），又称输入非线性受控自回归自回归系统（ＩＮ⁃
ＣＡＲＡＲ系统），也称输入非线性动态调节系统；

４） 输入非线性方程误差自回归滑动平均系统

（ＩＮ⁃ＥＥＡＲＭＡ系统），又称输入非线性受控自回归

自回归滑动平均系统（ＩＮ⁃ＣＡＲＡＲＭＡ系统）．
输入非线性输出误差类系统 （ ＩＮ⁃ＯＥＴ 系统）

包含：
１） 基本输入非线性输出误差系统（ ＩＮ⁃ＯＥ 系

统）；
２） 输入非线性输出误差滑动平均系统 （ ＩＮ⁃

ＯＥＭＡ系统）；
３） 输入非线性输出误差自回归系统（ ＩＮ⁃ＯＥＡＲ

系统）；
４） 输入非线性输出误差自回归滑动平均系统

（ＩＮ⁃ＯＥＡＲＭＡ系统），将其称为输入非线性 Ｂｏｘ⁃Ｊｅｎ⁃
ｋｉｎｓ系统（ＩＮ⁃ＢＪ系统）．

关键项分离原理是 Ｖöｒöｓ提出的，并被用于研究

非线性部分是分段线性、多段线性和间断分段线性

化的 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ 系统的辨识［１０⁃１２］ ．其思想是选择合

适的中间变量作为关键项，通过可辨识性要求，将参

数归一化，将系统的输出表示为系统参数的线性组

合，能避免辨识模型中出现线性块参数与非线性块

参数的乘积项．关键项分离原理只解决了分离问题，
其分离出来的关键项通常是一个中间变量（即系统

内容变量），是未知的，需要借助其他思想方法实现

系统未知参数和关键项的联合估计．一种方法是在

辨识算法中用关键项的估计代替，也可以采用辅助

模型辨识思想———用辅助模型的输出代替．
多新息辨识理论是一种新的辨识理论与方法，

已经成功用于线性系统和非线性系统的辨识，在《系
统辨识新论》第 ６章中有专门介绍［１］，多新息辨识方

法的一些重要成果都发表在国内外期刊上［１３⁃３４］ ．
本文分别基于过参数化模型，基于关键项分离原

理，基于辨识模型分解技术，研究具有已知基的输入

非线性方程误差系统的多新息辨识方法、递阶多新息

辨识方法、两阶段多新息辨识方法、三阶段多新息辨

识方法等．这类非线性系统将 Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ 非线性系

统作为特例．当然，还有一些非线性特性，如预负载死

区非线性、饱和非线性、滞后继电器非线性、滞后非线

性等（图 ３）．由于非线性特性形状各异，不可能存在通

用的辨识方法，必须针对不同的非线性特性，采用不

同技巧，研究相应的递推辨识方法或迭代辨识方法．这
也给辨识科学家提供了许多研究课题［１］ ．
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图 ３　 其他非线性特性

Ｆｉｇ ３　 Ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ

１　 基于过参数化模型的多新息辨识方法

本节基于过参数辨识模型研究输入非线性方程

误差系统的多新息辨识方法．
考虑输入非线性方程误差系统的参数辨识问

题，它是由一个已知基静态非线性环节串联一个线

性动态子系统构成的，其线性环节是一个受控自回

归子系统：
Ａ（ ｚ）ｙ（ ｔ）＝ Ｂ（ ｚ）ｕ（ ｔ）＋ｖ（ ｔ）， （１）

ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ）分别为线性动态子系统的输入和输出，
ｖ（ ｔ）∈Ｒ 是零均值白噪声，中间变量（即非线性环节

的输出，也是线性环节的输入）ｕ（ ｔ）∈Ｒ 是不可测

的，Ａ（ ｚ）和 Ｂ（ ｚ）是移位算子 ｚ－１［ ｚ－１ ｙ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ－１）］
的多项式，即：

Ａ（ ｚ） ∶ ＝ １＋ａ１ｚ
－１＋ａ２ｚ

－２＋…＋ａｎａｚ
－ｎａ，

Ｂ（ ｚ） ∶ ＝ ｂ１ｚ
－１＋ｂ２ｚ

－２＋…＋ｂｎｂｚ
－ｎｂ ．

非线性环节的输出 ｕ（ ｔ）是一组系数为 ｃｊ 的已

知基函数 ｆ ｊ（ｕ（ ｔ））的线性组合（ｕ（ ｔ）为系统输入，也
是非线性环节的输入），即：

ｕ（ ｔ） ＝∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｆ ｊ（ｕ（ ｔ）） ． （２）

非线性基函数 ｆ ｊ（∗）可以是多项式、三角函数、

指数函数、分段线性函数等．式（１）—（２）描述的系统

称为输入非线性方程误差系统 （ Ｉｎｐｕｔ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
Ｅｑｕａｔｉｏｎ Ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍ，ＩＮ⁃ＥＥ系统），即输入非线性受

控自回归系统 （ Ｉｎｐｕｔ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ ＡｕｔｏＲｅ⁃
ｇｒｅｓｓｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ，ＩＮ⁃ＣＡＲ系统） ．

对于任意非零常数 α， （ αｕ （ ｔ）， Ｂ （ ｚ） ／ α）和
（ｕ（ ｔ），Ｂ（ ｚ）），式（１）—（２）是同一个系统．为了确保

辨识结果的唯一性，必须对 ｕ（ ｔ）或 Ｂ（ ｚ）进行归一

化．不同的辨识方法可能需要不同的归一化假设．典
型的归一化假设有：

１） ｂ１ ＝ １或 ｃ１ ＝ １，其实可以规范化任一非零系

数 ｂｉ 或 ｃｉ 为 １；
２） Ｂ（１） ＝ １（或线性动态子系统增益 Ｂ（１） ／

Ａ（１）＝ １）；
３） ｂ２１＋ｂ２２＋…＋ｂ２ｎｂ ＝ １，ｂ１＞０，或 ｃ２１＋ｃ２２＋…＋ｃ２ｍ ＝ １，

ｃ１＞０．
对于基于过参数化模型的辨识方法，这里采用

第 １）个假设 ｂ１ ＝ １．读者可以采用假设 ｃ１ ＝ １，推导相

应的辨识方法．
利用移位算子 ｚ－１的性质，将式（２）代入式（１）整

理可得：

９９
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ｙ（ ｔ） ＝ －∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕ（ ｔ － ｉ） ＋ ｖ（ ｔ） ＝

－∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉ∑

ｍ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｆ ｊ（ｕ（ｔ － ｉ）） ＋ ｖ（ｔ）＝

－∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ ｔ － ｉ） ＋ ｂ１ｃ１ ｆ１（ｕ（ ｔ － １）） ＋

ｂ１ｃ２ ｆ２（ｕ（ ｔ － １）） ＋ … ＋ ｂ１ｃｍ ｆｍ（ｕ（ ｔ － １）） ＋
ｂ２ｃ１ ｆ１（ｕ（ ｔ － ２）） ＋ ｂ２ｃ２ ｆ２（ｕ（ ｔ － ２）） ＋ … ＋
ｂ２ｃｍ ｆｍ（ｕ（ ｔ － ２）） ＋ … ＋ ｂｎｂｃ１ ｆ１（ｕ（ ｔ － ｎｂ）） ＋
ｂｎｂｃ２ｆ２（ｕ（ｔ － ｎｂ））＋… ＋ ｂｎｂｃｍｆｍ（ｕ（ｔ － ｎｂ）） ＋ ｖ（ｔ）． （３）
定义参数向量 θ 和信息向量 ϕ（ ｔ）如下：

θ ∶ ＝

θ０
θ１
θ２
︙
θｎｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒｎ，　 ｎ ∶ ＝ｎａ＋ｍｎｂ， （４）

ϕ（ ｔ） ∶ ＝

ϕ０（ ｔ）
ϕ１（ ｔ）
ϕ２（ ｔ）
︙

ϕｎｂ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒｎ， （５）

θ０ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ］
Ｔ∈Ｒｎａ， （６）

θｉ ∶ ＝［ｂｉｃ１，ｂｉｃ２，…，ｂｉｃｍ］
Ｔ∈Ｒｍ，　 ｉ＝１，２，…，ｎｂ， （７）

ϕ０（ｔ） ∶ ＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ，（８）
ϕｉ（ｔ） ∶＝［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ∈Ｒｍ．（９）

于是，ＩＮ⁃ＥＥ系统（３）可写成线性回归形式：
ｙ（ ｔ）＝ ϕＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ）， （１０）

式（ １０）称为 ＩＮ⁃ＣＡＲ 系统的过参数化辨识模型

（ｏｖｅｒ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ） ．
注 １　 如果将多项式 Ｂ（ ｚ）修改为

Ｂ（ ｚ） ∶ ＝ ｂ０＋ｂ１ｚ
－１＋ｂ２ｚ

－２＋…＋ｂｎｂｚ
－ｎｂ，

那么规范化假设应该作相应修正，如令 ｂ０ ＝ １．在这

种假设下，按照本文方法推导相应的辨识算法是不

难的．
注 ２　 这个过参数化辨识模型的参数向量 θ 包

含了系统线性块参数 ｂｉ 与非线性块参数 ｃｊ 的乘积

项，使得参数向量 θ 的维数 ｎ ＝ ｎａ ＋ｍｎｂ 大于系统的

实际参数数目 ｎａ＋ｎｂ＋ｍ（ｍ，ｎｂ≥２ 时），产生很多冗

余估计．特别地，当 ｍ 和 ｎｂ 很大时，导致辨识算法的

计算量很大，这就激发我们研究计算量小的辨识方

法，这也是本文的研究目标．
下面讨论基于过参数化模型的输入非线性方程

误差系统的随机梯度辨识方法、多新息随机梯度辨

识方法、递推最小二乘辨识方法、多新息最小二乘辨

识方法，进而从获得的参数估计 θ^（ ｔ）中提取出原系

统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估计．

１ １　 基于过参数化模型的随机梯度辨识算法

令 θ^（ｔ）为参数向量 θ在时刻 ｔ 的估计，‖Ｘ‖２ ∶ ＝
ｔｒ［ＸＸＴ］表示矩阵（或向量） Ｘ 的范数，１ｎ 是元均为

１的 ｎ 维列向量，ｐ０ 是一个很大的正数，如 ｐ０ ＝ １０６ ．
定义梯度准则函数：

Ｊ１（θ） ∶ ＝
１
２
［ｙ（ ｔ）－ϕＴ（ ｔ）θ］ ２，

参考文献［１⁃２］，利用负梯度搜索，极小化梯度准则

函数 Ｊ１（θ），可得辨识参数向量 θ 的随机梯度算法

（Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＳＧ算法）：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）－ １
ｒ（ ｔ）
ｇｒａｄ［Ｊ１（ θ^（ ｔ－１））］

＝ θ^（ ｔ－１）＋ϕ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－ϕＴ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］， （１１）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖ϕ（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （１２）
ϕ（ ｔ）＝ ［ϕＴ０（ ｔ），ϕＴ１（ ｔ），ϕＴ２（ ｔ），…，ϕＴｎｂ（ ｔ）］

Ｔ， （１３）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１４）
ϕｉ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ．（１５）

由于参数向量 θ 包含了参数 ｂｉ 与 ｃｊ 的乘积项，

所以在利用算法（１１）—（１５）获得 θ 的估计 θ^（ ｔ）后，
需要从中提取出原系统参数（ａ１，ａ２，…，ａｎａ），（ ｂ１，
ｂ２，…，ｂｎｂ）和（ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ）的估计．

令 θ^ｉ（ ｔ）代表向量 θ^（ ｔ）的第 ｉ 个元．由于假设

ｂ１ ＝ １，根据 θ 的定义和式（６）—（７）可知，系统原参

数 ａｉ 和 ｃｉ 可从 θ^（ ｔ）中读取出来，即：

ａ^ｉ（ ｔ）＝ θ^ｉ（ ｔ），　 ｉ＝ １，２，…，ｎａ， （１６）

ｃ^ｊ（ ｔ）＝ θ^ｎａ＋ｊ（ ｔ），　 ｊ＝ １，２，…，ｍ， （１７）

ｂ^ｉ（ ｔ）＝
θ^ｉｍ－ｍ＋ｎａ＋ｊ（ ｔ）

ｃ^ｊ（ ｔ）
，　 ｉ＝ ２，３，…，ｎｂ，　 ｊ＝ １，２，…，ｍ．

由于 ｊ＝ １，２，…，ｍ，对任意 ｉ（１＜ｉ≤ｎｂ），ｂｉ 有 ｍ
个估计值，即冗余估计．这里取这 ｍ 个估计值的平均

值作为 ｂｉ 的估计［３５⁃３８］，即：

ｂ^ｉ（ ｔ） ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｊ ＝ １

θ^ｉｍ－ｍ＋ｎａ＋ｊ（ ｔ）
ｃ^ｊ（ ｔ）

，　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎｂ ． （１８）

式（１１）—（１８）构成了基于平均值的随机梯度

参数估计算法．

００１
丁锋，等．输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



注 ３　 需要说明的是，上述算法分两步进行，第
一步用式（１１）—（１５）辨识过参数化模型（１０）的参

数向量 θ，第二步用式（１６）—（１８）从辨识出的参数

估计 θ^（ ｔ）中计算出系统参数的估计．后述的基于过

参数化模型的辨识算法都可采用式（１６）—（１８）从
估计 θ^（ ｔ）中提取出原系统参数估计．

注 ４　 随机梯度算法的收敛速度慢，为了提高

收敛速度，可引入遗忘因子 λ，将式（１２）修改为

ｒ（ ｔ）＝ λ ｒ（ ｔ－１）＋‖ϕ（ ｔ）‖２，
　 　 ０≤λ≤１，　 ｒ（０）＝ １． （１９）
值得指出的是，所有随机梯度类算法，包括后述

的多新息随机梯度算法、递阶随机梯度算法、递阶多

新息随机梯度算法、两阶段和三阶段随机梯度算法

等，都可以引入遗忘因子来改进算法收敛速度．

１ ２　 基于过参数化模型的多新息随机梯度辨识算法

随机梯度辨识算法步骤简单、计算量小，但存在

参数收敛速度慢、参数估计精度不理想等问题，这就

引出了下面的多新息随机梯度辨识算法．
在 ＳＧ算法（１１）—（１５）中，ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－ϕＴ（ ｔ）·

θ^（ ｔ－１）∈Ｒ 是标量新息［１，１３］ ．设新息长度为 ｐ．定义

堆积输出向量 Ｙ （ ｐ， ｔ）和堆积信息矩阵 Φ（ ｐ， ｔ）
如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕ（ ｔ），ϕ（ ｔ－１），…，ϕ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎ×ｐ ．
将标量新息 ｅ（ ｔ）∈Ｒ 扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝

ｙ（ ｔ）－ϕＴ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）

ｙ（ ｔ－１）－ϕＴ（ ｔ－１） θ^（ ｔ－１）
︙

ｙ（ ｔ－ｐ＋１）－ϕＴ（ ｔ－ｐ＋１） θ^（ ｔ－１）
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＝

Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ ．
参考文献［１，１３，１５］中多新息随机梯度辨识方法的

推导过程，将式（１１）—（１５）中的标量输出 ｙ（ ｔ）扩展

为输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），将信息向量 ϕ（ ｔ）扩展为信息矩

阵 Φ（ｐ，ｔ），可得到辨识参数向量 θ 的多新息随机梯

度 算 法 （ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＩＳＧ算法）：

θ^（ｔ）＝ θ^（ｔ－１）＋Φ（ｐ，ｔ）
ｒ（ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （２０）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）， （２１）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖ϕ（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （２２）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （２３）
Φ（ｐ，ｔ）＝ ［ϕ（ ｔ），ϕ（ ｔ－１），…，ϕ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２４）

ϕ（ ｔ）＝ ［ϕＴ０（ ｔ），ϕＴ１（ ｔ），ϕＴ２（ ｔ），…，ϕＴｎｂ（ ｔ）］
Ｔ， （２５）

ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （２６）
ϕｉ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ． （２７）

当新息长度 ｐ＝ １时，ＭＩＳＧ算法退化为 ＳＧ 算法

（１１）—（１５） ．为便于收敛性分析，式（２２）中的 ｒ（ ｔ）
也可修改为

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖Φ（ｐ，ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １．
利用式（２０）—（２７）估计出 θ^（ ｔ）后，可借助于式

（１６）—（１８）计算出原系统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估计．
式（２０）—（２７）与（１６）—（１８）构成了基于平均值的

多新息随机梯度参数估计算法，其实现步骤如下：
１） 初始化：令 ｔ＝ １，给定新息长度 ｐ、数据长度 Ｌ

和基函数 ｆ ｊ（∗）；设置初值 θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０，ｒ（０） ＝ １，
ｐ０ ＝ １０６ ．

２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（２３）
构造 Ｙ （ ｐ， ｔ），用式（２６）—（２７）依次构造 ϕ０（ ｔ），
ϕ１（ ｔ），ϕ２（ ｔ），…，ϕｎｂ（ ｔ），进而用式（２５）和（２４）构造

信息向量 ϕ（ ｔ）和信息矩阵 Φ（ｐ，ｔ） ．
３） 用式（２１）计算新息向量 Ｅ（ｐ，ｔ），用式（２２）

计算 ｒ（ ｔ） ．
４） 用式（２０）刷新参数向量的估计 θ^（ ｔ） ．
５） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １，转到第 ２）步，否则，终止

计算，获得参数向量的估计 θ^（Ｌ） ．
６） 利用式（１６）—（１８）从 θ^（Ｌ）中提取参数估计

ａ^ｉ（Ｌ），ｂ^ｉ（Ｌ）和 ｃ^ｉ（Ｌ） ．
利用 ＭＩＳＧ 算法（２０）—（２７）与（１６）—（１８）计

算 ＩＮ⁃ＥＥ系统参数估计的流程如图 ４所示．
注 ５　 通过扩展新息长度，多新息随机梯度辨识

算法能够改进参数估计精度．理论分析表明当新息

长度 ｐ＝ ｔ 时，多新息参数估计逼近最小二乘参数估

计．在收敛速度与计算量方面，多新息随机梯度算法

是随机梯度算法与最小二乘算法的折中［１，９］ ．
下面介绍收敛速度快的递推最小二乘算法．

１ ３　 基于过参数化模型的递推最小二乘辨识算法

考虑式（１０）的过参数化模型，即：
ｙ（ ｔ）＝ ϕＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ）， （２８）

其中各变量定义同上．定义输出向量 Ｙ（ ｔ），信息矩阵

Ｈ（ ｔ）和噪声向量 Ｖ（ ｔ）如下：

Ｙ（ ｔ） ∶ ＝

ｙ（１）
ｙ（２）
︙
ｙ（ ｔ）
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∈Ｒｔ，

１０１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：９７⁃１２４
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图 ４　 基于过参数化模型的多新息随机梯度算法流程

Ｆｉｇ ４　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＭＩＳＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｏｖｅｒ－ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

Ｈ（ ｔ） ∶ ＝
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ϕＴ（ ｔ）
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Ｖ（ ｔ） ∶ ＝

Ｖ（１）
Ｖ（２）
︙

Ｖ（ ｔ）
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则

Ｙ（ ｔ）＝ Ｈ（ ｔ）θ＋Ｖ（ ｔ） ．
定义二次准则函数：

Ｊ２（θ） ∶ ＝
１
２
［Ｙ（ ｔ）－Ｈ（ ｔ）θ］ Ｔ［Ｙ（ ｔ）－Ｈ（ ｔ）θ］，

极小化这个二次准则函数或令 Ｊ２（θ）对 θ 的偏导数

为零，可得到估计参数向量 θ 的递推算法［１⁃２］：
θ^（ｔ）＝ θ^（ｔ－１）＋Ｐ（ｔ）ϕ（ｔ）［ｙ（ｔ）－ϕＴ（ｔ）θ^（ｔ－１）］， （２９）
Ｐ－１（ ｔ）＝ Ｐ－１（ ｔ－１）＋ϕ（ ｔ）ϕＴ（ ｔ） ． （３０）

根据 Ｐ－１（ ｔ）的定义，为了实现矩阵 Ｐ－１（ ｔ）的递

推计算，其初值应该设置为 Ｐ－１（０）＝ ０，导致其逆不

存在，实践中通常给其设置为一个接近于零的正定

矩阵，如 Ｐ－１（０）＝ Ｉｎ ／ ｐ０，即 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ 是一个很大

的正定矩阵，其中 Ｉｎ 是一个 ｎ 阶单位阵（ａｎ ｉｄｅｎｔｉｔｙ

ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｏｒｄｅｒ ｎ）， ｐ０ 是一个很大的常数，如取

ｐ０ ＝ １０６ ．
为了避免矩阵求逆运算，将矩阵求逆引理［１⁃２］

（Ａ＋ＢＣ） －１ ＝Ａ－１－Ａ－１Ｂ（Ｉ＋ＣＡ－１Ｂ） －１ＣＡ－１ （３１）
应用到式（３０），可以推出辨识参数向量 θ 的递推最

小二乘算法（Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＲＬＳ
算法）：
θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－ϕＴ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］，

θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （３２）
Ｌ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）ϕ（ ｔ）［１＋ϕＴ（ ｔ）Ｐ（ ｔ－１）ϕ（ ｔ）］ －１， （３３）
Ｐ（ｔ）＝ ［Ｉｎ－Ｌ（ｔ）ϕＴ（ｔ）］Ｐ（ｔ－１），　 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ， （３４）
ϕ（ ｔ）＝ ［ϕＴ０（ ｔ），ϕＴ１（ ｔ），ϕＴ２（ ｔ），…，ϕＴｎｂ（ ｔ）］

Ｔ， （３５）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎ）］ Ｔ， （３６）
ϕｉ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ．（３７）

利用式（３２）—（３７）估计出 θ^（ ｔ）后，可借助于式

（１６）—（１８）计算出原系统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估计．
式（３２）—（３７）与（１６）—（１８）构成了基于平均值的

递推最二乘参数估计算法．
注 ６　 辨识算法的计算量是评价计算效率的一

个重要指标．辨识算法的计算量可用其乘法运算次

数和加法运算次数表示．一次加法运算称为一个

ｆｌｏｐ，一次乘法运算也称为一个 ｆｌｏｐ．除法作为乘法对

待，减法作为加法对待．这样就可以用 ｆｌｏｐ 数，即浮

点运算数来表示计算量的大小．表 １ 列出了基于过

参数化模型的 ＲＬＳ算法（３２）—（３７）的计算量（ｎ ∶ ＝
ｎａ＋ｍｎｂ） ．

从表 １ 可以看出，最小二乘算法每步的计算量

是 Ｎ１ ∶ ＝ ４ｎ
２＋６ｎ．简单来说最小二乘算法的计算量是

Ｏ（ｎ２） ．

１ ４　 基于过参数化模型的多新息最小二乘辨识算法

定义堆积输出向量 Ｙ （ ｐ， ｔ）和堆积信息矩阵

Φ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕ（ ｔ），ϕ（ ｔ－１），…，ϕ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎ×ｐ ．

借助于多新息辨识理论，参考多新息最小二乘

辨识算法的推导［１，１４⁃１５］，扩展 ＲＬＳ 算法（３２）—（３７）
中的标量新息 ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ） －ϕＴ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）为新息

向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝

ｙ（ ｔ）－ϕＴ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）

ｙ（ ｔ－１）－ϕＴ（ ｔ－１） θ^（ ｔ－１）
︙

ｙ（ ｔ－ｐ＋１）－ϕＴ（ ｔ－ｐ＋１） θ^（ ｔ－１）
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表 １　 递推最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＲＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 表达式 乘法次数 加法次数

θ^（ ｔ） θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎ ｎ ｎ

ｅ（ ｔ） ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－ϕ^Ｔ（ ｔ） θ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ ｎ

Ｌ（ ｔ） Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ） ／ ［１＋ϕ^Ｔ（ ｔ）ζ（ ｔ）］∈Ｒｎ ２ｎ ｎ

ζ（ ｔ） ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１）ϕ^（ ｔ）∈Ｒｎ ｎ２ （ｎ－１）ｎ

Ｐ（ ｔ） Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ（ ｔ）∈Ｒｎ×ｎ ｎ２ ｎ２

总数 ２ｎ２＋４ｎ ２ｎ２＋２ｎ

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ１ ∶ ＝ ４ｎ
２＋６ｎ

　 　 Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ，
扩展信息向量 ϕ（ ｔ）为信息矩阵 Φ（ ｐ，ｔ），扩展输出

ｙ（ ｔ）为输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），便得到估计参数向量 θ 的

多新息最小二乘算法（Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＭＩＬＳ算法）：
θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ），　 θ^（０）＝ １ｎ ／ ｐ０， （３８）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）， （３９）
Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）Φ（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴ（ｐ，ｔ）Ｐ（ｔ－１）Φ（ｐ，ｔ）］

－１， （４０）
Ｐ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）－Ｌ（ｔ）ΦＴ（ｐ，ｔ）Ｐ（ｔ－１），　 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ，（４１）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （４２）
Φ（ｐ，ｔ）＝ ［ϕ（ ｔ），ϕ（ ｔ－１），…，ϕ（ ｔ－ｐ＋１）］， （４３）
ϕ（ ｔ）＝ ［ϕＴ０（ ｔ），ϕＴ１（ ｔ），ϕＴ２（ ｔ），…，ϕＴｎｂ（ ｔ）］

Ｔ， （４４）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （４５）
ϕｉ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ． （４６）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＭＩＬＳ 算法退化为 ＲＬＳ 算法

（３２）—（３７） ．
利用式（３８）—（４６）估计出 θ^（ ｔ）后，可借助于式

（１６）—（１８）计算出原系统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估计．
式（３８）—（４６）和（１６）—（１８）构成了基于平均值的

多新息最小二乘算法，算法的实现步骤如下：
１） 初始化：令 ｔ＝ １，给定新息长度 ｐ、数据长度 Ｌ

和基 函 数 ｆ ｊ （ ∗ ）； 设 置 初 值 θ^ （ ０ ） ＝ １ｎ ／ ｐ０，
Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ ．

２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（４２）
构造 Ｙ （ ｐ， ｔ），用式（４５）—（４６）依次构造 ϕ０（ ｔ），
ϕ１（ ｔ），ϕ２（ ｔ），…，ϕｎｂ（ ｔ），用式（４４）和（４３）构造ϕ（ ｔ）
和 Φ（ｐ，ｔ） ．

３） 用式 （ ３９） 计算新息向量 Ｅ （ ｐ， ｔ），用式

（４０）—（４１）计算 Ｌ（ ｔ）和 Ｐ（ ｔ） ．
４） 用式（３８）刷新参数向量的估计向量 θ^（ ｔ） ．
５） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １ 转到第 ２）步，否则，获得

参数向量的估计 θ^（Ｌ） ．
６） 利用式（１６）—（１８）从 θ^（Ｌ）中提取参数估计

ａ^ｉ（Ｌ），ｂ^ｉ（Ｌ）和 ｃ^ｉ（Ｌ） ．
基于过参数化模型的 ＭＩＬＳ 算法（３８）—（４６）和

（１６）—（１８）计算 ＩＮ⁃ＥＥ系统参数估计的流程如图 ５
所示，ＭＩＬＳ算法的计算量如表 ２所示（ｎ＝ｎａ＋ｍｎｂ） ．

图 ５　 基于过参数化模型的多新息最小二乘算法流程

Ｆｉｇ ５　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｏｖｅｒ－ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

注 ７　 值得指出的是，与多新息随机梯度算法相

比，多新息最小二乘算法改进参数估计精度的能力

是非常有限的，因为最小二乘算法从数据中提取有

用信息的能力极其强大，但是变递推间隔多新息最

小二乘算法能很好地提高稀少数据系统和损失数据

系统的参数估计精度［１，９，１４］ ．

３０１
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表 ２　 多新息最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

表达式 乘法次数 加法次数

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎ ｎｐ ｎｐ

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ ｎｐ ｎｐ

Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴ（ｐ，ｔ）ζ（ ｔ）］ －１∈Ｒｎ×ｐ ２ｎｐ２＋ｐ３ ２ｎｐ２＋ｐ３－ｎｐ－２ｐ２

ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１）Φ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎ×ｐ ｎ２ｐ ｎ２ｐ－ｎｐ

Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ（ ｔ）∈Ｒｎ×ｎ ｎ２ｐ ｎ２ｐ

总数 ２ｎｐ（ｎ＋ｐ＋１）＋ｐ３ ２ｎｐ（ｎ＋ｐ）＋ｐ３－２ｐ２

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ２ ∶ ＝ ４ｎ
２ｐ＋４ｎｐ２＋２ｎｐ＋２ｐ３－２ｐ２

２　 基于过参数化模型的递阶多新息辨识方法

输入非线性方程误差系统（输入非线性受控自

回归系统）在过参数化后，得到的过参数化辨识模型

参数多、维数高，导致辨识算法的计算量大，特别是

最小二乘辨识算法涉及计算参数估计误差协方差

阵，其计算量就更大．为此，在保持辨识精度或辨识

精度不至于牺牲太大的条件下，研究基于过参数化

模型分解的辨识方法，即利用递阶辨识原理，研究计

算量小的递阶辨识方法，提高计算效率，是十分必要

的．本节针对输入非线性方程误差系统，讨论基于过

参数化模型分解的递阶随机梯度辨识方法、递阶多

新息随机梯度辨识方法、递阶最小二乘辨识方法、递
阶多新息最小二乘辨识方法．

２ １　 基于过参数化模型的递阶随机梯度辨识算法

利用递阶辨识原理将过参数化模型（２８）分解成

若干个维数低、变量少的子系统，然后导出这些子系

统的辨识方法，最后提取或计算出原系统的参数估计．
根据式（４）—（５）参数向量 θ 和信息向量 ϕ（ ｔ）

的定义，ＩＮ⁃ＥＥ系统过参数化模型（２８）可改写为

ｙ（ ｔ）＝ ϕＴ（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ）＝

［ϕＴ０（ ｔ），ϕＴ１（ ｔ），ϕＴ２（ ｔ），…，ϕＴｎｂ（ ｔ）］

θ０
θ１
θ２
︙
θｎｂ
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＋ｖ（ ｔ）＝

ϕＴ０（ ｔ）θ０＋ϕＴ１（ ｔ）θ１＋…＋ϕＴｎｂ（ ｔ）θｎｂ
＋ｖ（ ｔ） ． （４７）

定义中间变量

ｙｉ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ） － ∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０，ｋ≠ｉ
ϕＴｋ（ ｔ）θｋ，

　 　 ｉ ＝ ０，１，…，ｎｂ ． （４８）
系统（４７）可以分解为 ｎｂ＋１个子系统：

ｙｉ（ ｔ）＝ ϕＴｉ （ ｔ）θｉ＋ｖ（ ｔ），　 ｉ＝ ０，１，…，ｎｂ ． （４９）

考虑第 ｉ 个子系统，定义梯度准则函数：

Ｊ３ｉ（θｉ） ∶ ＝
１
２
［ｙｉ（ ｔ）－ϕＴｉ （ ｔ）θｉ］ ２ ．

设参数向量 θｉ 在时刻 ｔ 的估计为 θ^ｉ（ ｔ） ．使用负

梯度搜索极小化准则函数 Ｊ３ｉ（θｉ），可以得到下列递

推关系：

θ^ｉ（ ｔ） ＝ θ^ｉ（ ｔ － １） － １
ｒｉ（ ｔ）

ｇｒａｄ［Ｊ３ｉ（ θ^ｉ（ ｔ － １））］ ＝

θ^ｉ（ ｔ － １） ＋
ϕｉ（ ｔ）
ｒｉ（ ｔ）

［ｙｉ（ ｔ） － ϕＴｉ （ ｔ） θ^ｉ（ ｔ － １）］ ＝

θ^ｉ（ｔ － １）＋
ϕｉ（ｔ）
ｒｉ（ｔ）

ｙ（ｔ） －ϕＴｉ（ｔ）^θｉ（ｔ － １） －∑
ｎｂ

ｋ ＝０，ｋ≠ｉ
ϕＴｋ（ｔ）θｋ[ ]，（５０）

ｒｉ（ ｔ）＝ ｒｉ（ ｔ－１）＋‖ϕｉ（ ｔ）‖２，　 ｒｉ（０）＝ １． （５１）
算法（５０）—（５１）不可计算，因为在计算第 ｉ 个

子系统的参数向量 θｉ 时，需要用到其他 ｎｂ 个子系统

参数向量 θｋ（ｋ＝ ０，１，…，ｉ－１，ｉ＋１，…，ｎｂ）的信息，而
它们都是未知的．根据递阶辨识原理，在估计某一个

子系统的参数向量时，其余子系统参数向量可以用它

们前一时刻的估计代替．因此，将 θｋ 用它在时刻 ｔ－１

的估计 θ^ｋ（ｔ－１）代替，可得到辨识第 ｉ 个子系统参数向

量 θｉ 的随机梯度算法，即递阶随机梯度算法（Ｈｉｅｒａｒ⁃
ｃｈｉｃａｌ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＨＳＧ算法）：

θ^ｉ（ｔ） ＝ θ^ｉ（ｔ － １） ＋
ϕｉ（ｔ）
ｒｉ（ｔ）

ｙ（ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ϕＴｋ（ｔ）θ^ｋ（ｔ － １）[ ] ，

ｉ ＝ ０，１，…，ｎｂ， （５２）
ｒｉ（ ｔ）＝ ｒｉ（ ｔ－１）＋‖ϕｉ（ ｔ）‖２，　 ｒｉ（０）＝ １， （５３）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （５４）
ϕｉ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ－ｉ））］ Ｔ，

ｉ＝ １，２，…，ｎｂ ． （５５）
当 ｉ＝ ０，１，…，ｎｂ 时，这个算法可以估计出 ＩＮ⁃ＥＥ 系

统（４７）的所有子参数向量 θｉ ．在获得所有子系统的

参数估计向量 θ^ｉ（ ｔ）（ ｉ ＝ ０，１，…，ｎｂ）后，可以利用它

们提取原系统的参数估计 ａ^ｉ（ ｔ）， ｂ^ｉ（ ｔ）和 ｃ^ｉ（ ｔ），或

４０１
丁锋，等．输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法．
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ａ^（ ｔ），ｂ^（ ｔ）和 ｃ^（ ｔ） ．
根据 ｂ１ ＝ １ 的假设，以及式（６）—（７）关于 θｉ 的

定义可得：
θ０ ＝［ａ１，ａ２，…，ａｎａ］

Ｔ，
θ１ ＝［ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ］ Ｔ ．

因此有 ａ^（ ｔ）＝ θ^０（ ｔ），ｃ^（ ｔ）＝ θ^１（ ｔ） ．令 θ^ｉ（ ｊ，ｔ）表示参

数估计向量 θ^ｉ（ ｔ）的第 ｊ 个元，则

ａ^ ｊ（ ｔ）＝ θ^０（ ｊ，ｔ），　 ｊ＝ １，２，…，ｎａ， （５６）

ｃ^ｊ（ ｔ）＝ θ^１（ ｊ，ｔ），　 ｊ＝ １，２，…，ｍ． （５７）

在获得参数 ｃｊ 的估计 ｃ^ｊ（ ｔ）之后，可用
θ^ｉ（ ｊ，ｔ）
ｃ^ｊ（ ｔ）

计

算 ｂｉ（ ｉ ＝ ２，３，…，ｎｂ）的估计．注意到 ｊ 有 ｍ 个取值，

ｊ＝ １，２，…，ｍ，故 ｂｉ 有 ｍ 个不同的估计 ｂ^ｉ（ ｔ），这里仍

取它们的平均值作为 ｂｉ 的估计，即：

ｂ^ｉ（ ｔ） ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｊ ＝ １

θ^ｉ（ ｊ，ｔ）
ｃ^ｊ（ ｔ）

，　 ｉ ＝ ２，３，…，ｎｂ ． （５８）

由于基于辨识模型分解的辨识方法称为递阶辨

识方法，因此式（５２）—（５８）构成了基于平均值的递

阶随机梯度辨识算法．
注 ８ 　 利用递阶辨识原理，将过参数化模型

（４７）分解成 ｎｂ＋１个子系统，使得信息向量和参数向

量的维数从 ｎ ∶ ＝ｎａ＋ｍｎｂ 降为 ｎａ 或 ｍ，有效地减少了

矩阵范数运算量，提高了辨识效率．只是随机梯度辨

识算法本身计算量较小，递阶随机梯度算法计算量

小的优势不明显．
注 ９ 　 如果式 （ ５２） 中 ｒｉ （ ｔ） 都修改为同一

ｒ（ ｔ），即：

ｒ（ ｔ） ＝ ｒ（ ｔ － １） ＋∑
ｎｂ

ｉ ＝ ０
‖ϕｉ（ ｔ）‖２，　 ｒ（０） ＝ １， （５９）

则 ＨＳＧ算法等同于 ＳＧ 算法（１１）—（１５） ．因此，对于

线性回归模型，两阶段随机梯度辨识算法、三阶段随

机梯度辨识算法、多阶段随机梯度辨识算法、递阶随

机梯度辨识算法等与随机梯度算法间只有细微区别．

２ ２　 基于过参数化模型的递阶多新息随机梯度辨

识算法

　 　 对第 ｉ 个子系统（４９），定义堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）
及堆积信息矩阵 Φｉ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｐ，
Φ０（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕ０（ｔ），ϕ０（ｔ－１），…，ϕ０（ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎａ×ｐ，
Φｉ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕｉ（ ｔ），ϕｉ（ ｔ－１），…，ϕｉ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｍ×ｐ，

ｉ＝ １，２，…，ｎｂ ．
将式（５２）中标量新息

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ϕＴｋ（ ｔ） θ^ｋ（ ｔ － １） ∈ Ｒ

扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝

ｙ（ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝０
ϕＴｋ（ｔ）^θｋ（ｔ － １）

ｙ（ｔ － １） －∑
ｎｂ

ｋ ＝０
ϕＴｋ（ｔ － １）^θｋ（ｔ － １）

︙

ｙ（ｔ － ｐ ＋ １） －∑
ｎｂ

ｋ ＝０
ϕＴｋ（ｔ － ｐ ＋ １）^θｋ（ｔ － １）
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＝

Ｙ（ｐ，ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ΦＴ

ｋ（ｐ，ｔ） θ^ｋ（ ｔ － １） ∈ Ｒｐ ．

借助于多新息辨识理论，对于式（５２）—（５５），将系

统输出 ｙ（ ｔ）扩展为输出向量 Ｙ（ ｐ， ｔ），将信息向量

ϕ０（ ｔ）和 ϕｉ （ ｔ）扩展为堆积信息矩阵 Φ０ （ ｐ， ｔ）和
Φｉ（ｐ，ｔ），可以得到辨识参数向量 θｉ 的递阶多新息随

机梯度算法（Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＨＭＩＳＧ算法）：

θ^ｉ（ｔ）＝ θ^ｉ（ｔ－１）＋
Φｉ（ｐ，ｔ）
ｒｉ（ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 ｉ＝０，１，…，ｎｂ， （６０）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－∑
ｎｂ

ｋ＝０
ΦＴ

ｋ（ｐ，ｔ） θ^ｋ（ ｔ－１）， （６１）

ｒｉ（ ｔ）＝ ｒｉ（ ｔ－１）＋‖ϕｉ（ ｔ）‖２，　 ｒｉ（０）＝ １， （６２）
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］， （６３）
Φ０（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕ０（ ｔ），ϕ０（ ｔ－１），…，ϕ０（ ｔ－ｐ＋１）］， （６４）
Φｉ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕｉ（ ｔ），ϕｉ（ ｔ－１），…，ϕｉ（ ｔ－ｐ＋１）］，

ｉ＝ １，２，…，ｎｂ， （６５）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎ）］ Ｔ， （６６）
ϕｉ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ．（６７）

当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＨＭＩＳＧ 算法退化为 ＨＳＧ
算法（５２）—（５５） ．式（６２）也可修改为

ｒｉ（ ｔ）＝ ｒｉ（ ｔ－１）＋‖Φｉ（ｐ，ｔ）‖２，　 ｒｉ（０）＝ １．

利用式（６０）—（６７）估计出 θ^ｉ（ ｔ）后，就可借助

于式（５６）—（５８）计算出原系统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估

计．式（６０）—（６７）与（５６）—（５８）构成了基于平均值

的 ＨＭＩＳＧ算法，其实现步骤如下：
１） 初始化：令 ｔ＝ １，给定新息长度 ｐ、数据长度 Ｌ

和基函数 ｆ ｊ （∗）；取 θ^０ （ ０） ＝ １ｎａ ／ ｐ０， ｒ０ （ ０） ＝ １，

θ^ｉ（０）＝ １ｍ ／ ｐ０，ｒｉ（０）＝ １，ｉ＝ １，２，…，ｎｂ，ｐ０ ＝ １０６ ．
２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（６３）

构造 Ｙ（ｐ，ｔ），用式（６６）—（６７）构造 ϕ０（ ｔ），ϕ１（ ｔ），
ϕ２（ ｔ），…，ϕｎｂ（ ｔ），用式（６４）—（６５）构造 Φ０（ｐ，ｔ），

５０１
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Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１５，７（２）：９７⁃１２４



Φ１（ｐ，ｔ），Φ２（ｐ，ｔ），…，Φｎｂ（ｐ，ｔ） ．
３） 用式（６１）计算新息向量 Ｅ（ｐ，ｔ），用式（６２）

计算 ｒｉ（ ｔ） ．

４） 用式（６０）刷新参数估计向量 θ^ｉ（ ｔ），ｉ ＝ ０，１，
…，ｎｂ ．

５） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １ 转到第 ２）步，否则获得参

数估计向量 θ^ｉ（Ｌ） ．

６） 利用式（５６）—（５８）从 θ^ｉ（Ｌ）中提取原系统

参数估计 ａ^ｉ（Ｌ），ｂ^ｉ（Ｌ）和 ｃ^ｉ（Ｌ） ．
基于过参数化模型的 ＨＭＩＳＧ 算法（６０）—（６７）

与（５６）—（５８）计算 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数估计的流程如

图 ６所示．

图 ６　 基于过参数化模型的 ＨＭＩＳＧ算法流程

Ｆｉｇ ６　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＨＭＩＳＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｏｖｅｒ⁃ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

２ ３　 基于过参数化模型的递阶最小二乘辨识算法

利用递阶辨识原理，将 ＩＮ⁃ＥＥ 系统（４７）分解成
ｎｂ＋１ 个子系统，然后再利用最小二乘搜索辨识这些

子系统的参数向量，最后提取或计算出系统的原

参数．
考虑由 ＩＮ⁃ＣＡＲ系统过参数模型分解得到的ｎｂ＋

１个虚拟子系统

ｙｉ（ ｔ）＝ ϕＴｉ （ ｔ）θｉ＋ｖ（ ｔ），　 ｉ＝ ０，１，…，ｎｂ， （６８）
其中

ｙｉ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ） － ∑
ｎ

ｋ ＝ ０，ｋ≠ｉ
ϕＴｋ（ ｔ）θｋ，

ϕ０（ ｔ） ∶ ＝

－ｙ（ ｔ－１）
－ｙ（ ｔ－２）
︙

－ｙ（ ｔ－ｎａ）
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∈Ｒｎａ，

ϕｉ（ ｔ） ∶ ＝

ｆ１（ｕ（ ｔ－ｉ））
ｆ２（ｕ（ ｔ－ｉ））
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∈Ｒｍ ．

令 θ^ｉ（ ｔ）表示第 ｉ 个子系统参数向量 θｉ 在时刻 ｔ
的估计．针对第 ｉ 个子系统，定义并极小化二次准则

函数：

Ｊ４ｉ（θ ｉ） ∶ ＝
１
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙｉ（ ｊ） － ϕＴｉ （ ｊ）θ ｉ］ ２ ．

令 Ｊ４ｉ（θｉ）对 θｉ 的梯度为零，可得计算 θ^ｉ（ ｔ）的递推

算法［１，３９］：
θ^ｉ（ ｔ） ＝

θ^ｉ（ ｔ － １） ＋ Ｐ ｉ（ ｔ）ϕｉ（ ｔ）［ｙｉ（ ｔ） － ϕＴｉ （ ｔ） θ^ｉ（ ｔ － １）］ ＝

θ^ｉ（ ｔ － １） ＋ Ｐ ｉ（ ｔ）ϕｉ（ ｔ） [ ｙ（ ｔ） － ϕＴｉ （ ｔ） θ^ｉ（ ｔ － １） －

∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０，ｋ≠ｉ
ϕＴｋ（ ｔ）θｋ ]， （６９）

Ｐ－１ｉ （ ｔ）＝ Ｐ
－１
ｉ （ ｔ－１）＋ϕｉ（ ｔ）ϕＴｉ （ ｔ） ． （７０）

注意到在计算第 ｉ 个子系统的参数向量 θｉ 时，
需要用到其他 ｎｂ 个子系统的参数向量 θｋ（ｋ≠ｉ）的信

息，而它们都是未知待辨识的．借助递阶辨识原理，将
未知参数向量 θｋ 用其在时刻 ｔ－１ 的估计θ^ｋ（ｔ－１）代
替，可得：

θ^ｉ（ ｔ） ＝

θ^ｉ（ｔ － １） ＋ Ｐｉ（ｔ）ϕｉ（ｔ） [ ｙ（ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝０
ϕＴｋ（ｔ）θ^ｋ（ｔ － １） ] ． （７１）

为了避免矩阵求逆运算，将矩阵求逆引理（式（３１））
应用到式（７０）可得

Ｐ ｉ（ ｔ）＝ Ｐ ｉ（ ｔ－１）－Ｌ ｉ（ ｔ）ϕＴｉ （ ｔ）Ｐ ｉ（ ｔ－１）， （７２）
其中增益向量 Ｌ ｉ（ ｔ）定义为

Ｌ ｉ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ ｉ（ ｔ）ϕｉ（ ｔ）＝
Ｐ ｉ（ ｔ－１）ϕｉ（ ｔ）

１＋ϕＴｉ （ ｔ）Ｐ ｉ（ ｔ－１）ϕｉ（ ｔ）
．

由此可得辨识辨识参数向量 θｉ 的递阶最小二

乘算法（Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＨＬＳ 算

法） ［４０］：

θ^ｉ（ｔ） ＝ θ^ｉ（ｔ － １） ＋ Ｌｉ（ｔ） [ ｙ（ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ϕＴｋ（ｔ）θ^ｋ（ｔ － １） ]，

ｉ ＝ ０，１，…，ｎｂ， （７３）

６０１
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Ｌ ｉ（ ｔ）＝
Ｐ ｉ（ ｔ－１）ϕｉ（ ｔ）

１＋ϕＴｉ （ ｔ）Ｐ ｉ（ ｔ－１）ϕｉ（ ｔ）
， （７４）

Ｐ ｉ（ ｔ）＝ Ｐ ｉ（ ｔ－１）－Ｌ ｉ（ ｔ）ϕＴｉ （ ｔ）Ｐ ｉ（ ｔ－１）， （７５）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （７６）
ϕｉ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ－ｉ））］ Ｔ，

ｉ＝ １，２，…，ｎｂ ． （７７）
令 ｉ＝ ０，１，…，ｎｂ，一旦 ＨＬＳ 算法（７３）—（７７）可

估计出所有参数向量 θ^ｉ（ ｔ）后，可借助于式（５６）—
（５８）计算出原系统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估计．

注意到参数向量 θ０ 和信息向量 ϕ０（ ｔ）是 ｎａ 维，
其他 ｎｂ 个参数向量和与其对应的信息向量都是 ｍ
维的．因此，参数向量和协方差矩阵的初始值可设置

如下：
θ^０（０）＝ １ｎａ ／ ｐ０，　 Ｐ０（０）＝ ｐ０Ｉｎａ，　 ｐ０ ＝ １０６， （７８）

θ^ｉ（０）＝ １ｍ ／ ｐ０，　 Ｐ ｉ（０）＝ ｐ０Ｉｍ，　 ｉ＝ １，２，…，ｎｂ ． （７９）
式（７３）—（７９）与（５６）—（５８）构成了基于平均值的

递阶最小二乘辨识算法，其计算量如表 ３所示．

２ ４　 基于过参数化模型的递阶多新息最小二乘辨

识算法

　 　 定义堆积输出向量 Ｙ （ ｐ， ｔ）和堆积信息矩阵

Φｉ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｐ，
Φ０（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕ０（ｔ），ϕ０（ｔ－１），…，ϕ０（ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎａ×ｐ，
Φｉ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕｉ（ｔ），ϕｉ（ｔ－１），…，ϕｉ（ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｍ×ｐ，

ｉ＝ １，２，…，ｎｂ ．
借助于多新息辨识理论，将式（７３）中的标量新息

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ϕＴｋ（ ｔ） θ^ｋ（ ｔ － １） ∈ Ｒ

扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ＝ Ｙ（ｐ，ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ΦＴ

ｋ（ｐ，ｔ） θ^ｋ（ ｔ － １） ∈Ｒｐ ．

扩展 ＨＬＳ算法（７３）—（７９）中系统输出 ｙ（ ｔ）为
堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），信息向量 ϕ０（ ｔ）和 ϕｉ（ ｔ）为堆

积信息矩阵 Φ０（ｐ，ｔ）和 Φｉ（ｐ，ｔ），可以得到辨识参数

向量 θｉ 的递阶多新息最小二乘算法 （Ｈｉｅｒａｒｃｈｉｃａｌ
Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＨＭＩＬＳ 算

法）：
θ^ｉ（ ｔ）＝ θ^ｉ（ ｔ－１）＋Ｌ ｉ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ），　 ｉ＝ ０，１，…，ｎｂ， （８０）

Ｅ（ｐ，ｔ） ＝ Ｙ（ｐ，ｔ） －∑
ｎｂ

ｋ ＝ ０
ΦＴ

ｋ（ｐ，ｔ） θ^ｋ（ ｔ － １）， （８１）

Ｌｉ（ｔ）＝Ｐｉ（ｔ－１）Φｉ（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴｉ（ｐ，ｔ）Ｐｉ（ｔ－１）Φｉ（ｐ，ｔ）］
－１， （８２）

Ｐ ｉ（ ｔ）＝ Ｐ ｉ（ ｔ－１）－Ｌ ｉ（ ｔ）ΦＴ
ｉ （ｐ，ｔ）Ｐ ｉ（ ｔ－１）， （８３）

Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （８４）
Φ０（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕ０（ ｔ），ϕ０（ ｔ－１），…，ϕ０（ ｔ－ｐ＋１）］， （８５）
Φｉ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ϕｉ（ ｔ），ϕｉ（ ｔ－１），…，ϕｉ（ ｔ－ｐ＋１）］，

ｉ＝ １，２，…，ｎｂ， （８６）
ϕ０（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （８７）
ϕｉ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ－ｉ）），ｆ２（ｕ（ｔ－ｉ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ－ｉ））］Ｔ， （８８）

θ^０（０）＝ １ｎａ ／ ｐ０，　 Ｐ０（０）＝ ｐ０Ｉｎａ， （８９）

θ^ｉ（０）＝ １ｍ ／ ｐ０，　 Ｐ ｉ（０）＝ ｐ０Ｉｍ，　 ｉ＝ １，２，…，ｎｂ ． （９０）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＨＭＩＬＳ 算法退化为 ＨＬＳ 算法

（７３）—（７９） ．
利用式（８０）—（９０）估计出 θ^ｉ（ ｔ）后，可借助于

式（５６）—（５８）计算出原系统参数 ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ 的估

计．式（８０）—（９０）与（５６）—（５８）构成了基于平均值

的递阶多新息最小二乘辨识算法，其计算步骤如下：

表 ３　 递阶最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＨＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 算法 乘法次数 加法次数

θ^０（ ｔ）
θ^０（ ｔ）＝ θ^０（ ｔ－１）＋Ｌ０（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎａ ｎａ ｎａ

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ） －∑
ｎｂ

ｉ ＝ ０
ϕＴｉ （ ｔ） θ^ｉ（ ｔ － １） ∈ Ｒ ｎａ ＋ ｍｎｂ ｎａ ＋ ｍｎｂ

Ｌ０（ ｔ）
Ｌ０（ ｔ）＝ ζ０（ ｔ） ／ ［１＋ϕＴ０（ ｔ）ζ０（ ｔ）］∈Ｒｎａ ２ｎａ ｎａ

ζ０（ ｔ） ∶ ＝Ｐ０（ ｔ－１）ϕ０（ ｔ）∈Ｒｎａ ｎ２ａ （ｎａ－１）ｎａ

Ｐ０（ ｔ） Ｐ０（ ｔ）＝ Ｐ０（ ｔ－１）－Ｌ０（ ｔ）ζＴ０（ ｔ）∈Ｒｎａ×ｎａ ｎ２ａ ｎ２ａ
θ^ｉ（ ｔ） θ^ｉ（ ｔ）＝ θ^ｉ（ ｔ－１）＋Ｌｉ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｍ ｍ ｍ

Ｌｉ（ ｔ）
Ｌｉ（ ｔ）＝ ζｉ（ ｔ） ／ ［１＋ϕＴｉ （ ｔ）ζｉ（ ｔ）］∈Ｒｍ ２ｍ ｍ

ζｉ（ ｔ） ∶ ＝Ｐｉ（ ｔ－１）ϕｉ（ ｔ）∈Ｒｍ ｍ２ ｍ（ｍ－１）
Ｐｉ（ ｔ） Ｐｉ（ ｔ）＝ Ｐｉ（ ｔ－１）－Ｌｉ（ ｔ）ζＴｉ （ ｔ）∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ ｍ２

总数 ２ｍ２ｎｂ＋４ｍｎｂ＋２ｎ２ａ＋４ｎａ ２ｍ２ｎｂ＋２ｍｎｂ＋２ｎ２ａ＋２ｎａ

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ３ ∶ ＝ ４ｎ
２
ａ＋４ｍ２ｎｂ＋６ｎａ＋６ｍｎｂ
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　 　 １） 初始化：令 ｔ ＝ １，选择数据长度 Ｌ，给定新息

长度 ｐ 和基函数 ｆ ｊ（∗），根据式（８９）—（９０）对参数

估计向量和协方差阵赋初值．
２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（８４）

构造 Ｙ（ｐ，ｔ），用式（８７）—（８８）构造 ϕ０（ ｔ），ϕ１（ ｔ），
ϕ２（ ｔ），…，ϕｎｂ（ ｔ），用式（８５）—（８６）构造 Φ０（ｐ，ｔ），
Φ１（ｐ，ｔ），Φ２（ｐ，ｔ），…，Φｎｂ（ｐ，ｔ） ．

３） 用式 （ ８１） 计算新息向量 Ｅ （ ｐ， ｔ），用式

（８２）—（８３）计算 Ｌ ｉ（ ｔ）和 Ｐ ｉ（ ｔ） ．

４） 用式（８０）刷新参数估计向量 θ^ｉ（ ｔ），ｉ ＝ ０，１，
…，ｎｂ ．

５） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １ 转到第 ２）步，否则获得参

数向量的估计 θ^ｉ（Ｌ） ．

６） 利用式（５６）—（５８）从 θ^ｉ（Ｌ）中提取原系统

的参数估计 ａ^ｉ（Ｌ），ｂ^ｉ（Ｌ）和 ｃ^ｉ（Ｌ） ．
递阶多新息最小二乘辨识算法（８０）—（９０）与

（５６）—（５８）计算 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数估计的计算量如

表 ４所示（ｎ ∶ ＝ｎａ＋ｍｎｂ） ．

３　 基于关键项分离的多新息辨识方法

前两节基于输入非线性方程误差系统的过参数

化辨识模型（１０），研究了多新息辨识方法和递阶多

新息辨识方法．该过参数化辨识模型参数向量 θ 中

含有 ｎａ＋ｍｎｂ 个参数，大于系统实际参数 ｎａ＋ｎｂ＋ｍ 个

（ｍ，ｎｂ＞２） ．参数数目增加了，导致辨识方法计算量

增加，也出现很多冗余参数估计，而且在辨识出过参

数化向量后，还需从中提取系统的实际参数估计，又

增加额外计算开支．为避免过参数模型出现冗余参

数估计和辨识方法计算量大的问题（指同类算法间

的比较），下面借用关键项分离原理，研究基于关键

项分离的随机梯度辨识方法以及多新息随机梯度辨

识方法、递推最小二乘辨识方法、多新息最小二乘辨

识方法．
考虑输入非线性方程误差系统（１）—（２），重写

如下：

ｙ（ｔ） ＝ －∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝ ０
ｂｉｕ（ｔ － ｉ） ＋ ｖ（ｔ）， （９１）

ｕ（ ｔ） ＝∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃｊ ｆ ｊ（ｕ（ ｔ）） ． （９２）

考虑到系统的可辨识性，这里假设 ｂ０ ＝ １．选择

中间变量 ｕ（ ｔ）作为关键项，ＩＮ⁃ＥＥ 系统（９１）—（９２）
可写为

ｙ（ ｔ） ＝ －∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝ ０
ｂｉｕ（ ｔ － ｉ） ＋ ｖ（ ｔ） ＝

－∑
ｎａ

ｉ ＝ １
ａｉｙ（ ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝ １
ｂｉｕ（ ｔ － ｉ） ＋ ｂ０ｕ（ ｔ） ＋ ｖ（ ｔ） ＝

－∑
ｎａ

ｉ ＝１
ａｉｙ（ｔ － ｉ） ＋∑

ｎｂ

ｉ ＝１
ｂｉｕ（ｔ － ｉ） ＋∑

ｍ

ｊ ＝１
ｃｊｆｊ（ｕ（ｔ）） ＋ ｖ（ｔ）． （９３）

定义线性模块的参数向量 ａ 和 ｂ，以及非线性模

块的参数向量 ｃ 为

ａ ∶ ＝

ａ１
ａ２
︙
ａｎａ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Ｒｎａ，　 ｂ ∶ ＝

ｂ１
ｂ２
︙
ｂｎｂ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Ｒｎｂ，

表 ４　 递阶多新息最小二乘算法的计算量
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＨＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

表达式 乘法次数 加法次数

θ^０（ ｔ）＝ θ^０（ ｔ－１）＋Ｌ０（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎａ ｎａｐ ｎａｐ

Ｅ（ｐ，ｔ） ＝ Ｙ（ｐ，ｔ） －∑
ｎｂ

ｉ ＝ ０
ΦＴｉ （ｐ，ｔ） θ^ｉ（ ｔ － １） ∈ Ｒｐ ｎａｐ ＋ ｍｎｂｐ ｎａｐ ＋ ｍｎｂｐ

Ｌ０（ ｔ）＝ ζ０（ ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴ０（ｐ，ｔ）ζ（ ｔ）］ －１∈Ｒｎａ×ｐ ２ｎａｐ２＋ｐ３ ２ｎａｐ２＋ｐ３－ｎａｐ－２ｐ２

ζ０（ ｔ） ∶ ＝Ｐ０（ ｔ－１）Φ０（ｐ，ｔ）∈Ｒｎａ×ｐ ｎ２ａ ｐ ｎ２ａ ｐ－ｎａｐ

Ｐ０（ ｔ）＝ Ｐ０（ ｔ－１）－Ｌ０（ ｔ）ζＴ０（ ｔ）∈Ｒｎａ×ｎａ ｎ２ａ ｐ ｎ２ａ ｐ

θ^ｉ（ ｔ）＝ θ^ｉ（ ｔ－１）＋Ｌｉ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｍ ｍｐ ｍｐ

Ｌｉ（ ｔ）＝ ζｉ（ ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴｉ （ｐ，ｔ）ζｉ（ ｔ）］ －１∈Ｒｍ×ｐ ２ｍｐ２＋ｐ３ ２ｍｐ２＋ｐ３－ｍｐ－２ｐ２

ζｉ（ ｔ） ∶ ＝Ｐｉ（ ｔ－１）Φｉ（ｐ，ｔ）∈Ｒｍ×ｐ ｍ２ｐ ｍ２ｐ－ｍｐ
Ｐｉ（ ｔ）＝ Ｐｉ（ ｔ－１）－Ｌｉ（ ｔ）ζＴｉ （ ｔ）∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ｐ ｍ２ｐ

总数
２ｎ２ａ ｐ＋２ｎａｐ２＋２ｎａｐ＋ｐ３＋
ｎｂ（２ｍ２ｐ＋２ｍｐ２＋２ｍｐ＋ｐ３）

２ｎ２ａ ｐ＋２ｎａｐ２＋ｐ３－２ｐ２＋
ｎｂ（２ｍ２ｐ＋２ｍｐ２＋ｐ３－２ｐ２）

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ４ ∶ ＝ ４ｐ（ｎ
２
ａ＋ｍｎ２ｂ）＋４ｎｐ２＋２ｎｐ＋２（ｎｂ＋１）（ｐ３－ｐ２）
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　 　 ｃ ∶ ＝

ｃ１
ｃ２
︙
ｃｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Ｒｍ，

定义相应的信息向量 φａ（ ｔ），φｂ（ ｔ）和 ｆ（ ｔ）为

φａ（ｔ） ∶＝

－ｙ（ｔ－１）
－ｙ（ｔ－２）
︙

－ｙ（ｔ－ｎａ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒｎａ，　 φｂ（ｔ） ∶＝

ｕ（ｔ－１）
ｕ（ｔ－２）
︙

ｕ（ｔ－ｎｂ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

∈Ｒｎｂ，

ｆ（ ｔ） ∶ ＝

ｆ１（ｕ（ ｔ））
ｆ２（ｕ（ ｔ））
︙

ｆｍ（ｕ（ ｔ））

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

∈Ｒｍ ．

进一步，令信息向量

φ（ｔ） ∶ ＝［φＴａ（ｔ），φＴｂ（ｔ），ｆＴ（ｔ）］Ｔ∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｍ，
令参数向量

ϑ ∶ ＝ ［ａＴ，ｂＴ，ｃＴ］ Ｔ∈Ｒｎ０，
则模型（９３）可改写为

ｙ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ） ． （９４）
注 １０　 式（９４）称为基于关键项分离的辨识模

型，其输出 ｙ（ ｔ）表示为未知参数的线性组合，是一个

伪线性辨识问题．与前述的过参数化模型（２８）相比，
辨识模型（９４）参数向量包含的都是系统的真实参数

ａｉ，ｂｉ 和 ｃｉ，没有出现参数乘积项，不会产生冗余参数

估计．
注 １１　 该模型参数向量维数比过参数化模型参

数向量维数小，相应的辨识方法的计算量也会小．基
于关键项分离的辨识模型（９４）是一个伪线性辨识问

题，但是信息向量 φ（ ｔ）中的 φｂ（ ｔ）包含了未知变量

ｕ（ ｔ－ｉ），在辨识算法中只能使用其估计代替（使用辅

助模型输出代替），这可能影响参数估计精度．基于

关键项分离的非线性系统辨识算法的收敛性分析仍

是辨识领域有待解决的难题，如：
１） 基于关键项分离的 ＩＮ⁃ＥＥ 系统随机梯度算

法收敛性分析；
２） 基于关键项分离的 ＩＮ⁃ＥＥ 系统多新息随机

梯度算法收敛性分析；
３） 基于关键项分离的 ＩＮ⁃ＥＥ 系统递推最小二

乘算法收敛性分析；
４） 基于关键项分离的 ＩＮ⁃ＥＥ 系统多新息最小

二乘算法收敛性分析等．
下面讨论基于关键项分离的 ＩＮ⁃ＥＥ 系统的随机

梯度辨识方法、多新息随机梯度辨识算法、递推最小

二乘辨识算法、多新息最小二乘辨识算法．

３ １　 基于关键项分离的随机梯度辨识算法

令 ϑ^（ ｔ） ∶ ＝
ａ^（ ｔ）

ｂ^（ ｔ）
ｃ^（ ｔ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

∈Ｒｎ０是参数向量 ϑ＝
ａ
ｂ
ｃ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

在

时刻 ｔ 的估计．对于辨识模型（９４），定义梯度准则

函数：

Ｊ（ϑ） ∶ ＝
１
２
‖ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ‖２ ．

参考文献［１⁃２］，利用负梯度搜索，极小化梯度

准则函数 Ｊ（ϑ），可以得到估计参数向量 ϑ的随机梯

度算法：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （９５）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １． （９６）
注意到信息向量 φ（ ｔ）中的 φｂ（ ｔ）含有未知变量

ｕ（ ｔ－ｉ），算法（９５）—（９６）是不可实现的．解决方法是

按照式（９２）构造辅助模型

ｕ^（ ｔ） ＝∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃ^ｊ（ ｔ） ｆ ｊ（ｕ（ ｔ）） ＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ．

辅助模型的输出ｕ^（ ｔ）可以看作是 ｕ（ ｔ）的估计．
由于采用递推方案，一旦 ｃ 的估计 ｃ^（ ｔ）计算得到，就

可用上式计算 ｕ（ ｔ）的估计ｕ^（ ｔ） ．用ｕ^（ ｔ－ｉ）构造 φｂ（ ｔ）
的估计

φ^ｂ（ｔ） ∶ ＝［ｕ^（ｔ－１），ｕ^（ｔ－２），…，ｕ^（ｔ－ｎｂ）］Ｔ∈Ｒｎｂ，
进而得到信息向量 φ（ ｔ）的估计

φ^（ ｔ） ∶ ＝［φＴａ（ ｔ），φ^Ｔｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ０ ．
将式（９５）—（９６）中未知信息向量 φ（ ｔ）用它的

估计 φ^（ ｔ）代替，就得到了辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数向量

ϑ的基于关键项分离的随机梯度算法 （ Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ
ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＳＧ
算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋φ^（ ｔ）
ｒ（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （９７）

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （９８）
φ^（ ｔ）＝ ［φＴａ（ ｔ），φ^Ｔｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ， （９９）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１００）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１０１）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１０２）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）， （１０３）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１０４）

注 １２　 与基于过参数化模型的随机梯度算法
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（１１）—（１５）相比，ＫＴ⁃ＳＧ 算法（９７）—（１０４）的参数

估计维数要小，故计算量要小得多．读者可以对两个

算法每递推计算一步需要的乘法次数和加法次数进

行比较．

３ ２　 基于关键项分离的多新息随机梯度辨识算法

使用最新的 ｐ 组数据，定义堆积输出向量

Ｙ（ｐ，ｔ）以及堆积信息矩阵 Φ^（ｐ，ｔ）为
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ^（ｐ，ｔ） ∶ ＝［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎ０×ｐ ．

设整数 ｐ≥１ 表示新息长度． 将 ＫＴ⁃ＳＧ 算法

（９７）—（１０４）中的标量信息

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ
扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝

ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）

ｙ（ ｔ－１）－φ^Ｔ（ ｔ－１）ϑ^（ ｔ－１）
︙

ｙ（ ｔ－ｐ＋１）－φ^Ｔ（ ｔ－ｐ＋１）ϑ^（ ｔ－１）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ，
扩展输出 ｙ（ ｔ）为堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），扩展信息向

量 φ^（ ｔ）为堆积信息矩阵 Φ^（ｐ，ｔ），便得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ
系统参数向量 ϑ的基于关键项分离的多新息随机梯

度算法 （Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ
Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＭＩＳＧ算法）：

ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Φ^（ｐ，ｔ）
ｒ（ ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ）， （１０５）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （１０６）
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φ^（ ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １， （１０７）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （１０８）
Φ^（ｐ，ｔ）＝ ［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］， （１０９）
φ^（ ｔ）＝ ［φＴａ（ ｔ），φ^Ｔｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ， （１１０）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１１１）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１１２）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１１３）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）， （１１４）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１１５）

当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃ＭＩＳＧ 算法退化为 ＫＴ⁃
ＳＧ算法 （９７）—（１０４），可以说 ＫＴ⁃ＳＧ 算法是 ＫＴ⁃
ＭＩＳＧ算法的特例．为使算法有更快的收敛速度，式
（１０７）中的 ｒ（ ｔ）也可修改为

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖Φ^（ｐ，ｔ）‖２，　 ｒ（０）＝ １．
ＫＴ⁃ＭＩＳＧ算法（１０５）—（１１５）的实现步骤如下：

１）初始化：ｔ＝ １，给定数据长度 Ｌ、新息长度 ｐ 和

基函数 ｆ ｊ（∗）；令 ϑ^（０）＝ １ｎ０ ／ ｐ０，ｒ（０）＝ １，ｕ^（ ｊ）＝ １ ／
ｐ０，ｊ≤０．

２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（１０８）
构造 Ｙ（ｐ，ｔ） ．

３） 用式 （１１１）—（１１３）构造 φａ （ ｔ）， φ^ｂ （ ｔ）和

ｆ（ ｔ），用式（１１０）和（１０９）构造信息向量 φ^（ ｔ）和堆积

信息矩阵 Φ^（ｐ，ｔ） ．
４） 用式 （ １０６）计算新息向量 Ｅ （ ｐ， ｔ），用式

（１０７）计算 ｒ（ ｔ） ．
５） 用式（１０５）刷新 ϑ^（ ｔ） ．
６） 从式（１１５）的 ϑ^（ ｔ）中读取 ｃ^（ ｔ），用式（１１４）

计算中间变量ｕ^（ ｔ） ．
７） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １，转到第 ２）步，否则获得参

数估计 ϑ^（Ｌ） ．
ＫＴ⁃ＭＩＳＧ算法（１０５）—（１１５）计算 ＩＮ⁃ＥＥ 系统

参数估计向量 ϑ^（ ｔ）的流程如图 ７所示．

图 ７　 基于关键项分离的多新息随机梯度算法流程

Ｆｉｇ ７　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ－ＭＩＳＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

注 １３　 与 ＫＴ⁃ＳＧ 算法（９７）—（１０４）相比，ＫＴ⁃
ＭＩＳＧ算法（１０５）—（１１５）通过新息扩展，由于充分

地利用了系统的观测数据和辨识新息，故算法的收

敛速度加快，辨识精度提高，不过运算量有所增大．

０１１
丁锋，等．输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



３ ３　 基于关键项分离的递推最小二乘辨识算法

针对 ＩＮ⁃ＥＥ系统的关键项分离辨识模型（９４），
定义二次准则函数：

Ｊ（ϑ） ＝ １
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ（ ｊ） － φＴ（ ｊ）ϑ］ ２，

极小化这个二次准则函数或令 Ｊ（ϑ）对 ϑ的偏

导数为零，即：
∂Ｊ（ϑ）
∂ϑ

＝ －∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）［ｙ（ ｊ） － φＴ（ ｊ）ϑ］ ＝ ０，

在持续激励条件下，数据长度 ｔ 足够大，相关矩阵正

定时，可获得参数向量 ϑ的最小二乘估计为

ϑ^（ｔ） ＝ [∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）φＴ（ ｊ） ]

－１

∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ（ ｊ）ｙ（ ｊ）， （１１６）

进一步可以得到递推最小二乘估计算法：
ϑ（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φＴ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］， （１１７）

Ｌ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）φ（ ｔ）
１＋φＴ（ ｔ）Ｐ（ ｔ－１）φ（ ｔ）

， （１１８）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）φ
Ｔ（ ｔ）］Ｐ（ ｔ－１） ． （１１９）

式（１１７）—（１１９）的递推最小二乘估计算法不

可实现，因为信息向量 φ（ ｔ）中的 φｂ（ ｔ）含有未知变

量 ｕ（ ｔ－ｉ） ．解决方法是未知量 ｕ（ ｔ），φｂ（ ｔ）和 φ（ ｔ）均

用其估计ｕ^（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ）和 φ^（ ｔ）代替，可以得到辨识

ＩＮ⁃ＥＥ系统参数向量 ϑ的基于关键项分离的递推最

小二乘算法 （ Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ
Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＲＬＳ算法） ［４１］：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）］，

ϑ^（０）＝ １ｎ０ ／ ｐ０， （１２０）

Ｌ（ｔ）＝ Ｐ（ｔ－１）φ^（ｔ）［１＋φ^Ｔ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ^（ｔ）］ －１， （１２１）
Ｐ（ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ｔ）φ^

Ｔ（ｔ）］Ｐ（ｔ－１），　 Ｐ（０）＝ ｐ０Ｉｎ０， （１２２）

φ^（ ｔ）＝ ［φＴａ（ ｔ），φ^Ｔｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ， （１２３）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１２４）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１２５）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１２６）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）， （１２７）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１２８）

表 ５ 列出了 ＫＴ⁃ＲＬＳ 算法每步的计算量（ｎ０ ∶ ＝
ｎａ＋ｎｂ＋ｍ） ．

３ ４　 基于关键项分离的多新息最小二乘辨识算法

定义堆积输出向量 Ｙ （ ｐ， ｔ）和堆积信息矩阵

Φ^（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ^（ｐ，ｔ） ∶ ＝［φ^（ ｔ），φ^（ ｔ－１），…，φ^（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎ０×ｐ ．

借助多新息辨识理论［１４］，将式（１２０）中的标量

新息

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ）ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ
扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ，
扩展 ＫＴ⁃ＲＬＳ算法（１２０）—（１２８）中输出 ｙ（ ｔ）为堆积

输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），信息向量 φ^（ ｔ）为堆积信息矩阵

Φ^（ｐ，ｔ），可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ系统参数向量 ϑ的基

于关键项分离的多新息最小二乘算法（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ
ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｍｕｌｔｉ－Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏ⁃
ｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃ＭＩＬＳ算法）：
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）， （１２９）
Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ϑ^（ ｔ－１）， （１３０）
Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）Φ^（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）Ｐ（ｔ－１）Φ^（ｐ，ｔ）］

－１， （１３１）

Ｐ（ ｔ）＝ ［Ｉｎ０－Ｌ（ ｔ）Φ^
Ｔ（ｐ，ｔ）］Ｐ（ ｔ－１）， （１３２）

Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （１３３）
Φ^（ｐ，ｔ）＝ ［φ^（ｔ），φ^（ｔ－１），…，φ^（ｔ－ｐ＋１）］， （１３４）
φ^（ ｔ）＝ ［φＴａ（ ｔ），φ^Ｔｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ， （１３５）

表 ５　 基于关键项分离的递推最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃ＲＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算步骤 乘法次数 加法次数

ϑ^（ ｔ）
ϑ^（ ｔ）＝ ϑ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ０ ｎ０

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ（ ｔ） ϑ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ０ ｎ０

Ｌ（ ｔ） Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ） ／ ［１＋φ^Ｔ（ ｔ）ζ（ ｔ）］∈Ｒｎ０ ２ｎ０ ｎ０

ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１） φ^（ ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ２０ （ｎ０－１）ｎ０

Ｐ（ ｔ） Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ（ ｔ）∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ２０ ｎ２０

ｕ^（ ｔ） ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）∈Ｒ ｍ ｍ－１

总数 ２ｎ２０＋４ｎ０＋ｍ ２ｎ２０＋２ｎ０＋ｍ－１

总 Ｆｌｏｐ数 Ｎ５ ∶ ＝ ４ｎ
２
０＋６ｎ０＋２ｍ－１

１１１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：９７⁃１２４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１５，７（２）：９７⁃１２４



φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１３６）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１３７）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１３８）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）， （１３９）
ϑ^（ ｔ）＝ ［ ａ^Ｔ（ ｔ），ｂ^Ｔ（ ｔ），ｃ^Ｔ（ ｔ）］ Ｔ ． （１４０）

当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃ＭＩＬＳ 算法退化为 ＫＴ⁃
ＲＬＳ 算法 （ １２０）—（１２８），可以说 ＫＴ⁃ＲＬＳ 算法是

ＫＴ⁃ＭＩＬＳ 算法的特例，是新息长度 ｐ ＝ １ 时的 ＫＴ⁃
ＭＩＬＳ算法．ＫＴ⁃ＭＩＬＳ算法（１２９）—（１４０）的计算步骤

如下：
１） 初始化：令 ｔ＝ １，给定信息长度 ｐ、数据长度 Ｌ

和基函数 ｆ ｊ（∗）；设置 ϑ^（０） ＝ １ｎ０ ／ ｐ０，Ｐ（０） ＝ ｐ０Ｉｎ０，

ｕ^（ ｊ）＝ １ ／ ｐ０，ｊ≤０，ｐ０ ＝ １０６ ．
２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（１３３）

构造 Ｙ（ｐ，ｔ） ．
３） 用式 （１３６）—（１３８）构造 φａ （ ｔ）， φ^ｂ （ ｔ）和

ｆ（ ｔ），用（１３５）和（１３４）构造 φ^（ ｔ）和 Φ^（ｐ，ｔ） ．
４） 用式 （ １３０）计算新息向量 Ｅ （ ｐ， ｔ），用式

（１３１）—（１３２）计算 Ｌ（ ｔ）和 Ｐ（ ｔ） ．
５） 用式（１２９）刷新 ϑ^（ ｔ） ．

６） 用式（１３９）计算中间变量ｕ^（ ｔ） ．
７） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １，转到第 ２）步，否则获得参

数估计 ϑ^（Ｌ） ．
利用 ＫＴ⁃ＭＩＬＳ 算法（１２９）—（１４０）计算 ＩＮ⁃ＥＥ

系统参数估计向量 ϑ^（ ｔ）的流程如图 ８ 所示，其每步

的计算量如表 ６所示（ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｍ） ．

４　 基于关键项分离的两阶段多新息辨识方法

对于输入非线性方程误差系统，其关键项分离

辨识模型（９４）参数向量含 ｎａ＋ｎｂ＋ｍ 个参数，相对于

过参数化方法来说，待辨识参数个数减少了，算法计

图 ８　 基于关键项分离的多新息最小二乘算法流程

Ｆｉｇ ８　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ－ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算量减小了，辨识效率提高了．若线性模块和非线性

模块的参数过很多，计算量还是很大的．为了在保持

辨识精度变化不大的条件下，进一步提高辨识效率，
可以利用递阶辨识原理，将关键项分离辨识模型

（９４）分解为 ２个或 ３ 个子系统，研究提出相应的辨

识方法．
为清晰起见，将 ＩＮ⁃ＥＥ 系统的关键项分离辨识

模型（９４）重写如下：
ｙ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ）， （１４１）

表 ６　 基于关键项分离的多新息最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

表达式 乘法次数 加法次数

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎ０ ｎ０ｐ ｎ０ｐ

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ ｎ０ｐ ｎ０ｐ

Ｌ（ ｔ）＝ ζ（ ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴ（ｐ，ｔ）ζ（ ｔ）］ －１∈Ｒｎ０×ｐ ２ｎ０ｐ２＋ｐ３ ２ｎ０ｐ２＋ｐ３－ｎ０ｐ－２ｐ２

ζ（ ｔ） ∶ ＝Ｐ（ ｔ－１）Φ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎ０×ｐ ｎ２０ｐ ｎ２０ ｐ－ｎ０ｐ

Ｐ（ ｔ）＝ Ｐ（ ｔ－１）－Ｌ（ ｔ）ζＴ（ ｔ）∈Ｒｎ０×ｎ０ ｎ２０ｐ ｎ２０ｐ

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）∈Ｒ ｍ ｍ－１

总数 ２ｎ０ｐ（ｎ０＋ｐ＋１）＋ｐ３＋ｍ ２ｎ０ｐ（ｎ０＋ｐ）＋ｐ３－２ｐ２＋ｍ－１

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ６ ∶ ＝ ４ｎ
２
０ ｐ＋４ｎ０ｐ２＋２ｎ０ｐ＋２ｐ３－２ｐ２＋２ｍ－１

２１１
丁锋，等．输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



其中参数向量和信息向量定义为

ϑ ∶ ＝ ［ａＴ，ｂＴ，ｃＴ］ Ｔ∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｍ，
ａ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ］

Ｔ∈Ｒｎａ，
ｂ ∶ ＝ ［ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］

Ｔ∈Ｒｎｂ，
ｃ ∶ ＝ ［ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ］ Ｔ∈Ｒｍ，
φ（ ｔ） ∶ ＝［φＴａ（ ｔ），φＴｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ０，
φａ（ ｔ） ∶ ＝［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ∈Ｒｎａ，
φｂ（ ｔ） ∶ ＝［ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎｂ，
ｆ（ ｔ） ∶ ＝［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ∈Ｒｍ ．

根据参数向量 ϑ和信息向量 φ（ ｔ）中的定义，式
（１４１）可等价表示为

ｙ（ ｔ）＝ φＴａ（ ｔ）ａ＋φＴｂ（ ｔ）ｂ＋ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ） ． （１４２）
式（１４２）包含了 ３ 个子参数向量 ａ，ｂ 和 ｃ．可以

把任意 ２个参数向量合在一起，形成一个两阶段的

参数线性化模型．例如，把线性部分参数向量 ａ 和 ｂ
合在一起，则模型（１４１）也可等价表示为的两阶段参

数线性化模型：
ｙ（ ｔ）＝ φＴ１（ ｔ）θ＋ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ）， （１４３）

θ ∶ ＝
ａ
ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú∈Ｒｎａ＋ｎｂ，

φ１（ ｔ） ∶ ＝
φａ（ ｔ）
φｂ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎａ＋ｎｂ ．

下面介绍基于关键项分离的两阶段随机梯度辨

识方法、两阶段多新息随机梯度辨识方法、两阶段递

推最小二乘辨识方法、两阶段多新息最小二乘辨识

方法．

４ １　 基于关键项分离的两阶段随机梯度辨识算法

针对辨识模型（１４３），定义 ２个中间变量：
ｙ１（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－ｆＴ（ ｔ）ｃ，
ｙ２（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴ１（ ｔ）θ．

模型（１４３）可分解为 ２个子系统：
ｙ１（ ｔ）＝ φＴ１（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ）， （１４４）
ｙ２（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ） ． （１４５）

定义 ２个梯度准则函数：

Ｊ５（θ） ∶ ＝
１
２
［ｙ１（ ｔ）－φＴ１（ ｔ）θ］ ２，

Ｊ６（ｂ） ∶ ＝
１
２
［ｙ２（ ｔ）－ｆＴ（ ｔ）ｃ］ ２ ．

利用负梯度搜索原理极小化这 ２ 个准则函数，
可得辨识子系统（１４４）和（１４５）参数向量 θ 和 ｃ 的

随机梯度算法：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋
φ１（ ｔ）
ｒ１（ ｔ）

［ｙ１（ ｔ）－φＴ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］ ＝

θ^（ ｔ－１）＋
φ１（ ｔ）
ｒ１（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－ｆＴ（ ｔ）ｃ－φＴ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）］， （１４６）

ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φ１（ ｔ）‖２，　 ｒ１（０）＝ １， （１４７）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋
ｆ（ ｔ）
ｒ２（ ｔ）

［ｙ２（ ｔ）－ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］ ＝

ｃ^（ ｔ－１）＋
ｆ（ ｔ）
ｒ２（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φＴ１（ ｔ）θ－ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１４８）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖ｆ（ ｔ）‖２，　 ｒ２（０）＝ １． （１４９）
注意到算法（１４６）—（１４９）右边包含了未知参

数向量 ｃ 和 θ，而且信息向量 φ１（ ｔ）包含了未知变量

ｕ（ ｔ－ｉ），因此算法不可实现．借助递阶辨识原理，这
些未知变量可用辅助模型的输出代替，也可用其估

计代替，细节如下．

设 θ^（ ｔ） ∶ ＝
ａ^（ ｔ）

ｂ^（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
∈Ｒｎａ＋ｎｂ是参数向量 θ＝

ａ
ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 在

时刻 ｔ 的估计，ｃ^（ ｔ）∈Ｒｍ 是参数向量 ｃ 在时刻 ｔ 的
估计．根据式（９２），ｕ（ ｔ）估计为

ｕ^（ ｔ） ＝∑
ｍ

ｊ ＝ １
ｃ^ｊ（ ｔ） ｆ ｊ（ｕ（ ｔ）） ＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （１５０）

构造 φ１（ ｔ）的估计为

φ^１（ ｔ） ∶ ＝
φａ（ ｔ）

φ^ｂ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
∈Ｒｎａ＋ｎｂ，

φ^ｂ（ ｔ） ∶ ＝［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎｂ ．
将算法（１４６）—（１４９）中的未知 φ１（ ｔ）用其估计

φ^１（ ｔ）代替，未知向量 ｃ 和 θ 用其在时刻（ ｔ－１）的估

计 ｃ^（ ｔ－１）和 θ^（ ｔ－１）代替，便可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ系

统参数向量的基于关键项分离的两阶段随机梯度算

法 （ Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｗｏ⁃Ｓｔａｇｅ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＳＧ算法）：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋
φ^１（ ｔ）
ｒ１（ ｔ）

［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）－

ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１５１）
ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φ^１（ ｔ）‖２ ＝

ｒ１（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２，
ｒ１（０）＝ １， （１５２）

ｃ^（ｔ）＝ ｃ^（ｔ－１）＋
ｆ（ｔ）
ｒ２（ｔ）
［ｙ（ｔ）－^φＴ１（ｔ）θ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ）ｃ^（ｔ－１）］，（１５３）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖ｆ（ ｔ）‖２，　 ｒ２（０）＝ １， （１５４）

φ^１（ ｔ）＝
φａ（ ｔ）

φ^ｂ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１５５）

φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （１５６）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１５７）

３１１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：９７⁃１２４
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ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１５８）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （１５９）
如果式（１５１）和（１５３）中 ｒ１（ ｔ）和 ｒ２（ ｔ）采用一个

共同的 ｒ（ ｔ），即：
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２＋‖ｆ（ ｔ）‖２，

ｒ（０）＝ １， （１６０）
则 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＳＧ 算法完全等同于 ＫＴ⁃ＳＧ 算法（９７）—
（１０４） ．

４ ２　 基于关键项分离的两阶段多新息随机梯度辨

识算法

　 　 定义新息长度为 ｐ 的堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）及堆

积信息矩阵 Φ^１（ｐ，ｔ）和 Ｆ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ^１（ｐ，ｔ）＝ ［φ^１（ｔ），φ^１（ｔ－１），…，φ^１（ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒ（ｎａ＋ｎｂ）×ｐ，
Ｆ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｍ×ｐ ．
将式（１５１）和（１５３）中的标量新息

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）－ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒ
扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝

ｙ（ｔ）－φ^Ｔ１（ｔ）θ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ） ｃ^（ｔ－１）

ｙ（ｔ－１）－φ^Ｔ１（ｔ－１）θ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ－１） ｃ^（ｔ－１）
︙

ｙ（ｔ－ｐ＋１）－φ^Ｔ１（ｔ－ｐ＋１）θ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ－ｐ＋１） ｃ^（ｔ－１）

é

ë

ê
ê
ê
ê
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ê

ù

û

ú
ú
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ú

＝

Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^１（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ，
将 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＳＧ 算法 （ １５１）—（ １９３） 中的信息向量

φ^１（ ｔ）和 ｆ （ ｔ）扩展为堆积信息矩阵 Φ^１ （ ｐ， ｔ）和
Ｆ（ｐ，ｔ），可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数向量的基于

关键项分离的两阶段多新息随机梯度算法 （ Ｋｅｙ
Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｗｏ⁃Ｓｔａｇｅ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｓｔｏ⁃
ｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＳＧ算法）：

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋
Φ^１（ｐ，ｔ）
ｒ１（ ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ）， （１６１）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^１（ｐ，ｔ）θ^（ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ）ｃ^（ｔ－１）， （１６２）

ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２，
ｒ１（０）＝ １， （１６３）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋
Ｆ（ｐ，ｔ）
ｒ２（ ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ）， （１６４）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖ｆ（ ｔ）‖２，　 ｒ２（０）＝ １， （１６５）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （１６６）
Φ^１（ｐ，ｔ）＝ ［φ^１（ ｔ），φ^１（ ｔ－１），…，φ^１（ ｔ－ｐ＋１）］， （１６７）
Ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （１６８）

φ^１（ ｔ）＝
φａ（ ｔ）

φ^ｂ（ ｔ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１６９）

φａ（ｔ）＝ ［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ）］Ｔ∈Ｒｎａ， （１７０）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１７１）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１７２）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （１７３）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算法退化为

ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＳＧ算法（１５１）—（１５９） ．ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算法与

ＫＴ⁃ＭＩＳＧ算法只有细微的差别，如果式 （ １６１）和
（１６４）中 ｒ１（ ｔ）和 ｒ２（ ｔ）采用同一个 ｒ（ ｔ），即：

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２＋‖ｆ（ ｔ）‖２，
ｒ（０）＝ １， （１７４）

则 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算法完全等同于 ＫＴ⁃ＭＩＳＧ 算法

（１０５）—（１１５） ．也可在式（１７４）中引入遗忘因子 λ
来加快收敛速度，
ｒ（ｔ）＝ λｒ（ｔ－１）＋‖φａ（ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ｔ）‖２＋‖ｆ（ｔ）‖２，

０≤λ≤１，　 ｒ（０）＝ １． （１７５）
在收敛性分析中，ｒ（ ｔ）也可取作

ｒ（ｔ）＝λｒ（ｔ－１）＋‖Φａ（ｐ，ｔ）‖２＋‖Φ^ｂ（ｐ，ｔ）‖２＋‖Ｆ（ｐ，ｔ）‖２，
０≤λ≤１，　 ｒ（０）＝ １． （１７６）
注 １４　 两阶段随机梯度类算法、多阶段随机梯

度类算法与随机梯度类算法间的区别不是很大，只
是 ｒ（ ｔ）的微小变化．同样，两阶段多新息随机梯度类

算法、多阶段多新息随机梯度类算法与多新息随机

梯度类算法间的区别也不是很大，也只是在 ｒ（ ｔ）的
小变化上．如果采用一个共同的 ｒ（ ｔ），它们就完全一

样了．两阶段辨识算法、多阶段辨识算法、递阶辨识

算法（两阶段、多阶段也是递阶的意思）的特征主要

表现在最小二乘类算法上．

４ ３　 基于关键项分离的两阶段递推最小二乘辨识

算法

　 　 针对模型（１４３）分解得到的子系统（１４４）和子

系统（１４５），即：
ｙ１（ ｔ）＝ φＴ１（ ｔ）θ＋ｖ（ ｔ）， （１７７）
ｙ２（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ）， （１７８）

其中

ｙ１（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－ｆＴ（ ｔ）ｃ，

ｙ２（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴ１（ ｔ）θ．
定义 ２个二次准则函数：

Ｊ７（θ） ∶ ＝
１
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ１（ ｊ） － φＴ１（ ｊ）θ］ ２，

４１１
丁锋，等．输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



Ｊ８（ｃ） ∶ ＝
１
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙ２（ ｊ） － ｆＴ（ ｊ）ｃ］ ２ ．

极小化这 ２个准则函数或令它们的偏导数等于零，
可得：

∂Ｊ７（θ）
∂θ

＝ － ２∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ１（ ｊ）［ｙ１（ ｊ） － φＴ１（ ｊ）θ］ ＝ ０，

∂Ｊ８（ｃ）
∂ｃ

＝ － ２∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ）［ｙ２（ ｊ） － ｆＴ（ ｊ）ｃ］ ＝ ０．

对于大 ｔ，假设相关矩阵可逆，可以求得

θ^１（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ１（ ｊ）φＴ１（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ１（ ｊ）ｙ１（ ｊ） ＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ１（ ｊ）φＴ１（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ１（ ｊ）［ｙ（ ｊ） － ｆＴ（ ｊ）ｃ］，

ｃ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ） ｆＴ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ）ｙ２（ ｊ） ＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ） ｆＴ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ）［ｙ（ ｊ） － φＴ１（ ｊ）θ］ ．

上述表达式右边的未知量 φ１（ ｔ），ｃ 和 θ 分别用

其估计 φ^１（ ｔ），ｃ^（ ｔ－１）和 θ^（ ｔ－１）代替，得到基于关键

项分离的两阶段最小二乘算法（ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＬＳ算法）：

θ^１（ｔ）＝ ∑
ｔ

ｊ ＝１
φ^１（ｊ）φ^Ｔ１（ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝１
φ^１（ｊ）［ｙ（ｊ） － ｆＴ（ｊ）ｃ^（ｔ － １）］，

ｃ^（ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ｊ）ｆＴ（ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ｊ）［ｙ（ｊ） － φ^Ｔ１（ｊ）θ^（ｔ － １）］，

φ^１（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ），ｕ^（ ｔ－１），

ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ，

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ｕ（ ｔ）） ｃ^（ ｔ） ．
为了避免批数据处理算法的矩阵求逆运算，参考

文献［１，３９］中的方法，能够得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ系统参数

向量的基于关键项分离的两阶段递推最小二乘算法

（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｗｏ⁃Ｓｔａｇｅ Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ Ｌｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ算法） ［４１］：
θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ１（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）－

ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１７９）
Ｌ１（ｔ）＝ Ｐ１（ｔ－１）φ^１（ｔ）［１＋φ^Ｔ１（ｔ）Ｐ１（ｔ－１）φ^１（ｔ）］

－１， （１８０）

Ｐ１（ ｔ）＝ ［Ｉｎａ＋ｎｂ－Ｌ１（ ｔ）φ^
Ｔ
１（ ｔ）］Ｐ１（ ｔ－１）， （１８１）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌ２（ ｔ）［ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）－
ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （１８２）

Ｌ２（ｔ）＝ Ｐ２（ｔ－１）ｆ（ｔ）［１＋ｆＴ（ｔ）Ｐ２（ｔ－１）ｆ（ｔ）］
－１， （１８３）

Ｐ２（ ｔ）＝ ［Ｉｍ－Ｌ２（ ｔ） ｆＴ（ ｔ）］Ｐ２（ ｔ－１）， （１８４）

φ^１（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ），

ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１８５）
ｆ（ｔ）＝ ［ｆ１（ｕ（ｔ）），ｆ２（ｕ（ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ｔ））］Ｔ， （１８６）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （１８７）
算法的初值可以取为

θ^（０）＝ １ｎａ＋ｎｂ ／ ｐ０，　 ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０，　 ｕ^（ｉ）＝ １ ／ ｐ０，　 ｉ≤０，
Ｐ１（０）＝ ｐ０Ｉｎａ＋ｎｂ，　 Ｐ２（０）＝ ｐ０Ｉｍ，　 ｐ０ ＝ １０６ ．

表 ７ 列出了 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ 算法每步的计算量

（ｎ１ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ） ．
注 １５　 最小二乘算法的计算量是 Ｏ（ｎ２） （ｎ 是

参数向量维数，即协方差阵的维数） ．ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ 算

法通过分解为 ２ 个子系统，尽管要计算 ２ 个协方差

阵，其计算量也比 ＫＴ⁃ＲＬＳ算法（１２０）—（１２８）小，因
为当 ｎ＝ｎ１＋ｎ２ 时，ｎ２１＋ｎ２２＜ｎ２ ．

表 ７　 基于关键项分离的两阶段递推最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ７　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算步骤 乘法次数 加法次数

θ^（ ｔ）
θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ１（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎ１ ｎ１ ｎ１

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）－ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ１＋ｍ ｎ１＋ｍ

Ｌ１（ ｔ）
Ｌ１（ ｔ）＝ ζ１（ ｔ） ／ ［１＋φ^Ｔ１（ ｔ）ζ１（ ｔ）］∈Ｒｎ１ ２ｎ１ ｎ１

ζ１（ ｔ） ∶ ＝Ｐ１（ ｔ－１） φ^（ ｔ）∈Ｒｎ１ ｎ２１ ｎ２１－ｎ１
Ｐ１（ ｔ） Ｐ１（ ｔ）＝ Ｐ１（ ｔ－１）－Ｌ１（ ｔ）ζＴ１（ ｔ）∈Ｒｎ１×ｎ１ ｎ２１ ｎ２１
ｃ^（ ｔ） ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌ２（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｍ ｍ ｍ

Ｌ２（ ｔ） Ｌ２（ ｔ）＝ ζ２（ ｔ） ／ ［１＋ｆＴ（ ｔ）ζ２（ ｔ）］∈Ｒｍ ２ｍ ｍ

ζ２（ ｔ） ∶ ＝Ｐ２（ ｔ－１） ｆ（ ｔ）∈Ｒｍ ｍ２ ｍ２－ｍ

Ｐ２（ ｔ） Ｐ２（ ｔ）＝ Ｐ２（ ｔ－１）－Ｌ２（ ｔ）ζＴ２（ ｔ）∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ ｍ２

ｕ^（ ｔ） ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）∈Ｒ ｍ ｍ－１

总数 ２ｎ２１＋２ｍ２＋４ｎ１＋５ｍ ２ｎ２１＋２ｍ２＋２ｎ１＋３ｍ－１

总 Ｆｌｏｐ数 Ｎ７ ∶ ＝ ４ｎ
２
１＋４ｍ２＋６ｎ１＋８ｍ－１

５１１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：９７⁃１２４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１５，７（２）：９７⁃１２４



４ ４　 基于关键项分离的两阶段多新息最小二乘辨

识算法

　 　 定义新息长度为 ｐ 的堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）及堆

积信息矩阵 Φ^１（ｐ，ｔ）和 Ｆ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φ^１（ｐ，ｔ）＝ ［φ^１（ｔ），φ^１（ｔ－１），…，φ^１（ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒ（ｎａ＋ｎｂ）×ｐ，
Ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｍ×ｐ ．
将式（１７９）和（１８２）中的标量新息

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φ^Ｔ１（ ｔ） θ^（ ｔ－１）－ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒ
扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^（ｐ，ｔ）θ^（ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ）ｃ^（ｔ－１）∈Ｒｐ，
将 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ 算法 （ １７９）—（ １８７）中的信息向量

φ^１（ ｔ）和 ｆ （ ｔ）扩展为堆积信息矩阵 Φ^１ （ ｐ， ｔ）和
Ｆ（ｐ，ｔ），可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数向量的基于

关键项分离的两阶段多新息最小二乘算法 （ Ｋｅｙ
Ｔｅｒｍｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｗｏ⁃Ｓｔａｇｅ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｌｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ算法）：
θ^（ｔ）＝ θ^（ｔ－１）＋Ｌ１（ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ），　 θ^（０）＝ １ｎａ＋ｎｂ ／ ｐ０， （１８８）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ^１（ｐ，ｔ）θ^（ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ）ｃ^（ｔ－１）， （１８９）

Ｌ１（ ｔ）＝ Ｐ１（ ｔ－１）Φ^１（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋

Φ^Ｔ
１（ｐ，ｔ）Ｐ１（ ｔ－１）Φ^１（ｐ，ｔ）］

－１， （１９０）

Ｐ１（ ｔ）＝ ［Ｉｎａ＋ｎｂ－Ｌ１（ ｔ）Φ^
Ｔ
１（ｐ，ｔ）］Ｐ１（ ｔ－１），

Ｐ１（０）＝ ｐ０Ｉｎａ＋ｎｂ， （１９１）
ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌ２（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ），　 ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０ （１９２）
Ｌ２（ｔ）＝Ｐ２（ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋ＦＴ（ｐ，ｔ）Ｐ２（ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）］

－１， （１９３）
Ｐ２（ ｔ）＝ ［Ｉｍ－Ｌ２（ ｔ）ＦＴ（ｐ，ｔ）］Ｐ２（ ｔ－１），

Ｐ２（０）＝ ｐ０Ｉｍ， （１９４）

Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （１９５）
Φ^１（ｐ，ｔ）＝ ［φ^１（ ｔ），φ^１（ ｔ－１），…，φ^１（ ｔ－ｐ＋１）］， （１９６）
Ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （１９７）

φ^１（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ），ｕ^（ ｔ－１），

ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （１９８）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （１９９）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （２００）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ 算法退化为

ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ算法（１７９）—（１８７）．ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ 算法每

步的计算量如表 ８所示（ｎ１ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ） ．

５　 基于关键项分离的三阶段多新息辨识方法

上节将 ＩＮ⁃ＥＥ 系统分解为 ２ 个子系统，讨论了

基于关键项分离的辨识算法，在一定程度上提高了

计算效率．为进一步提高计算效率，利用递阶辨识原

理，将 ＩＮ⁃ＥＥ系统的关键项分离辨识模型（９４）分解

为 ３个子系统，一个包含线性块自回归部分 Ａ（ ｚ）的
参数向量 ａ，一个包括线性块滑动平均部分 Ｂ（ ｚ）的
参数向量 ｂ，一个包括非线性部分的参数向量 ｃ，讨
论了相应的辨识方法．

将 ＩＮ⁃ＥＥ系统的关键项分离辨识模型（９４）重写

如下：
ｙ（ ｔ）＝ φＴ（ ｔ）ϑ＋ｖ（ ｔ）， （２０１）

其中参数向量和信息向量定义为

ϑ ∶ ＝ ［ａＴ，ｂＴ，ｃＴ］ Ｔ∈Ｒｎ０，　 ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｍ，
ａ ∶ ＝ ［ａ１，ａ２，…，ａｎａ］

Ｔ∈Ｒｎａ，
ｂ ∶ ＝ ［ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］

Ｔ∈Ｒｎｂ，

表 ８　 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ 算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ８　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

表达式 乘法次数 加法次数

θ^（ ｔ）＝ θ^（ ｔ－１）＋Ｌ１（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎ１ ｎ１ｐ ｎ１ｐ

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φ１（ｐ，ｔ） θ^（ ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ ｎ１ｐ＋ｍｐ ｎ１ｐ＋ｍｐ

Ｌ１（ ｔ）＝ ζ１（ ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴ１（ｐ，ｔ）ζ１（ ｔ）］ －１∈Ｒｎ１×ｐ ２ｎ１ｐ２＋ｐ３ ２ｎ１ｐ２＋ｐ３－ｎ１ｐ－２ｐ２

ζ１（ ｔ） ∶ ＝Ｐ１（ ｔ－１）Φ１（ｐ，ｔ）∈Ｒｎ１×ｐ ｎ２１ ｐ ｎ２１ｐ－ｎ１ｐ

Ｐ１（ ｔ）＝ Ｐ１（ ｔ－１）－Ｌ１（ ｔ）ζＴ１（ ｔ）∈Ｒｎ１×ｎ１ ｎ２１ｐ ｎ２１ｐ

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌ２（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｍ ｍｐ ｍｐ

Ｌ２（ ｔ）＝ ζ２（ ｔ）［Ｉｐ＋ｎ ＦＴ（ｐ，ｔ）ζ２（ ｔ）］ －１∈Ｒｍ×ｐ ２ｍｐ２＋ｐ３ ２ｍｐ２＋ｐ３－ｍｐ－２ｐ２

ζ２（ ｔ） ∶ ＝Ｐ２（ ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）∈Ｒｍ×ｐ ｍ２ｐ ｍ２ｐ－ｍｐ
Ｐ２（ ｔ）＝ Ｐ２（ ｔ－１）－Ｌ２（ ｔ）ζＴ１（ ｔ）∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ｐ ｍ２ｐ

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）∈Ｒ ｍ ｍ－１

总数
２ｎ２１ ｐ＋２ｎ１ｐ２＋２ｎ１ｐ＋２ｐ３＋
２ｍ２ｐ＋２ｍｐ２＋２ｍｐ＋ｍ

２ｎ２１ ｐ＋２ｎ１ｐ２＋２ｐ３＋
２ｍ２ｐ＋２ｍｐ２－４ｐ２＋ｍ－１

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ８ ∶ ＝ ４ｎ
２
１ ｐ＋４ｍ２ｐ＋４（ｎ１＋ｍ）ｐ２＋２ｎ０ｐ＋４ｐ３－４ｐ２＋２ｍ－１
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ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



ｃ ∶ ＝ ［ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ］ Ｔ∈Ｒｍ，
φ（ ｔ） ∶ ＝［φＴａ（ ｔ），φＴｂ（ ｔ），ｆＴ（ ｔ）］ Ｔ∈Ｒｎ０，
φａ（ ｔ） ∶ ＝［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ∈Ｒｎａ，
φｂ（ ｔ） ∶ ＝［ｕ（ ｔ－１），ｕ（ ｔ－２），…，ｕ（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ∈Ｒｎｂ，
ｆ（ ｔ） ∶ ＝［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ∈Ｒｍ ．

根据参数向量 ϑ和信息向量 φ（ ｔ）中的定义，式
（２０１）可等价表示为

ｙ（ ｔ）＝ φＴａ（ ｔ）ａ＋φＴｂ（ ｔ）ｂ＋ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ） ． （２０２）
式（２０２）包含了 ３ 个子参数向量 ａ，ｂ 和 ｃ．下面讨论

基于关键项分离的三阶段随机梯度辨识方法、三阶

段多新息随机梯度辨识方法、三阶段递推最小二乘

辨识方法、三阶段多新息最小二乘辨识方法．

５ １　 基于关键项分离的三阶段随机梯度辨识算法

以上给出了 ＩＮ⁃ＣＡＲ 系统两阶段参数线性化关

键项分离模型的递阶辨识算法，下面针对三段参数

线性化模型（２０２）给出相应的辨识算法．
定义 ３个中间变量

ｙａ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴｂ（ ｔ）ｂ－ｆＴ（ ｔ）ｃ，
ｙｂ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ）ａ－ｆＴ（ ｔ）ｃ，
ｙｃ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ）ａ－φＴｂ（ ｔ）ｂ．

于是，系统（２０１）可以分解为 ３个子系统

ｙａ（ ｔ）＝ φＴａ（ ｔ）ａ＋ｖ（ ｔ）， （２０３）
ｙｂ（ ｔ）＝ φＴｂ（ ｔ）ｂ＋ｖ（ ｔ）， （２０４）
ｙｃ（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ） ． （２０５）

针对 ３个子系统（２０３）—（２０５），定义 ３ 个梯度准则

函数：

Ｊａ（ａ） ∶ ＝
１
２
［ｙａ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ）ａ］ ２，

Ｊｂ（ｂ） ∶ ＝
１
２
［ｙｂ（ ｔ）－φＴｂ（ ｔ）ｂ］ ２，

Ｊｃ（ｃ） ∶ ＝
１
２
［ｙｃ（ ｔ）－ｆＴ（ ｔ）ｃ］ ２ ．

利用负梯度搜索原理极小化准则函数 Ｊａ（ ａ），
Ｊｂ（ｂ）和 Ｊｃ（ ｃ），参考 ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＳＧ 算法（１５１）—（１５９）
的推导，可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数向量的基于

关键项分离的三阶段随机梯度算法（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａ⁃
ｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｈｒｅｅ⁃Ｓｔａｇｅ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＳＧ算法） ［２９］：

ａ^（ ｔ）＝ ａ^（ ｔ－１）＋
φａ（ ｔ）
ｒ１（ ｔ）

ｅ（ ｔ）， （２０６）

ｅ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－φＴａ（ｔ）ａ^（ｔ－１）－^φＴｂ（ｔ）ｂ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ）ｃ^（ｔ－１）， （２０７）
ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２，　 ｒ１（０）＝ １， （２０８）

ｂ^（ ｔ）＝ ｂ^（ ｔ－１）＋
φ^ｂ（ ｔ）
ｒ２（ ｔ）

ｅ（ ｔ）， （２０９）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２，　 ｒ２（０）＝ １， （２１０）

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋
ｆ（ ｔ）
ｒ３（ ｔ）

ｅ（ ｔ）， （２１１）

ｒ３（ ｔ）＝ ｒ３（ ｔ－１）＋‖ｆ（ ｔ）‖２，　 ｒ３（０）＝ １， （２１２）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （２１３）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （２１４）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （２１５）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （２１６）
如果式（２０６），（２０９）和（２１１）中 ｒ１（ ｔ），ｒ２（ ｔ）和

ｒ３（ ｔ）采用一个共同的 ｒ（ ｔ），即

ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２＋‖ｆ（ ｔ）‖２，
ｒ（０）＝ １，

则 ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＳＧ 算法完全等同于 ＫＴ⁃ＳＧ 算法（９７）—
（１０４） ．

５ ２　 基于关键项分离的三阶段多新息随机梯度辨

识算法

　 　 定义新息长度为 ｐ 的堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）及堆

积信息矩阵 Φａ（ｐ，ｔ），Φ^ｂ（ｐ，ｔ）和 Ｆ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φａ（ｐ，ｔ）＝ ［φａ（ ｔ），φａ（ ｔ－１），…，φａ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎａ×ｐ，

Φ^ｂ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｂ（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ－１），…，φ^ｂ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎｂ×ｐ，
Ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｍ×ｐ ．
将式（２０６），（２０９）和（２１１）中标量新息

ｅ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－φＴａ（ｔ）ａ^（ｔ－１）－φ^Ｔｂ（ｔ）ｂ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ）ｃ^（ｔ－１）∈Ｒ
扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝Ｙ（ｐ，ｔ）－Φａ（ｐ，ｔ） ａ^（ ｔ－１）－

　 　 Φ^ｂ（ｐ，ｔ） ｂ^（ ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ ．
扩展 ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＳＧ算法（２０６）—（２１６）中信息向量

φａ（ ｔ），φ^ｂ （ ｔ）和 ｆ （ ｔ）为堆积信息矩阵 Φａ （ ｐ， ｔ），

Φ^ｂ（ｐ，ｔ）和 Ｆ（ｐ，ｔ），可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数

向量的基于关键项分离的三阶段多新息随机梯度算

法（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｈｒｅｅ⁃Ｓｔａｇｅ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏ⁃
ｖａｔｉｏｎ Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算

法） ［２９］：

ａ^（ｔ）＝ ａ^（ｔ－１）＋
Φａ（ｐ，ｔ）
ｒ１（ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 ａ^（０）＝ １ｎａ ／ ｐ０， （２１７）

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－ΦＴ
ａ（ｐ，ｔ） ａ^（ ｔ－１）－

Φ^Ｔ
ｂ（ｐ，ｔ） ｂ^（ ｔ－１）－ＦＴ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）， （２１８）

ｒ１（ ｔ）＝ ｒ１（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２，　 ｒ１（０）＝ １， （２１９）
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ｂ^（ｔ）＝ ｂ^（ｔ－１）＋
Φ^ｂ（ｐ，ｔ）
ｒ２（ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 ｂ^（０）＝ １ｎｂ ／ ｐ０， （２２０）

ｒ２（ ｔ）＝ ｒ２（ ｔ－１）＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２，　 ｒ２（０）＝ １， （２２１）

ｃ^（ｔ）＝ ｃ^（ｔ－１）＋
Ｆ（ｐ，ｔ）
ｒ３（ｔ）

Ｅ（ｐ，ｔ），　 ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０， （２２２）

ｒ３（ ｔ）＝ ｒ３（ ｔ－１）＋‖ｆ（ ｔ）‖２，　 ｒ３（０）＝ １， （２２３）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （２２４）
Φａ（ｐ，ｔ）＝ ［φａ（ ｔ），φａ（ ｔ－１），…，φａ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２２５）

Φ^ｂ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｂ（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ－１），…，φ^ｂ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２２６）
Ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２２７）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （２２８）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （２２９）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （２３０）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （２３１）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算法退化为

ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＳＧ算法（２０６）—（２１６） ．如果式（２１７），（２２０）
和（２２２）中 ｒ１（ ｔ）， ｒ２（ ｔ）和 ｒ３（ ｔ）采用一个共同的

ｒ（ ｔ），即：
ｒ（ ｔ）＝ ｒ（ ｔ－１）＋‖φａ（ ｔ）‖２＋‖φ^ｂ（ ｔ）‖２＋‖ｆ（ ｔ）‖２，

ｒ（０）＝ １， （２３２）
则 ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算法完全等同于 ＫＴ⁃ＭＩＳＧ 算法

（１０５）—（１１５） ．在收敛性分析中，ｒ（ ｔ）也可修改为

ｒ（ｔ）＝λｒ（ｔ－１）＋‖Φａ（ｐ，ｔ）‖２＋‖Φ^ｂ（ｐ，ｔ）‖２＋‖Ｆ（ｐ，ｔ）‖２，
０≤λ≤１，　 ｒ（０）＝ １． （２３３）
ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＳＧ算法（２１７）—（２３１）辨识参数 ａｉ，ｂｉ

和 ｃｉ 的计算步骤如下：
１） 初始化：ｔ＝ １，给定信息长度 ｐ、数据长度 Ｌ 和

基函数 ｆ ｊ （∗）；令 ａ^ （ ０） ＝ １ｎａ ／ ｐ０， ｂ^ （ ０） ＝ １ｎｂ ／ ｐ０，

ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０，ｒ１（０）＝ ｒ２（０）＝ ｒ３（０）＝ １，ｕ^（ ｔ）＝ １ ／ ｐ０，
ｔ≤０，ｐ０ ＝ １０６ ．

２） 采集输入输出数据 ｕ （ ｔ）和 ｙ （ ｔ），利用式

（２２４）构造输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），利用式（２２８）—（２３０）
依次构造信息向量 φａ （ ｔ）， φ^ｂ （ ｔ） 和 ｆ （ ｔ），用式

（２２５）—（２２７）构造堆积信息矩阵 Φａ（ｐ，ｔ），Φ^ｂ（ｐ，ｔ）
和 Ｆ（ｐ，ｔ） ．

３） 利用式（２１８）计算新息向量 Ｅ（ｐ，ｔ），利用式

（２１９），（２２１）和（２２３）计算 ｒ１（ ｔ），ｒ２（ ｔ）和 ｒ３（ ｔ） ．
４） 利用式（２１７），（２２０）和（２２２）刷新参数估计

向量 ａ^（ ｔ），ｂ^（ ｔ）和 ｃ^（ ｔ） ．
５） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １，转到第 ２）步，否则获得参

数估计向量 ａ^（ ｔ），ｂ^（ ｔ）和 ｃ^（ ｔ） ．
利用 ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＳＧ 算法（２１７）—（２３１）计算 ＩＮ⁃

ＥＥ系统参数估计的流程如图 ９所示．

图 ９　 基于关键项分离的三阶段多新息随机梯度算法流程

Ｆｉｇ ９　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＳＧ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

５ ３　 基于关键项分离的三阶段递推最小二乘辨识

算法

　 　 将 ３个子系统（２０３）—（２０５）重写如下：
ｙａ（ ｔ）＝ φＴａ（ ｔ）ａ＋ｖ（ ｔ）， （２３４）
ｙｂ（ ｔ）＝ φＴｂ（ ｔ）ｂ＋ｖ（ ｔ）， （２３５）
ｙｃ（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ）ｃ＋ｖ（ ｔ）， （２３６）

其中

ｙａ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴｂ（ ｔ）ｂ－ｆＴ（ ｔ）ｃ，
ｙｂ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ）ａ－ｆＴ（ ｔ）ｃ，
ｙｃ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ）ａ－φＴｂ（ ｔ）ｂ．

定义 ３个二次准则函数：

Ｊａ（ａ） ∶ ＝
１
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙａ（ ｊ） － φＴａ（ ｊ）ａ］ ２，

Ｊｂ（ｂ） ∶ ＝
１
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙｂ（ ｊ） － φＴｂ（ ｊ）ｂ］ ２，

Ｊｃ（ｃ） ∶ ＝
１
２∑

ｔ

ｊ ＝ １
［ｙｃ（ ｊ） － ｆＴ（ ｊ）ｃ］ ２ ．

分别令 Ｊａ（ａ），Ｊｂ（ｂ）和 Ｊｃ（ｃ）对 ａ，ｂ 和 ｃ 的导数

为零，假设对于大 ｔ，相关矩阵可逆时，可以求得
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ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



ａ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φａ（ ｊ）φＴａ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φａ（ ｊ）ｙａ（ ｊ） ＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
φａ（ｊ）φＴａ（ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φａ（ｊ）［ｙ（ｊ） － φＴｂ（ｊ）ｂ － ｆＴ（ｊ）ｃ］，

ｂ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φｂ（ ｊ）φＴｂ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φｂ（ ｊ）ｙｂ（ ｊ） ＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
φｂ（ｊ）φＴｂ（ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φｂ（ｊ）［ｙ（ｊ） － φＴａ（ｊ）ａ － ｆＴ（ｊ）ｃ］，

ｃ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ） ｆＴ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ）ｙｃ（ ｊ） ＝

∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ｊ）ｆＴ（ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ｊ）［ｙ（ｊ） － φＴａ（ｊ）ａ － φＴｂ（ｊ）ｂ］．

上述表达式右边包含未知变量，故算法不可实

现．解决的办法是未知量 ｂ，ｃ，ａ，φｂ（ ｔ）均用其估计

ｂ^（ ｔ－１），ｃ^（ ｔ－１）， ａ^（ ｔ－１），φ^ｂ（ ｔ）代替，便得到辨识

ＩＮ⁃ＥＥ系统参数向量的基于关键项分离的三阶段最

小二乘算法（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｈｒｅｅ⁃Ｓｔａｇｅ
Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＬＳ算法）：

ａ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φａ（ ｊ）φＴａ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φａ（ ｊ）［ｙ（ ｊ） －

φ^Ｔｂ（ ｊ） ｂ^（ ｔ － １） － ｆＴ（ ｊ） ｃ^（ ｔ － １）］， （２３７）

ｂ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ^ｂ（ ｊ）φ^Ｔｂ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
φ^ｂ（ ｊ）［ｙ（ ｊ） －

φＴａ（ ｊ） ａ^（ ｔ － １） － ｆＴ（ ｊ） ｃ^（ ｔ － １）］， （２３８）

ｃ^（ ｔ） ＝ ∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ） ｆＴ（ ｊ）[ ]

－１∑
ｔ

ｊ ＝ １
ｆ（ ｊ）［ｙ（ ｊ） －

φＴａ（ ｊ） ａ^（ ｔ － １） － φ^Ｔｂ（ ｔ） ｂ^（ ｔ － １）］， （２３９）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （２４０）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （２４１）
算法（２３７）—（２４１）涉及到计算矩阵的逆，可以

运用矩阵求逆引理（式（３１）），推导出辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系

统参数向量的基于关键项分离的三阶段递推最小二

乘算法（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｈｒｅｅ⁃Ｓｔａｇｅ Ｒｅｃｕｒ⁃
ｓｉｖｅ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ算法）：
ａ^（ ｔ）＝ ａ^（ ｔ－１）＋Ｌａ（ ｔ）ｅ（ ｔ），　 ａ^（０）＝ １ｎａ ／ ｐ０， （２４２）

ｅ（ ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ） ａ^（ ｔ－１）－φ^Ｔｂ（ ｔ） ｂ^（ ｔ－１）－
ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）］， （２４３）

Ｌａ（ ｔ）＝
Ｐａ（ ｔ－１）φａ（ ｔ）

１＋φＴａ（ ｔ）Ｐａ（ ｔ－１）φａ（ ｔ）
， （２４４）

Ｐａ（ｔ）＝ ［Ｉｎａ－Ｌａ（ｔ）φＴａ（ｔ）］Ｐａ（ｔ－１），　 Ｐａ（０）＝ ｐ０Ｉｎａ，（２４５）

ｂ^（ ｔ）＝ ｂ^（ ｔ－１）＋Ｌｂ（ ｔ）ｅ（ ｔ），　 ｂ^（０）＝ １ｎｂ ／ ｐ０， （２４６）

Ｌｂ（ ｔ） ＝
Ｐｂ（ ｔ－１）φ^ｂ（ ｔ）

１＋φ^Ｔｂ（ ｔ）Ｐｂ（ ｔ－１）φ^ｂ（ ｔ）
， （２４７）

Ｐｂ（ｔ）＝ ［Ｉｎｂ－Ｌｂ（ｔ）φ^Ｔｂ（ｔ）］Ｐｂ（ｔ－１），　 Ｐｂ（０）＝ ｐ０Ｉｎｂ， （２４８）
ｃ^（ ｔ） ＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌｃ（ ｔ）ｅ（ ｔ），　 ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０， （２４９）

Ｌｃ（ ｔ） ＝
Ｐｃ（ ｔ－１） ｆ（ ｔ）

１＋ｆＴ（ ｔ）Ｐｃ（ ｔ－１） ｆ（ ｔ）
， （２５０）

Ｐｃ（ｔ）＝ ［Ｉｍ－Ｌｃ（ｔ）ｆＴ（ｔ）］Ｐｃ（ｔ－１），　 Ｐｃ（０）＝ ｐ０Ｉｍ，（２５１）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （２５２）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （２５３）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （２５４）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （２５５）
ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ 算法每步的计算量如表 ９ 所示

（ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｍ） ．

５ ４　 基于关键项分离的三阶段多新息最小二乘辨

识算法

　 　 定义新息长度为 ｐ 的堆积输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ）及堆

积信息矩阵 Φａ（ｐ，ｔ），Φ^ｂ（ｐ，ｔ）和 Ｆ（ｐ，ｔ）如下：
Ｙ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ∈Ｒｐ，
Φａ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［φａ（ｔ），φａ（ｔ－１），…，φａ（ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎａ×ｐ，

Φ^ｂ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｂ（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ－１），…，φ^ｂ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｎｂ×ｐ，
Ｆ（ｐ，ｔ） ∶ ＝［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］∈Ｒｍ×ｐ ．
将式（２４３）中标量新息

ｅ（ｔ）＝ ｙ（ｔ）－φＴａ（ｔ）ａ^（ｔ－１）－φ^Ｔｂ（ｔ）ｂ^（ｔ－１）－ｆＴ（ｔ）ｃ^（ｔ－１）∈Ｒ
扩展为新息向量

Ｅ（ｐ，ｔ） ∶ ＝Ｙ（ｐ，ｔ）－Φａ（ｐ，ｔ） ａ^（ ｔ－１）－

　 　 Φ^ｂ（ｐ，ｔ） ｂ^（ ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ，
将 ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ 算 法 （ ２４２ ）—（ ２５５ ） 中 信 息 向 量

φａ（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ）和 ｆ（ ｔ）扩展为堆积信息矩阵 Φａ（ｐ，ｔ），

Φ^ｂ（ｐ，ｔ） 和 Ｆ（ｐ，ｔ），可以得到辨识 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数

向量的基于关键项分离的三阶段多新息最小二乘算

法（Ｋｅｙ Ｔｅｒｍ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ Ｔｈｒｅｅ⁃Ｓｔａｇｅ Ｍｕｌｔｉ⁃Ｉｎｎｏ⁃
ｖａｔｉｏｎ Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ算法）：
ａ^（ ｔ）＝ ａ^（ ｔ－１）＋Ｌａ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）， （２５６）
Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φａ（ｐ，ｔ） ａ^（ ｔ－１）－

Φ^ｂ（ｐ，ｔ） ｂ^（ ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）， （２５７）
Ｌａ（ ｔ）＝ Ｐａ（ ｔ－１）Φａ（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋

ΦＴ
ａ（ｐ，ｔ）Ｐａ（ ｔ－１）ΦＴ

ａ（ｐ，ｔ）］
－１， （２５８）

Ｐａ（ ｔ）＝ ［Ｉｎａ－Ｌａ（ ｔ）ΦＴ
ａ（ｐ，ｔ）］Ｐａ（ ｔ－１）， （２５９）

ｂ^（ ｔ） ＝ ｂ^（ ｔ－１）＋Ｌｂ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）， （２６０）

Ｌｂ（ ｔ）＝ Ｐｂ（ ｔ－１）Φ^ｂ（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋

Φ^Ｔ
ｂ（ｐ，ｔ）Ｐｂ（ ｔ－１）Φ^ｂ（ｐ，ｔ）］

－１， （２６１）

Ｐｂ（ ｔ）＝ ［Ｉｎｂ－Ｌｂ（ ｔ）Φ^Ｔ
ｂ（ｐ，ｔ）］Ｐｂ（ ｔ－１）， （２６２）

９１１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：９７⁃１２４
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表 ９　 基于关键项分离的递推最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ ９　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

变量 计算步骤 乘法次数 加法次数

ａ^（ ｔ）
ａ^（ ｔ）＝ ａ^（ ｔ－１）＋Ｌａ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎａ ｎａ ｎａ

ｅ（ ｔ） ∶ ＝ ｙ（ ｔ）－φＴａ（ ｔ） ａ^（ ｔ－１）－ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ－１）－φ^Ｔｂ（ ｔ） ｂ^（ ｔ－１）∈Ｒ ｎ０ ｎ０

Ｌａ（ ｔ）
Ｌａ（ ｔ）＝ ζ１（ ｔ） ／ ［１＋φＴａ（ ｔ）ζ１（ ｔ）］∈Ｒｎａ ２ｎａ ｎａ

ζ１（ ｔ） ∶ ＝Ｐａ（ ｔ－１）φａ（ ｔ）∈Ｒｎａ ｎ２ａ （ｎａ－１）ｎａ

Ｐａ（ ｔ） Ｐａ（ ｔ）＝ Ｐａ（ ｔ－１）－Ｌａ（ ｔ）ζＴ１（ ｔ）∈Ｒｎａ×ｎａ ｎ２ａ ｎ２ａ
ｂ^（ ｔ） ｂ^（ ｔ）＝ ｂ^（ ｔ－１）＋Ｌｂ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｎｂ ｎｂ ｎｂ

Ｌｂ（ ｔ）
Ｌｂ（ ｔ）＝ ζ２（ ｔ） ／ ［１＋φ^Ｔｂ（ ｔ）ζ２（ ｔ）］∈Ｒｎｂ ２ｎｂ ｎｂ

ζ２（ ｔ） ∶ ＝Ｐｂ（ ｔ－１） φ^ｂ（ ｔ）∈Ｒｎｂ ｎ－ ｂ２ （ｎｂ－１）ｎｂ

Ｐｂ（ ｔ） Ｐｂ（ ｔ）＝ Ｐｂ（ ｔ－１）－Ｌｂ（ ｔ）ζＴ２（ ｔ）∈Ｒｎｂ×ｎｂ ｎ２ｂ ｎ２ｂ
ｃ^（ ｔ） ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌｃ（ ｔ）ｅ（ ｔ）∈Ｒｍ ｍ ｍ

Ｌｃ（ ｔ）
Ｌｃ（ ｔ）＝ ζ３（ ｔ） ／ ［１＋ｆＴ（ ｔ）ζ３（ ｔ）］∈Ｒｍ ２ｍ ｍ

ζ３（ ｔ） ∶ ＝Ｐｃ（ ｔ－１） ｆ（ ｔ）∈Ｒｍ ｍ２ （ｍ－１）ｍ
Ｐｃ（ ｔ） Ｐｃ（ ｔ）＝ Ｐｃ（ ｔ－１）－Ｌｃ（ ｔ）ζＴ３（ ｔ）∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ ｍ２

ｕ^（ ｔ） ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）∈Ｒ ｍ ｍ－１

总数 ２（ｎ２ａ＋ｎ２ｂ ＋ｍ２）＋４ｎ０＋ｍ ２（ｎ２ａ＋ｎ２ｂ ＋ｍ２）＋２ｎ０＋ｍ－１

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ９ ∶ ＝ ４（ｎ
２
ａ＋ｎ２ｂ ＋ｍ２）＋６ｎ０＋２ｍ－１

ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌｃ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ），　 ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０， （２６３）
Ｌｃ（ ｔ）＝ Ｐｃ（ ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）［Ｉｐ＋

ＦＴ（ｐ，ｔ）Ｐｃ（ ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）］
－１， （２６４）

Ｐｃ（ ｔ）＝ ［Ｉｍ－Ｌｃ（ ｔ）ＦＴ（ｐ，ｔ）］Ｐｃ（ ｔ－１）， （２６５）
Ｙ（ｐ，ｔ）＝ ［ｙ（ ｔ），ｙ（ ｔ－１），…，ｙ（ ｔ－ｐ＋１）］ Ｔ， （２６６）
Φａ（ｐ，ｔ）＝ ［φａ（ ｔ），φａ（ ｔ－１），…，φａ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２６７）

Φ^ｂ（ｐ，ｔ）＝ ［φ^ｂ（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ－１），…，φ^ｂ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２６８）
Ｆ（ｐ，ｔ）＝ ［ ｆ（ ｔ），ｆ（ ｔ－１），…，ｆ（ ｔ－ｐ＋１）］， （２６９）
φａ（ ｔ）＝ ［－ｙ（ ｔ－１），－ｙ（ ｔ－２），…，－ｙ（ ｔ－ｎａ）］ Ｔ， （２７０）

φ^ｂ（ ｔ）＝ ［ｕ^（ ｔ－１），ｕ^（ ｔ－２），…，ｕ^（ ｔ－ｎｂ）］ Ｔ， （２７１）
ｆ（ ｔ）＝ ［ ｆ１（ｕ（ ｔ）），ｆ２（ｕ（ ｔ）），…，ｆｍ（ｕ（ ｔ））］ Ｔ， （２７２）

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ） ． （２７３）
当新息长度 ｐ ＝ １ 时，ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ 算法退化为

ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ算法（２４２）—（２５５）．利用 ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ 算

法（２５６）—（２７３）估计 ＩＮ⁃ＥＥ 系统参数向量的计算

步骤如下：
１） 初始化：ｔ＝ １，给定信息长度 ｐ、数据长度 Ｌ 和

基函数 ｆ ｊ（∗）；令 ａ^（０） ＝ １ｎａ ／ ｐ０， ｂ^ （０） ＝ １ｎｂ ／ ｐ０ 和

ｃ^（０）＝ １ｍ ／ ｐ０，Ｐａ（０） ＝ ｐ０Ｉｎａ，Ｐｂ（０） ＝ ｐ０Ｉｎｂ，Ｐｃ（０） ＝

ｐ０Ｉｎｃ，ｕ^（ ｊ）＝ １ ／ ｐ０，ｊ≤０，ｐ０ ＝ １０
６ ．

２） 采集输入输出数据 ｕ（ ｔ）和 ｙ（ ｔ），用式（２６６）
构造输出向量 Ｙ（ｐ，ｔ），用式（２７０）—（２７２）构造信息

向量 φａ（ ｔ），φ^ｂ（ ｔ）和 ｆ（ ｔ），用式（２６７）—（２６９）构造

Φａ（ｐ，ｔ），Φ^ｂ（ｐ，ｔ）和 Ｆ（ｐ，ｔ） ．

３） 用式（２５７）计算新息向量 Ｅ（ｐ，ｔ） ．
４） 用式（２５８）—（２５９）计算 Ｌａ（ ｔ）和 Ｐａ（ ｔ），用

式（２５６）刷新估计 ａ^（ ｔ），用式（２６１）—（２６２）计算

Ｌｂ（ ｔ）和 Ｐｂ （ ｔ），用式 （２６０）刷新估计 ｂ^ （ ｔ），用式

（２６４）—（２６５）计算 Ｌｃ（ ｔ）和 Ｐｃ（ ｔ），用式（２６３）刷新

估计 ｃ^（ ｔ） ．

５） 用式（２７３）计算中间变量ｕ^（ ｔ） ．
６） 如果 ｔ＜Ｌ，ｔ 增加 １，转到第 ２）步，否则获得参

数估计 ａ^（Ｌ），ｂ^（Ｌ）和 ｃ^（Ｌ） ．
ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ算法（２５６）—（２７３）计算参数估计

的流程如图 １０ 所示，算法每步的计算量如表 １０ 所

示（ｎ０ ∶ ＝ｎａ＋ｎｂ＋ｍ） ．

６　 辨识算法的计算量比较

下面对同类算法的计算量进行比较，简单讨论

基于过参数化模型的 ＲＬＳ 算法与 ＨＬＳ 算法、基于过

参数化模型 ＭＩＬＳ 算法与 ＨＭＩＬＳ 算法，基于关键项

分离的 ＫＴ⁃ＲＬＳ 算法、ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ 算法、ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ
算法，基于关键项分离的 ＫＴ⁃ＭＩＬＳ算法、ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ
算法、ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ 算法，它们每步的计算量（总 ｆｌｏｐ
数）如表 １１ 所示．为了更直观看出辨识算法计算量

的大小，表中给出了 ｎａ ＝ １０，ｎｂ ＝ １０，ｍ ＝ １０，ｐ ＝ ８ 的

ｆｌｏｐ数．可以从表 １１ 中的数据看出同类辨识算法的

计算量大小．

０２１
丁锋，等．输入非线性方程误差系统的多新息辨识方法．

ＤＩＮＧ Ｆｅｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｍｕｌｔｉ⁃ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｉｎｐｕｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ⁃ｅｒｒｏｒ ｓｙｓｔｅｍｓ．



图 １０　 基于关键项分离的三阶段多新息最小二乘算法流程

Ｆｉｇ １０　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

７　 结语

针对输入非线性方程误差系统（即输入非线性

受控自回归系统），首先，研究了基于过参数化模型

的辨识方法，包括随机梯度算法、多新息随机梯度算

法、最小二乘算法、多新息最小二乘算法，以及递阶

随机梯度算法、递阶多新息随机梯度算法、递阶最小

二乘算法、递阶多新息最小二乘算法．
其次，由于过参数化模型产生很多冗余参数，需

要辨识的参数比系统实际参数数目多，因而算法的

计算量大（是指同类算法之间的比较），特点是不涉

及估算未知中间变量（非线性块的输出）．为了减小

过参数化模型辨识算法计算量大的问题，利用关键

项分离原理，研究了 ＩＮ⁃ＥＥ 系统的基于关键项分离

的随机梯度算法、多新息随机梯度算法、递推最小二

乘算法、多新息最小二乘算法．
再次，为减小基于关键项分离辨识算法的计算

量，研究了 ＩＮ⁃ＥＥ 系统的基于关键项分离的两阶段

随机梯度算法、两阶段多新息随机梯度算法、两阶段

递推最小二乘算法、两阶段多新息最小二乘算法．
最后，为进一步减小基于关键项分离的两阶段

辨识算法的计算量，研究了 ＩＮ⁃ＥＥ 系统的基于关键

项分离的三阶段随机梯度算法、三阶段多新息随机

梯度算法、三阶段递推最小二乘算法、三阶段多新息

最小二乘算法．

表 １０　 基于关键项分离的三阶段多新息最小二乘算法的计算量

Ｔａｂｌｅ １０　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

表达式 乘法次数 加法次数

ａ^（ ｔ）＝ ａ^（ ｔ－１）＋Ｌａ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎａ ｎａｐ ｎａｐ

Ｅ（ｐ，ｔ）＝ Ｙ（ｐ，ｔ）－Φａ（ｐ，ｔ） ａ^（ ｔ－１）－Φ^ｂ（ｐ，ｔ） ｂ^（ ｔ－１）－Ｆ（ｐ，ｔ） ｃ^（ ｔ－１）∈Ｒｐ ｎ０ｐ ｎ０ｐ

Ｌａ（ ｔ）＝ ζａ（ ｔ）［Ｉｐ＋ΦＴａ（ｐ，ｔ）ζａ（ ｔ）］ －１∈Ｒｎａ×ｐ ２ｎａｐ２＋ｐ３ ２ｎａｐ２＋ｐ３－ｎａｐ－２ｐ２

ζａ（ ｔ） ∶ ＝Ｐａ（ ｔ－１）Φａ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎａ×ｐ ｎ２ａｐ ｎ２ａ ｐ－ｎａｐ
Ｐａ（ ｔ）＝ Ｐａ（ ｔ－１）－Ｌａ（ ｔ）ζＴａ（ ｔ）∈Ｒｎａ×ｎａ ｎ２ａｐ ｎ２ａｐ

ｂ^（ ｔ）＝ ｂ^（ ｔ－１）＋Ｌｂ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎｂ ｎｂｐ ｎｂｐ

Ｌｂ（ ｔ）＝ ζｂ（ ｔ）［Ｉｐ＋Φ^Ｔ（ｐ，ｔ）ζｂ（ ｔ）］ －１∈Ｒｎｂ×ｐ ２ｎｂｐ２＋ｐ３ ２ｎｂｐ２＋ｐ３－ｎｂｐ－２ｐ２

ζｂ（ ｔ） ∶ ＝Ｐｂ（ ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）∈Ｒｎｂ×ｐ ｎ２ｂ ｐ ｎ２ｂ ｐ－ｎｂｐ
Ｐｂ（ ｔ）＝ Ｐｂ（ ｔ－１）－Ｌｂ（ ｔ）ζＴｂ（ ｔ）∈Ｒｎｂ×ｎｂ ｎ２ｂ ｐ ｎ２ｂ ｐ
ｃ^（ ｔ）＝ ｃ^（ ｔ－１）＋Ｌｃ（ ｔ）Ｅ（ｐ，ｔ）∈Ｒｍ ｍｐ ｍｐ
Ｌｃ（ ｔ）＝ ζｃ（ ｔ）［Ｉｐ＋ＦＴ（ｐ，ｔ）ζｃ（ ｔ）］ －１∈Ｒｍ×ｐ ２ｍｐ２＋ｐ３ ２ｍｐ２＋ｐ３－ｍｐ－２ｐ２

ζ２（ ｔ） ∶ ＝Ｐｃ（ ｔ－１）Ｆ（ｐ，ｔ）∈Ｒｍ×ｐ ｍ２ｐ ｍ２ｐ－ｍｐ
Ｐｃ（ ｔ）＝ Ｐｃ（ ｔ－１）－Ｌｃ（ ｔ）ζＴｃ（ ｔ）∈Ｒｍ×ｍ ｍ２ｐ ｍ２ｐ

ｕ^（ ｔ）＝ ｆＴ（ ｔ） ｃ^（ ｔ）∈Ｒ ｍ ｍ－１

总数
２ｎ２ａ ｐ＋２ｎ２ｂ ｐ＋２ｍ２ｐ＋
２ｎ０ｐ２＋２ｎ０ｐ＋３ｐ３＋ｍ

２ｎ２ａ ｐ＋２ｎ２ｂ ｐ＋２ｍ２ｐ＋
２ｎ０ｐ２＋３ｐ３－６ｐ２＋ｍ－１

总 ｆｌｏｐ数 Ｎ１０ ∶ ＝ ４ｐ（ｎ
２
ａ＋ｎ２ｂ ＋ｍ２）＋４ｎ０ｐ２＋２ｎ０ｐ＋６ｐ３－６ｐ２＋２ｍ－１

１２１
学报：自然科学版，２０１５，７（２）：９７⁃１２４

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１５，７（２）：９７⁃１２４



表 １１　 最小二乘类辨识算法每步计算量的比较

Ｔａｂｌｅ １１　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ ｔｙｐｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 总 Ｆｌｏｐ数 例子 ｆｌｏｐ数

ＲＬＳ Ｎ１ ∶ ＝ ４（ｎａ＋ｍｎｂ） ２＋６（ｎａ＋ｍｎｂ） ４９ ０６０

ＨＬＳ Ｎ３ ∶ ＝ ４ｎ
２
ａ＋４ｍ２ｎｂ＋６ｎａ＋６ｍｎｂ ５ ０６０

ＭＩＬＳ Ｎ２ ∶ ＝ ４（ｎａ＋ｍｎｂ） ２ｐ＋４（ｎａ＋ｍｎｂ）ｐ２＋２（ｎａ＋ｍｎｂ）ｐ＋２ｐ３－２ｐ２ ４１８ ０１６

ＨＭＩＬＳ Ｎ４ ∶ ＝ ４（ｎ
２
ａ＋ｍｎ２ｂ）ｐ＋４（ｎａ＋ｍｎｂ）ｐ２＋２（ｎａ＋ｍｎｂ）ｐ＋２（ｎｂ＋１）（ｐ３－ｐ２） ７４ ９７６

ＫＴ⁃ＲＬＳ Ｎ５ ∶ ＝ ４（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ） ２＋６（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）＋２ｍ－１ ３ ７９９

ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＲＬＳ Ｎ７ ∶ ＝ ４（ｎａ＋ｎｂ） ２＋４ｍ２＋６（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）＋２ｍ－１ ２ １９９

ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＲＬＳ Ｎ９ ∶ ＝ ４（ｎ
２
ａ＋ｎ２ｂ ＋ｍ２）＋６（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）＋２ｍ－１ １ ３９９

ＫＴ⁃ＭＩＬＳ Ｎ６ ∶ ＝ ４（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ） ２ｐ＋４（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）ｐ２＋２（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）ｐ＋２ｐ３－２ｐ２＋２ｍ－１ ３７ ８７５

ＫＴ⁃２Ｓ⁃ＭＩＬＳ Ｎ８ ∶ ＝ ４（ｎａ＋ｎｂ） ２ｐ＋４ｍ２ｐ＋４（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）ｐ２＋２（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）ｐ＋４ｐ３－４ｐ２＋２ｍ－１ ２５ ９７１

ＫＴ⁃３Ｓ⁃ＭＩＬＳ Ｎ１０ ∶ ＝ ４（ｎ
２
ａ＋ｎ２ｂ ＋ｍ２）ｐ＋４（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）ｐ２＋２（ｎａ＋ｎｂ＋ｍ）ｐ＋６ｐ３－６ｐ２＋２ｍ－１ ２０ ４６７

　 　 这些算法的收敛性分析都是需要研究的辨识课

题．尽管本文的方法是针对输入非线性系统提出的，
但是可以用于线性系统，也可以推广到输出非线性

系统、反馈非线性系统等．
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