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在红利支付情形下考虑负效用的消费投资问题

摘要
研究了经济代理人面临红利支付和

劳动负效用情形下投资与退休选择问
题，其中考虑了风险资产派发红利及 劳
动会给经济代理人带来效用损失的情
形．代理人享有退休选择权，退休决策使
得代理人避免了劳动负效用，却必须要
放弃工资收入．代理人效用来自消费，并
且受劳动负效用的直接影响．利用动态
规划的方法去解自由边值问题，得到了
代理人临界财富水平和最优消费投资组
合策略显示解．
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０　 引言

　 　 关于消费和投资组合问题的先驱性研究是由 Ｍｅｒｔｏｎ［１⁃２］ 做出的．
Ｂｏｄｉｅ 等［３］ 在退休计划的背景下，考虑了最优消费投资问题，即设定

一个退休时间，经济代理人通过选择消费投资策略，来实现退休休划．
Ｋａｒａｔｚａｓ 等［４］首次使用鞅方法，对自由停时问题做了研究．为了将问题

简化，他们引入了自由停时问题族．后来，由 Ｃｈｏｉ 等［５］ 考虑了在自由

停时附近，偏好变化所带来的影响．Ｋａｒａｔｚａｓ 等［６］ 使用动态规划方法，
得到了显示解．同样，使用动态规划方法，Ｃｈｏｉ 等［７］研究工资收入者通

过考虑收入和劳动引起的负效用之间的平衡，来选择消费⁃投资策略

以及退休时间问题．红利策略对上市公司和投资者的影响一直是金融

理论研究的重要课题之一．Ｋａｒａｔｚａｓ 等［８］ 描述了金融市场中有红利情

形的处理方法．赵培峰等［９］研究了不同风险度量约束下有红利支付的

投资组合模型．本文在 Ｃｈｏｉ 等［７］研究基础上，通过考虑股票支付红利

使得问题更切合实际，进而对考虑负效用的消费投资组合和退休问

题进行了研究．

１　 模型框架

假设金融市场中共有 ｍ＋１ 个资产，包含 １ 个无风险资产（国债）和
ｍ 个风险资产（股票） ．无风险资产价格满足 ｄｐ０（ｔ） ＝ ｐ０（ｔ）ｄｔ，ｐ０（０） ＝
ｐ０ ． 与文献［６］相同，第 ｊ 个风险资产的价格 ｐ ｊ（ ｔ）遵循几何布朗运动：

ｄｐ ｊ（ ｔ） ＝ ｐ ｊ（ ｔ） { α ｊｄｔ ＋∑
ｍ

ｋ ＝ １
σ ｊｋｄｗｋ（ ｔ） } ，　 ｐ ｊ（０） ＝ ｐ ｊ，　 ｊ ＝ １，…，ｍ，

其中， ｗ（ ｔ） ＝ （ｗ１（ ｔ），…，ｗｍ（ ｔ）） 是ｍ维标准布朗运动，定义在概率空

间（Ω，Ｆ，Ｐ） 上，｛Ｆｔ｝∞
０ 是由标准布朗运动（ｗ（ ｔ））∞

ｔ ＝ ０生成的 σ⁃域在 Ｐ
下的扩张．市场参数α ｊ 和σ ｊｋ 假设为常数．矩阵Ｄ ＝ （σ ｉｊ）ｍ

ｉ，ｊ ＝ １是满秩的，
即 ｍ个风险资产中不存在冗余资产，故􀰑≡ＤＤＴ 是严格正定的．假设

消费率 ｃｔ 非负，且 Ｆｔ⁃循序可测，满足∫ｔ
０
ｃｓｄｓ ＜ ∞，∀ｔ≥０，ａ．ｓ．．风险资

产投资量 πｔ ≜ （π１（ ｔ），π２（ ｔ），…，πｍ（ ｔ）） 是 Ｆｔ⁃ 可测的， 并有

∫ｔ
０
‖πｓ‖２ｄｓ≤∞，∀ｔ≥０，ａ．ｓ．．设α是风险资产回报率向量，ｑ表示风

险资产的红利支付率向量，ｒ 是无风险利率，ε 表示工资收入率， 则代

理人财富动力学为　 　 　 　



　 　 ｄｘｔ ＝ （α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）πΤ
ｔ ｄｔ ＋ （ｒｘｔ － ｃｔ ＋ ε１｛ｔ≤τ｝）ｄｔ ＋

　 　 πｔＤｄｗＴ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ＜ ∞，
满足初始财富约束和退休后所面临的财富约束 ｘ０ ＝

ｘ＞－ ε
ｒ
和 ｘｔ≥０，对所有 ｔ≥τ 几乎必然．特别地，退休

时刻代理人财富必须是非负的．
最优化问题被描述为最大化代理人时间可分的

Ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ⁃Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ 效用

Ｖ（τ，ｃ，π）（ｘ） ≡ Ｅｘ ∫∞
０
ｅｘｐ（－ βｔ）［Ｕ（ｃｔ） － ｌ１｛ｔ ＜ τ｝］ｄｔ． （１）

对于所有允许策略（τ，ｃ，π）∈Ａ（ｘ）满足

Ｅｘ ∫∞
０
ｅｘｐ（ － βｔ）Ｕ － （ｃｔ）ｄｔ ＜ ∞， （２）

其中，Ｅｘ 定义为 ｘ０ ＝ ｘ 条件下的期望算子，Ｕ 是（０，
∞ ）之间取实值的效用函数，ｌ＞０ 是常数，用来表示

劳动引起的效用损失率，β 是主观折现率．
假设 １　 Ｕ 是严格递增、严格凹的，３ 次连续可

微，且ｌｉｍ
ｃ→∞

Ｕ′（ｃ）＝ ０．

令 Ｉ（·） 是 Ｕ′（·） 的反函数．定义 κ ≡ １
２
（α ＋

ｑ －ｒ１ｍ）∑ －１
（α ＋ ｑ － ｒ１ｍ） Ｔ ．如果假设 κ ＞ ０，那么

关于 λ 的二次方程 κλ ２ － （ ｒ － β － κ）λ － ｒ ＝ ０，有 ２
个解 λ － ＜ － １ 和 λ ＋ ＞ ０，并且令 ρ ＋ ＝ λ ＋ ＋ １，ρ － ＝

λ － ＋ １．􀭵Ｖ（ｘ） 是代理人被迫选择 τ ＝ ０ 时的最优值函

数．根据文献［６］， 假设

∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ －

＜ ∞，　 ∀ｃ ＞ ０ （３）

成立，通过一个策略，对于所有 ｘ＞０，可使得 􀭵Ｖ（ｘ）有

限且可达．对于效用函数为 Ｕ（ ｃ）＝ ｃ１－γ

１－γ
的情形，条件

（３）等价于 Ｋ＞０，其中

Ｋ ≡ ｒ ＋ β － ｒ
γ

＋ γ － １
γ ２ κ． （４）

假设 ２　 κ ＞ ０，∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ））λ －

＜∞，∀ｃ ＞ ０．

由于退休后的投资者将会采用策略 􀭵Ｃ（ｘｔ） 和

􀭿Π（ｘｔ），故只需考虑停时 τ∗ 和 τ∗ 之前的最优消费

和投资策略问题．
定义 １　 Ａ１（ｘ） ⊂ Ａ（ｘ） 是满足（２） 的允许控

制集，且有

（ｃｔ，πｔ） ＝ （􀭵Ｃ（ｘｔ），􀭿Π（ｘｔ）），　 ∀τ ≤ ｔ ＜ ∞ ．
通过上述讨论，知道在集合 Ａ１（ｘ） 上，可以最

大化（１） ．可令满足 ｘ ＞ － ε
ｒ

期望效用最优值

Ｖ∗（ｘ） ≡ｓｕｐ Ｖ（τ，ｃ，π）（ｘ）：（τ，ｃ，π） ∈ Ａ１（ｘ）{ } ．

２　 一般效用类的解

在本节中将解决一般效用类下最优消费 ／投资

问题．当 ｔ ＜ τ 时， 哈密尔顿 ⁃ 雅可比 ⁃ 贝尔曼

ＨＪＢ（Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ⁃Ｂｅｌｌｍａｎ） 方程定义为

βＶ（ｘ） ＝ｍａｘ
ｃ≥０，π

{ （α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）πＴＶ′（ｘ） ＋ （ ｒｘ － ｃ ＋

　 　 ε）Ｖ′（ｘ） ＋ １
２
π∑πＶ″（ｘ） ＋ Ｕ（ｃ） － ｌ } ，

　 　 ｘ ＞ － ε
ｒ
． （５）

本文按照如下步骤得到方程的解：首先，猜想存

在临界财富水平 ｚ∗，若财富达到该水平，则代理人

退休；第二步，猜想当 ｘ＜ ｚ∗ 时，代理人值函数满足

ＨＪＢ 方程（５），ｘ≥ｚ∗时值函数等于 􀭵Ｖ（ｘ）并且在 ｘ ＝
ｚ∗平滑通过；最后，证明上述猜想是正确的．这里仅

考虑 Ｕ′（０）＝ ∞ （情形 Ｕ′（０） ＜∞ 情形可类似得到，
只是所假设的中间变量不同） ．

在讨论之前，需引入如下引理：
引理 １　 若 Ｕ′（０）＝ ∞ ，那么

ｌｉｍ
ｃ↓０

Ｕ（ｃ）
Ｕ′（ｃ）

＝ ０，　 ｌｉｍ
ｃ↓０

（Ｕ′（ｃ））λ ＋ ∫ｃ
０

ｄθ
（Ｕ′（θ））λ ＋

＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
ｃ↓０

（Ｕ′（ｃ）） λ － ∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ －

＝ ０． （６）

沿用 Ｋａｒａｔｚａｓ 等［６］和 Ｃｈｏｉ 等［７］ 的思想，引入财

富函数 Ｘ（ ｃ），将 ＨＪＢ 方程（５）线性化，那么，ＨＪＢ 方

程转化为

Ｘ″（ｃ） ＝ （ｒ － β － ２κ） Ｕ″（ｃ）
Ｕ′（ｃ）

＋ κ Ｕ‴（ｃ）
Ｕ″（ｃ）{ } Ｘ′（ｃ） ＋

　 　 Ｕ″（ｃ）
Ｕ′（ｃ）{ }

２

（ ｒｘ（ｃ） － ｃ ＋ ε），　 ｃ ＞ ０，

方程的一个特解

Ｘ０（ｃ）＝
ｃ
ｒ
－ １
κ（λ ＋ － λ －）

{ （Ｕ′（ｃ））λ＋∫ｃ
０

ｄθ
（Ｕ′（θ））λ＋

＋

　 　 （Ｕ′（ｃ）） λ －∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ － } － ε

ｒ
，

并且猜想解的形式为

Ｘ（ｃ；Ｂ^） ＝ Ｂ^（Ｕ′（ｃ）） λ － ＋ Ｘ０（ｃ） ． （７）

对 ｃ ＞ ０，后面将给出 Ｂ^，且是确定的常量．易知，

Ｘ（ｃ；Ｂ^） 是［０，∞ ） 到 [ － ε
ｒ
，∞ ) 上的一一映射，那

么反函数 Ｃ（·；Ｂ^） 存在，并且是由 [ － ε
ｒ
，∞ ) 映射
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到 ０，∞[ ) ． 满 足 ＨＪＢ 方 程 的 候 选 值 函 数 Ｖ：

－ ε
ｒ
，∞æ

è
ç

ö

ø
÷ → Ｒ 表示为

Ｖ（ｘ） ≡ Ｊ（Ｃ（ｘ；Ｂ^）；Ａ^），　 － ε
ｒ

＜ ｘ ＜ ｚ∗，

Ｖ（ｘ） ≡ 􀭵Ｖ（ｘ），　 ｘ ≥ ｚ∗，
其中，

Ｊ（ｃ；Ａ^） ＝ Ａ^（Ｕ′（ｃ）） ρ － ＋ Ｊ０（ｃ），　 Ａ^ ＝
λ －

ρ －
Ｂ^， （８）

Ｊ０（ｃ）＝
Ｕ（ｃ） － ｌ

β
－ １
κ（ρ ＋ － ρ －）

{ （Ｕ′（ｃ））ρ ＋

ρ ＋
∫ｃ

０

ｄθ
（Ｕ′（θ））ρ ＋

＋

（Ｕ′（ｃ）） ρ －

ρ －
∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） ρ － } ．

由 ｘ ＝ ｚ∗ 处平滑通过条件知 Ｘ（􀭵Ｃ（ ｚ∗）；Ｂ^） ＝ ｚ∗ ．
其中，􀭵Ｃ（ ｚ∗） 是 ｘ≥ ｚ∗ 时最优消费，表示为临界财富

的函数．由上式和（７） 以及（８） 中 Ｘ（·） 和 Ｊ（·） 的定

义得

Ｘ（􀭵Ｃ（ｚ∗）；^Ｂ）＝ Ｂ^（Ｕ′（􀭵Ｃ（ｚ∗）））λ－ ＋ Ｘ０（􀭵Ｃ（ｚ∗））＝ ｚ∗， （９）

Ｊ（􀭵Ｃ（ｚ∗）；^Ａ）＝ Ａ^（Ｕ′（􀭵Ｃ（ｚ∗）））ρ－ ＋ Ｊ０（􀭵Ｃ（ｚ∗））＝ Ｖ（ｚ∗）． （１０）

利用 Ａ^ ＝
λ －

ρ －
Ｂ^，对（９） 和（１０） 简单运算后，定义

函数 Ｇ：（０，∞ ） → Ｒ，
Ｇ（ ｚ） ≡ λ － Ｕ′（􀭵Ｃ（ ｚ））｛Ｘ０（􀭵Ｃ（ ｚ）） － ｚ｝ －

　 　 ρ － ｛Ｊ０（􀭵Ｃ（ ｚ）） － 􀭵Ｖ（ ｚ）｝， （１１）
那么，临界值 ｚ∗ 等价于方程 Ｇ（ ｚ） ＝ ０的解．下面给出

猜想解的正式推导和证明．
对 ｃ ＞ ０，定义函数

􀭵Ｘ（ｃ） ＝ ｃ
ｒ

－ １
κ（λ ＋ － λ －）

{ （Ｕ′（ｃ））λ ＋

λ ＋
∫ｃ

０

ｄθ
（Ｕ′（θ））λ ＋

＋

（Ｕ′（ｃ）） λ －

λ －
∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ － } ，

􀭰Ｊ（ｃ） ＝ Ｕ（ｃ）
β

－ １
κ（ρ ＋ － ρ －）

{ （Ｕ′（ｃ））ρ ＋

ρ ＋
∫ｃ

０

ｄθ
（Ｕ′（θ））ρ ＋

＋

（Ｕ′（ｃ）） ρ －

ρ －
∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） ρ － } ．

根据（６），若 Ｕ′（０） ＝ ∞，则有

Ｘ０（０） ≡ ｌｉｍ
ｃ↓０

Ｘ０（ｃ） ＝ － ε
ｒ
，

􀭵Ｘ（０） ≡ ｌｉｍ
ｃ↓０

􀭵Ｘ（ｃ） ＝ ０．

正如 文 献 ［ ６ ］ 中 式 （ ６􀆰 １１ ）， ｌｉｍｃ↑∞ Ｘ０（ｃ） ＝

ｌｉｍｃ↑∞
􀭵Ｘ（ｃ） ＝ ∞，并由 λ ＋ λ － ＝ －

ｒ
κ
，有

Ｘ′０（ｃ） ＝ 􀭵Ｘ′（ｃ） ＝

－ Ｕ″（ｃ）
κ（λ ＋ － λ －）

{ （Ｕ′（ｃ）） λ ＋ －１ ∫ｃ
０

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ ＋

＋

（Ｕ′（ｃ）） λ － －１ ∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ － } ．

通过计算得

Ｇ（ ｚ） ＝ －
λ － ε
ｒ

Ｕ′（􀭵Ｃ（ ｚ）） ＋
ρ － ｌ
β

．

由于 􀭵Ｃ（·） 严格增，Ｕ′（·） 严格递减，故 Ｇ（·） 严

格递减．由假设 １ 得 ｌｉｍｚ↓０Ｇ（ ｚ） ＝ ∞ 和 ｌｉｍｚ↑∞ Ｇ（ ｚ） ＝
ρ － ｌ
β

．令

ｚ∗ ≡ 􀭵Ｘ Ｉ
ρ － ｒｌ
λ － βε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

易知， ｚ∗ 是正的，且满足

Ｇ（ ｚ∗） ＝ ０． （１３）
常量 Ｂ^ 为

Ｂ^ ≡ （Ｕ′（􀭵Ｃ（ ｚ∗））） －λ －｛ ｚ∗ － Ｘ０（􀭵Ｃ（ ｚ∗））｝ ＝

　 　
ρ － ｒｌ
λ － βε

æ

è
ç

ö

ø
÷

－λ － ε
ｒ

＞ ０． （１４）

在 Ｂ^ ＞ ０ 时，有
Ｘ（􀭵Ｃ（ ｚ∗）；Ｂ^） ＝ ｚ∗ ． （１５）

若 Ｕ′（０） ＝ ∞， 根据式 （６）， 可得 Ｘ（０；Ｂ^） ＝

ｌｉｍ
ｃ↓０

Ｘ（ｃ；Ｂ^） ＝ － ε
ｒ
．类似于文献［６］，ｌｉｍｃ↑∞ Ｘ（ｃ；Ｂ^） ＝

０．利用 λ ＋ λ － ＝ －
ｒ
κ
，得到

Ｘ′（ｃ；Ｂ^） ＝ λ － Ｂ^（Ｕ′（ｃ）） λ － －１Ｕ″（ｃ） －

　 　 Ｕ″（ｃ）
κ（λ ＋ － λ －）

{ （Ｕ′（ｃ））λ ＋ －１ ∫ｃ
０

ｄθ
（Ｕ′（θ））λ ＋

＋

　 　 （Ｕ′（ｃ）） λ － －１ ∫∞
ｃ

ｄθ
（Ｕ′（θ）） λ － } ．

由于Ｕ（·） 是严格凹的，对所有 ｃ ＞ ０，Ｘ′（ｃ；Ｂ^） ＞

０．Ｘ（·；Ｂ^） 在映射［０，∞ ） 到 [ － ε
ｒ
，∞ ) 上是严格增

的，故反函数 Ｃ（·；Ｂ^） 存在，且是由 [ － ε
ｒ
，∞ ) 到

０，∞[ ) 上严格增函数．在确定 Ｂ^ 和 ｚ∗ 后，定义函数

Ｖ： － ε
ｒ
，∞æ

è
ç

ö

ø
÷ → Ｒ 为

Ｖ（ｘ）≡ Ｊ Ｃ（ｘ；Ｂ^）；
λ －

ρ －
Ｂ^

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 － ε

ｒ
＜ ｘ ＜ ｚ∗， （１６）

Ｖ（ｘ） ≡ 􀭵Ｖ（ｘ），　 ｘ ≥ ｚ∗ ． （１７）

０９１
梁勇，等．在红利支付情形下考虑负效用的消费投资问题．

ＬＩＡＮＧ Ｙｏｎｇ，ｅｔ ａｌ．Ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ａｎｄ ｒｅｔｉｒｅｍｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｄｉｖｉｄｅｎｄ⁃ｐａｙｍｅｎｔ ａｎｄ ｄｉｓｕｔｉｌｉｔｙ．



利用文献［６］引理 ８􀆰 ７， 有 ｌｉｍｘ↓－ ε
ｒ
Ｖ（ｘ） ＝ Ｕ（０） － ｌ

β
．

根据式（１５） 得

ｌｉｍ
ｘ↑ｚ∗

Ｃ（ｘ；Ｂ^） ＝ Ｃ（ ｚ∗；Ｂ^） ＝ 􀭵Ｃ（ ｚ∗），

那么

ｌｉｍ
ｘ↑ｚ∗

Ｖ（ｘ） ＝ Ｊ 􀭵Ｃ（ ｚ∗）；
λ －

ρ －
Ｂ^

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由式（１１） 和（１３）—（１５） 有

􀭵Ｖ（ ｚ∗） ＝ Ｊ 􀭵Ｃ（ ｚ∗）；
λ －

ρ －
Ｂ^

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｌｉｍ

ｘ↑ｚ∗
Ｖ（ｘ） ＝􀭵Ｖ（ ｚ∗） ．

当 Ｕ′（０） ＝ ∞ 时，定理 １ 给出了问题的解．
定理 １　 当 Ｕ′（０） ＝ ∞ 时，（１６） 和（１７） 定义了

最优值函数 Ｖ（ｘ），并且最优策略为（τ∗，ｃ∗，π∗） 为

τ∗ ＝ Ｔｚ∗，　 ｃ∗ｔ ＝ Ｃ（ｘｔ；Ｂ^），

π∗
ｔ ＝ －

Ｖ′（ｘｔ）
Ｖ″（ｘｔ）

（α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）Σ
－１，　 ０≤ ｔ ＜ τ∗，

ｃ∗ｔ ＝ 􀭵Ｃ（ｘｔ），　 π∗
ｔ ＝ 􀭿Π（ｘｔ），　 τ∗ ≤ ｔ．

证明　 类似文献［７］的定理 ３􀆰 １ 的证明．证毕．

３　 常相对风险厌恶效用 ＣＲＲＡ （Ｃｏｎｓｔａｎｔ
Ｒｅｌａｔｅｖｅ Ｒｉｓｋ Ａｖｅｒｓｉｏｎ）效用类下的经济
行为分析

　 　 本节中，将假设效用函数是 ＣＲＲＡ 效用类，得到

值函数和最优策略．假设效用函数表示为

Ｕ（ｃ） ＝ ｃ１－γ

１ － γ
，　 ０ ＜ γ ≠ １，

其中，ｃ ＞ ０，这意味了代理人的相对风险厌恶系数

是常数 γ．类似于第二节中的推导，可得
􀭵Ｃ（ｘ） ＝ Ｋｘ，　 ｘ ＞ ０，

􀭿Π（ｘ） ＝ － Ｖ′（ｘ）
Ｖ″（ｘ）

（α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）Σ
－１ ＝

　 　 ｘ
γ
（α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）Σ

－１，　 ｘ ≥ ０，

其中，Ｋ由式（４） 给出．在最优退休时刻，式（１２） 临界

财富水平和最优消费 ｃ∗ｔ 的隐式猜想解（７） 可写为

ｚ∗ ＝ １
Ｋ

ρ － ｒｌ
λ － βε

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ １
γ

，

Ｘ（ｃ；Ｂ^） ＝ Ｂ^ｃ －γλ － ＋ ｃ
Ｋ

－ ε
ｒ
，

Ｂ^由式（１４） 给出．那么由式（１６） 和（１７） 所定义的值

函数 Ｖ： － ε
ｒ
，∞æ

è
ç

ö

ø
÷ → Ｒ 满足

Ｖ（ｘ） ＝
λ －

ρ －
Ｂ^（Ｃ（ｘ；Ｂ^）） －γρ － ＋ １

（１ － γ）Ｋ
Ｃ（ｘ；Ｂ^）１－γ － ｌ

β
，

－ ε
ｒ

＜ ｘ ＜ ｚ∗，

Ｖ（ｘ） ＝ Ｋ －γ

（１ － γ）
ｘ１－γ，　 ｘ ≥ ｚ∗，

那么，在 ＣＲＲＡ效用情形下，定理 １中最优策略（τ∗，
ｃ∗，π∗） 为

τ∗ ＝ Ｔｚ∗，　 ｃ∗ｔ ＝ Ｃ（ｘ；Ｂ^），

π∗
ｔ ＝ － λ － Ｂ^ｃ∗ｔ

－γλ － ＋ １
γＫ

ｃ∗ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）Σ

－１，

　 　 ０ ≤ ｔ ＜ τ∗，

ｃ∗ｔ ＝ Ｋｘｔ，　 π∗
ｔ ＝

ｘｔ

γ
（α ＋ ｑ － ｒ１ｍ）Σ

－１，　 ｔ≥ τ∗ ．

图 １ 是关于 ３ 种情形下消费率的比较：１）τ ＝∞
的情形（虚直线和实直线分别为 ｑ ＝ ０ 和 ｑ ＝ ０􀆰 ０１ 时

的图形）；２）代理人有退休权利，但是 ｑ ＝ ０；３）代理

人有退休选择权，且 ｑ ＝ ０􀆰 ０１．通过比较可以得出如

下结论：在其他参数相同的条件下，非零红利率会使

得临界财富值变小；在退休之前，情形 ３）中消费率

要小于情形 １）和情形 ２）；退休一段时间之后，情形

３）的消费率会超过情形 ２） ．

图 １　 消费率的比较

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ

类似于图 １ 情形划分，图 ２ 给出了 ３ 种情形下

风险资产投资量的变化趋势及其比较．从图 ２ 中可

以看出：在其他参数相同的条件时，相同财富水平

下，退休之前考虑红利情形下的风险资产投资量要

高于不考虑红利的情形；退休之后，前者依然大于后

者；仅仅在临界财富水平之间的风险资产投资量，呈
现了相反的情况．退休前，情形 ３）下风险资产投资量

在一小段区域内小于 τ ＝ ∞ 时的投资量，这在情形

２）中没有出现．

１９１
学报：自然科学版，２０１４，６（２）：１８８⁃１９２
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图 ２　 风险资产投资量的比较

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｍｏｕｎｔ ｏｆ ｗｅａｌｔｈ ｉｎｖｅｓｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｒｉｓｋ ａｓｓｅｔｓ

４　 小结

本文研究了风险资产支付红利的金融市场，代
理人存在劳动负效用下消费投资组合和退休选择问

题．当假设代理人满足 ＣＲＲＡ 效用函数时，利用动态

规划的方法，本文以显示解的形式给出支付红利情

形下的最优策略．最优停时（退休时刻）被刻画为财

富首次达到临界水平的时刻．通过分析可以看出，与
没有红利支付比较，红利支付使得代理人更倾向于

选择节约消费而将更多财富用于风险资产投资的决

策行为，并且红利会使临界财富值变小．
本文假设了效用损失率是常数，然而实际工作

中的效用损失率是随机的，这是由于代理人在不同

劳动强度和心理状态下，劳动行为带来的效用是不

同的，甚至会出现正效用情形．因此，考虑随机劳动

效用率所带来模型变化及问题，将作为下一步的

研究．
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２９１
梁勇，等．在红利支付情形下考虑负效用的消费投资问题．
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