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０　 引言

　 　 如果只关心系统的试验结果是成功还是失败，则称该系统是成

败型系统．随着系统的不断改进，其可靠性也越来越高．对系统的可靠

性进行估计，归结于对二项分布参数 ｐ 的估计．设某一阶段经过 ｎ 次

试验，成功的次数为 ξ，则 ξ 服从二项分布：

Ｐ｛ξ ＝ ｘ｝ ＝ ｆ（ｘ ｜ ｐ） ＝
ｎ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｘ（１ － ｐ） ｎ－ｘ，　 ｘ ＝ ０，１，２，…，ｎ，

　 　 ０ ＜ ｐ ＜ １． （１）
基于 ξ 的一次观察数据（ｎ，ｘ）对 ｐ 进行估计，经典的最大似然估计

ｐ^Ｌ ＝ ｘ
ｎ
． （２）

由于样本容量太少，估计结果不令人满意．一般可利用研发过程先一

阶段的可靠度信息（先验信息）进行 Ｂａｙｅｓｉａｎ 估计．
假设 ｐ 在上一阶段的先验分布为 β（ａ，ｂ），即：

π（ｐ） ＝ ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１

Ｂ（ａ，ｂ）
，０ ＜ ｐ ＜ １，ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０． （３）

根据 Ｂａｙｅｓｉａｎ 公式 ｐ 的后验密度

ｈ（ｐ ｜ ｘ） ＝ ｆ（ｘ ｜ ｐ）π（ｐ）

∫１
０
ｆ（ｘ ｜ ｐ）π（ｐ）ｄｐ

∝ ｐｘ（１ － ｐ） ｎ－ｘｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１ ＝

　 　 ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１，
所以

ｈ（ｐ ｜ ｘ） ＝ ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１

Ｂ（ａ ＋ ｘ，ｂ ＋ ｎ － ｘ）
～ β（ａ ＋ ｘ，ｂ ＋ ｎ － ｘ） ． （４）

在平方损失下，ｐ 的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 解为

ｐ^ ＝ Ｅ｛ｐ ｜ ｘ｝ ＝ ∫１
０
ｐｈ（ｐ ｜ ｘ）ｄｐ ＝

　 　
∫１

０
ｐａ＋ｘ（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

Ｂ（ａ ＋ ｘ，ｂ ＋ ｎ － ｘ）
＝ Ｂ（ａ ＋ ｘ ＋ １，ｂ ＋ ｎ － ｘ）

Ｂ（ａ ＋ ｘ，ｂ ＋ ｎ － ｘ）
＝

　 　 Γ（ａ ＋ ｘ ＋ １）Γ（ｂ ＋ ｎ － ｘ）
Γ（ａ ＋ ｘ ＋ １ ＋ ｂ ＋ ｎ － ｘ）

· Γ（ａ ＋ ｘ ＋ ｂ ＋ ｎ － ｘ）
Γ（ａ ＋ ｘ）Γ（ｂ ＋ ｎ － ｘ）

＝

　 　 ａ ＋ ｘ
ａ ＋ ｂ ＋ ｎ

． （５）



　 　 ｐ^ 的统计意义非常明显：若把（３） 中的 ａ，ｂ 看成

做了 ａ＋ｂ 次试验，其中 ａ 次成功，将这个信息和当前

信息“ｎ 次试验中有 ｘ 次成功”结合，ｐ^ 即为试验成功

的频率［１］ ．
ｐ^ 比 ｐ^Ｌ 优良之处在于：通过先验信息确定 ａ，ｂ，

从而对 ｐ^ 进行调整．随着系统的不断改进完善，系统

的可靠度 ｐ 越来越大（接近于 １），ｐ 的先验分布区间

越来越靠近 １，因此，可以假设 ｐ 的先验分布取值范

围为（λ，１） ．本文提出了不完全 β 分布的概念，并利

用该分布求 ｐ 的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 估计（Ｂａｙｅｓｉａｎ 解）．

１　 ｐ 的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 估计

如果对式（３）中 ｐ 的取值范围左侧截尾，限定在

（λ，１），０ ＜ λ ＜ １， 得到：
定义 １　 若参数 ｐ 的先验分布密度为

π（ｐ） ＝ ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１

∫１
λ
ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１ｄｐ

，

　 　 ａ ＞ ０，ｂ ＞ ０，０ ＜ λ ＜ ｐ ＜ １， （６）
则称之为不完全 β 分布，记为 π（ｐ） ～ β（ａ，ｂ，λ），λ
称为不完全参数．显然，π（ｐ）满足非负性和规范性．

当 λ ＝ ０时，不完全 β分布 β（ａ，ｂ，λ） 就是 β分布

（３），所以不完全 β 分布就是 β 分布的推广．
对于相同的 ０ ＜ λ ＜ ｐ ＜ １， 因为

ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１

∫１
λ
ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１ｄｐ

≥ ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１

∫１
０
ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１ｄｐ

，

故有 β（ａ，ｂ，λ） ≥ β（ａ，ｂ） ． （７）
对二项分布的参数 ｐ 而言，不完全 β 分布还是

共轭的．
定理 １　 不完全 β 分布（６）是二项分布（１）中可

靠度 ｐ 的共轭分布．
证明　 当 ｐ 的先验分布为（６）时，根据 Ｂａｙｅｓｉａｎ

公式，得 ｐ 的后验密度

ｈ（ｐ ｜ ｘ） ∝ ｆ（ｘ ｜ ｐ）π（ｐ） ＝

　 　

ｎ
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｘ（１ － ｐ） ｎ－ｘｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１

∫１
λ
ｐａ－１（１ － ｐ） ｂ－１ｄｐ

∝

　 　 ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１，　 ０ ＜ λ ＜ ｐ ＜ １，
所以

ｈ（ｐ ｜ ｘ） ＝ ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１

∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

，

　 　 ０ ＜ λ ＜ ｐ ＜ １， （８）

即 ｈ（ｐ ｜ ｘ） ～ β（ａ ＋ ｘ，ｂ ＋ ｎ － ｘ，λ） 为不完全 β分布，
所以（６） 是 ｐ 的共轭分布．

共轭分布保证了可以用本阶段的后验分布作为

下一阶段的先验分布．
定理２　 设 ξ服从二项分布（１），（ｎ，ｘ） 为 ξ的一

次观察数据．取 ｐ 的先验分布密度为（６），在平方损

失下 ｐ 的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 解

ｐ^（λ） ＝
∫１
λ
ｐａ＋ｘ（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

． （９）

证明　 由（８）知

ｈ（ｐ ｜ ｘ） ＝ ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１

∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

，０ ＜ λ ＜ ｐ ＜ １，

在平方损失下，ｐ 的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 解

ｐ^（λ） ＝ Ｅ［ｐ ｜ ｘ］ ＝ ∫１
λ
ｐｈ（ｐ ｜ ｘ）ｄｐ ＝

　 　
∫１
λ
ｐａ＋ｘ（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

，

即（９）成立．
定理 ３　 以（６）为先验分布的二项分布可靠度 ｐ

的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 解（９）是不完全参数 λ 的单调增加函数．
证明　 因为

ｄｐ^（λ）
ｄλ

＝ [ － λａ＋ｘ（１ － λ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ ∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ －

ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ＋ λａ＋ｘ－１（１ － λ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ ∫１
λ
ｐａ＋ｘ（１ －

ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ] × { [∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ]

２

}
－１

＝

{ λａ＋ｘ－１（１ － λ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ [∫１
λ
ｐａ＋ｘ（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ －

λ ∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ] } ×

{ [∫１
λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ]

２

}
－１
，

而

∫１
λ
ｐａ＋ｘ（１ － ｐ）ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ － λ ∫１

λ
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ）ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ＝

∫１
λ
（ｐ － λ）ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ ≥ ０，

所以，ｄｐ^（λ）
ｄλ

≥ ０，即 ｐ^（λ） 是 λ 的单调增函数．

定理 ３ 表明：对先验分布（３）左侧截尾成（６），ｐ
的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 解 ｐ^（λ）增大．截尾的幅度（不完全参数）
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λ 越大，ｐ^（λ）也越大．可以通过调整 λ 来调整 ｐ^（λ） ．

２　 ｐ 的置信下限估计

引理 １　 设 β ～ β（ａ，ｂ），２ａ，２ｂ 均为自然数，则

Ｆ ＝ ｂ
ａ
· β

１ － β
～ Ｆ（２ａ，２ｂ） ．

证明见文献［２］．
定理 ４　 设 ξ 服从分布（１），取 ｐ 的先验分布为

（６），ａ，ｂ 取正整数，（ｎ，ｘ） 为 ξ 的一次观察值．记 ｐ ＝
（ａ ＋ ｘ）Ｆα

（ｂ ＋ ｎ － ｘ） ＋ （ａ ＋ ｘ）Ｆα
，其中 Ｆα 是 Ｆ［２（ａ ＋ ｘ），

２（ｂ ＋ ｎ － ｘ）］ 的 α 分位点，当 ｐ ≥ λ 时有：
Ｐ｛ｐ ≤ ｐ｝ ≥ １ － α． （１０）
证明　 引进随机变量 η ～ β（ａ ＋ ｘ，ｂ ＋ ｎ － ｘ），

则 η 的密度函数

ｈ∗（ｐ ｜ ｘ） ＝ ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１

∫１
０
ｐａ＋ｘ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎ－ｘ－１ｄｐ

．

由（７） 可知：ｈ（ｐ ｜ ｘ） ≥ ｈ∗（ｐ ｜ ｘ） ．由引理可得：

Ｆ ＝ ｂ ＋ ｎ － ｘ
ａ ＋ ｘ

· η
１ － η

～ Ｆ［２（ａ ＋ ｘ），２（ｂ ＋ ｎ － ｘ）］，

则 Ｐ ｂ ＋ ｎ － ｘ
ａ ＋ ｘ

· η
１ － η

≥ Ｆα}{ ＝ １ － α，

即 Ｐ η ≥
（ａ ＋ ｘ）Ｆα

（ｂ ＋ ｎ － ｘ） ＋ （ａ ＋ ｘ）Ｆα
{ } ＝ １ － α．

由 ｈ（ｐ ｜ ｘ） ≥ ｈ∗（ｐ ｜ ｘ） 知：

Ｐ ｐ ≥
（ａ ＋ １）Ｆα

（ｂ ＋ ｎ － ｘ） ＋ （ａ ＋ ｘ）Ｆα
{ } ≥ １ － α，

即为（１０） ．
在 ｐ 的先验分布为（６） 时，定理 ３ 解决了求 ｐ 的

近似置信下限问题．

３　 基于二项分布的可靠性增长模型的不完
全参数 λ的确定

　 　 设系统第 ｉ 阶段成功的次数为 ξｉ，观察样本为

（ｎｉ，ｘｉ），则 ξｉ ～ Ｂ（ｎｉ，ｐｉ），根据（９），第 ｉ阶段系统的

可靠度 ｐｉ 的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 估计为

ｐ^ｉ（λ） ＝
∫１
λ
ｐａ＋ｘｉ（１ － ｐ） ｂ＋ｎｉ－ｘｉ－１ｄｐ

∫１
λ
ｐａ＋ｘｉ－１（１ － ｐ） ｂ＋ｎｉ－ｘｉ－１ｄｐ

．

根据（１０），ｐｉ 的置信度为 １ － α 的近似置信下

限为

ｐｉ ＝
（ａ ＋ ｘｉ）Ｆα

（ｂ ＋ ｎｉ － ｘｉ） ＋ （ａ ＋ ｘｉ）Ｆα
．

可以用 ｋ ｐｉ，０≤ ｋ≤１作为第 ｉ ＋ １阶段系统的可靠度

ｐｉ ＋１ 的不完全 β 分布中的不完全参数 λ ｉ ＋１，ｋ 为由专

家确定的整个模型的调整系数．ｋ ＝ ０ 时，λ ｉ ＋１ ＝ ０， 又

成为通常的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 估计．
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ｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｂｉｎｏｍｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｈｅｎ ｉｔｓ ｐｒｉｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｏ ｂｅ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ β⁃ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ａｎｄ ｄｉｓｃｕｓｓｅｓ ｉｔｓ ａｐｐｌｉ⁃
ｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｇｒｏｗｔｈ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｂｉｎｏｍｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｂｉｎｏｍｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ β⁃ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；Ｂａｙｅｓｉａｎ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

６９
赵喜林，等．基于不完全 β 分布的二项分布参数的 Ｂａｙｅｓｉａｎ 估计．

ＺＨＡＯ Ｘｉｌｉｎ，ｅｔ ａｌ．Ｂａｙｅｓｉａｎ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ ｂｉｎｏｍｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ β⁃ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．


