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带 ＴＶＢ 限制器的 ＲＫＤＧ 方法与
浸入边界方法在 Ｅｕｌｅｒ 方程中的应用

摘要
在求解 Ｅｕｌｅｒ 方程时，带 ＴＶＢ 限制

器的 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 间断有限元（ＲＫＤＧ）方
法是一种高精度、高并行效率的方法，而
浸入边界方法是一种较新颖且对网格要
求较低的方法，适用于处理复杂几何外
形的边界．尝试了将上述 ２ 种方法结合起
来求解 Ｅｕｌｅｒ 方程在笛卡尔网格上具有
复杂几何外形的物体绕流问题，数个经
典算例的数值结果验证了该方法的有
效性．
关键词

ＴＶＢ 限制器；ＲＫＤＧ 方法；浸入边界
法；Ｅｕｌｅｒ 方程

中图分类号 Ｖ２１１􀆰 ３
文献标志码 Ａ

收稿日期 ２０１３⁃０４⁃２６
资助项目 国家自然科学基金（１１００２０７１，１１３７
２００５）
作者简介

倪建，男，硕士生，研究方向为偏微分方程
数值解．ｊｉａｎｎｉ６４５４２６＠ １２６．ｃｏｍ

朱君（通信作者），男，博士，副教授，研究
方向为偏微分方程数值解．ｚｈｕｊｕｎ＠ ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ

１ 南京航空航天大学 理学院，南京，２１００１６

０　 引言

　 　 间断有限元（ＲＫＤＧ）方法最早由 Ｒｅｅｄ 等［１］在 １９７３ 年提出，并用

于求解中子输运方程．随后，一些计算工作者将它推广到求解非线性

双曲守恒律方程和方程组［２⁃４］ ．另外，间断有限元方法被应用于求解椭

圆方程［５］、Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方程［６］ 以及对流扩散方程［７］ 等．间断有限

元方法具有灵活处理间断和易于处理复杂的区域边界和边值问题的

能力．
计算流体力学中，复杂几何外形的网格生成问题是一个较困难

的问题．现存的流场网格生成方法主要包括贴体网格、笛卡尔网格和

非结构网格等方法．
相比于结构网格和非结构网格，笛卡尔网格具有较多优点．由于

笛卡尔网格的生成不是从模型表面出发，而是采用先空间后物面的

方式，对于多部件模型，可以一次性生成计算所需的计算网格，使网

格生成过程简单、省时．相对于贴体结构网格，不需要从物理空间向计

算空间的转换，流场计算简单，节约计算时间．笛卡尔网格不存在分区

结构网格中不同外形有不同的网格拓扑结构的要求，网格生成过程

容易统一，对模型表面处理的依赖程度较低．笛卡尔网格对流场空间

的填充效率高，能够缩短流场计算时间，故本文所有算例均在笛卡尔

网格上进行计算．但笛卡尔网格也有它的不足，就是一般不适合直接

应用于计算具有复杂几何外形的物体绕流问题．
近些年，Ｄａｄｏｎｅ 等［８⁃１０］ 系统研究了结构网格中的 Ｇｈｏｓｔ Ｃｅｌｌ 方

法，并将之命名为 ＳＴ（Ｓｙｍｍｅｔｒｙ Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ）方法以及 ＣＣＳＴ（Ｃｕｒｖａｔｕｒｅ
Ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ Ｓｙｍｍｅｔｒｙ Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ）方法，这些有效的边界处理方法被推广

用于笛卡尔网格［１１⁃１２］，并取名为 ＧＢＣＭ（Ｇｈｏｓｔ Ｂｏｄｙ⁃Ｃｅｌｌ Ｍｅｔｈｏｄ）方

法．在文献［１１］中，此类方法也被用于二维非结构网格，能得到较好的

结果．此外，Ｆｏｒｒｅｒ 等［１２⁃１３］ 提出了一种新的虚拟单元浸入边界方法求

解二维静止与运动物体绕流问题．
本文试图在文献［１４］的基础上将 ＳＴ 方法、Ｆｏｒｒｅｒ 虚拟单元方法

（ＦＧＣＭ）与 ＲＫＤＧ 方法相结合，在笛卡尔网格上对多个复杂物体绕流

问题进行数值模拟．几个算例的计算结果表明本文所使用的方法具有

一定效果，且易于实现．　 　 　 　



１　 ＲＫＤＧ 方法

本文仅研究无粘可压流体，考虑二维 Ｅｕｌｅｒ
方程：
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本文定义笛卡尔均匀网格的大小为 Δｘ ＝ ｘｉ ＋ １
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在 Ｉｉｊ 上次数不大于 ｋ 的多项式空间．为方便起见，本
文选取的测试函数为
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选取的测试函数具有正交性质：

∫
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另外，再定义自由度、数值解以及 ａｌ 的定义式：
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在式（１）两边同乘测试函数并积分，再利用分布

积分公式可以得到：
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式（７）中的几个积分项，可以改写为如下的数值积
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本文采用的是总变差有界（ＴＶＢ） ［１５］ 型的限制
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上述 ＲＫＤＧ 方法构造参见文献［１５］．这样就可

得到半离散格式：
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使用三阶 ＴＶＤ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 时间离散公式［４］ 进

行时间上的离散，具体公式如下：
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（１０）

２　 Ｇｈｏｓｔ Ｃｅｌｌ 方法

利用笛卡尔网格，网格与物体相交，如图 １ 所

示．本文使用的 Ｇｈｏｓｔ Ｃｅｌｌ 方法需要给出浸入边界

（Ｉｍｍｅｒｓｅｄ Ｂｏｕｎｄａｒｙ）内部网格点处的物理量，比如

点 Ａ 处的物理量的值．最简单的方法是使用一般的

对称反射边界条件（ＳＴ）：

ρ Ａ ＝ ρＢ，
ｐＡ ＝ ｐＢ，
ｖ⇀Ａ ＝ ｖ⇀Ｂ － ２（ ｖ⇀Ｂ·ｎ⇀）ｎ⇀．
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这样给出的边界条件能够满足无穿透边界条件 ｖ⇀ｗ·
ｎ＝ ０．Ｆｏｒｒｅｒ 等［１２⁃１３］ 对于浸入固体内部的 Ｇｈｏｓｔ Ｃｅｌｌ
值，建议速度仍然使用一般的反射，而压强和密度使

用如下公式：

ｐＡ ＝ ｐ（ｘｗ） ＋ ｘｗ － ｘＡ

ｐ（ｘｗ） － ｐ（ｘｈ
ｗ）

ｈ
，
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ρ（ｘｗ） － ρ（ｘｈ
ｗ）

ｈ
．
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（１２）

这里 ｘｈ
ｗ ＝ ｘｗ＋ｈ ｎ⇀，而墙压强 ｐ（ｘｗ）以及 ｐ（ｘｈ

ｗ）通过线

性或双线性插值得到， 本文称此方法为 ＦＧＣＭ
（Ｆｏｒｒｅｒ􀆳ｓ Ｇｈｏｓｔ Ｃｅｌｌ Ｍｅｔｈｏｄ）．

图 １　 笛卡尔网格

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｃａｒｔｅｓｉａｎ ｍｅｓｈ

３　 数值结果

算例 １　 台阶问题．此问题是 Ｅｍｅｒｙ 在 １９６８ 年

提出的一个用于检验非线性双曲型守恒律格式的经

典算例．初始数据为管道内充满均匀流（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） Ｔ ＝
（１􀆰 ４，３，０，１） Ｔ，管道区域为［０，３］×［０，１］，在距左边

界 ０􀆰 ６ 处有一高度为 ０􀆰 ２ 的台阶，且台阶沿伸到管

道的尽头．上下边界为反射边界，左边界与初始一

致，右边界为出流边界，如图 ２ 所示．图 ３ 给出了用

ＳＴ 方法和 ＦＧＣＭ 方法求出的前台阶密度等值线，取
３０ 条密度等值线，取值范围是 ０􀆰 ３２～６􀆰 ７５，网格长度

为 １ ／ １００．

图 ２　 前台阶问题

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｆｏｒｗａｒｄ ｓｔｅｐ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ３　 密度等值线（０􀆰 ３２～６􀆰 ７５）
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ（０􀆰 ３２－６􀆰 ７５）

算例 ２　 圆柱绕流问题．考虑超音速无粘流体流

向单位圆柱．初始数据为水平来流 ３ 马赫，密度为

１􀆰 ４，压强为 １􀆰 ０，区域为［－１０，１０］ ×［－１０，１０］，左边

界为来流边界，右边界为超音速出流边界，如图 ４ 所

示．图 ５ 是用 ＳＴ 方法与 ＦＧＣＭ 方法求出的压力等值

线．取 ３０ 条压力等值线，取值范围是 ０􀆰 ０５ ～ １５，网格

长度为 １ ／ １００．
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图 ４　 单位圆柱

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｕｎｉｔ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

图 ５　 压力等值线（０􀆰 ０５～１５）
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ（０􀆰 ０５－１５）

算例 ３　 斜面双马赫反射问题．该问题描述的是

一个来流为 １０ 马赫的强激波入射在与平面成 ３０°角
的斜坡上后发生的变化，如图 ６ 所示．计算区域取为

［０，３］ × ［０，２］，始于 ｘ ＝ ３ ／ １２，激波垂直 ｘ 轴．初始

数据的左右状态为 ｕＬ ＝ （８，６６􀆰 ００９，０，５６３􀆰 ５４４） Ｔ，
ｕＲ ＝（１􀆰 ４，０，０，２􀆰 ５） Ｔ ．边界条件：左右边界分别取左

右状态值；下边界，当 ｘ ＞ ３ ／ １２ 时为反射边界，ｘ ≤

３ ／ １２ 时，设为左状态；上边界，当 ｘ ＞ ｇ（ ｔ） 时，取右

状态，ｘ≤ ｇ（ ｔ） 时，取左状态．其中 ｇ（ ｔ） ＝ （ ３ ／ １２） ＋
１０ｔ． 图 ７ 是用 ＳＴ 方法与 ＦＧＣＭ 方法求出的斜面双

马赫密度等值线，取值范围为 １􀆰 ５ ～ ２１􀆰 ５，网格长度

为 １ ／ １６０．

图 ６　 初始斜坡

Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｆｉｇｕｒｅ ｏｆ ｓｌｏｐｅ

算例 ４　 ＮＡＣＡ００１２ 翼型跨声速绕流问题．自由

来流 Ｍａ∞ ＝ ２􀆰 ０，攻角 α ＝ １０􀆰 ０°．这是一个超音速的

绕流，在翼型头部会形成一道很强的弓形强激波，同
时在翼型的尾部会形成斜激波．图 ８ 给出了 ＳＴ 方法

及 ＦＧＣＭ 方法计算的压力等值线．图 ９ 给出了 ＳＴ 方

法计算的翼型表面压力系数分布与 ＦＧＣＭ 方法计算

图 ７　 密度等值线（１􀆰 ５～２１􀆰 ５）
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｄｅｎｓｉｔｙ ｃｏｎｔｏｕｒｓ（１􀆰 ５－２１􀆰 ５）

的表面压力系数分布．其中，３０ 条压力等值线的取值

范围是 ０􀆰 ５～６􀆰 ５，网格长度为 １ ／ ７０．

图 ８　 Ｍａ∞ ＝ ２􀆰 ０，攻角 α＝ １０􀆰 ０°，压力等值线（０􀆰 ５～６􀆰 ５）

Ｆｉｇ􀆰 ８　 Ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｎｔｏｕｒｓ（０􀆰 ５－６􀆰 ５） ｗｈｅｎ
Ｍａ∞ ＝ ２􀆰 ０ ａｎｄ ａｎｇｌｅ ｏｆ ａｔｔａｃｋ α＝ １０􀆰 ０°

４　 结论

本文使用的带 ＴＶＢ 限制器的 ＲＫＤＧ 方法与浸

入边界方法相结合，在实际计算时具有灵活处理间

断和易于处理复杂区域边界和边值问题的能力，在
笛卡尔网格上求解 Ｅｕｌｅｒ 方程时，能对具有上述复杂

几何外形物体的绕流问题进行高精度数值模拟．最
后，通过对多个经典算例的数值计算验证了本方法

的有效性．

２９
倪建，等．带 ＴＶＢ 限制器的 ＲＫＤＧ 方法与浸入边界方法在 Ｅｕｌｅｒ 方程中的应用．

ＮＩ Ｊｉａｎ，ｅｔ ａｌ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ＲＫＤＧ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ＴＶＢ ｌｉｍｉｔｅｒ ａｎｄ ｉｍｍｅｒｓｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ．



图 ９　 Ｍａ∞ ＝ ２􀆰 ０，攻角 α＝ １０􀆰 ０°，表面压力系数分布

Ｆｉｇ􀆰 ９　 Ｓｕｒｆａｃｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｗｈｅｎ
Ｍａ∞ ＝ ２􀆰 ０ ａｎｄ ａｎｇｌｅ ｏｆ ａｔｔａｃｋ α＝ １０􀆰 ０°
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