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摘要
主要研究奇异非线性二阶诺伊曼边
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下，该问题恰好有 ５ 个正解的结果．
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０　 引言

　 　 诺伊曼边值问题在数学物理方面有重要的应用（例如关于波束

的均衡问题、流体问题和热传导问题等），因此，在过去的半个世纪它

吸引了众多数学家的研究，并得出了在多种条件下该问题解的个数

及其存在性的结果．
Ｃａｎａｄａ 等［１］和 Ｗａｎｇ 等［２］分别用李雅普诺夫型不等式和 Ｓｃｈａｕｄｅｒ

不动点定理证明了诺伊曼边值问题的存在性和唯一性；文献［３⁃４］用不

动点定理得出了诺伊曼边值问题正解的存在性和多重性的结果；
Ｓｕｄｈａｓｒｅｅ 等［５］研究了凹凸型非线性半正调问题正解的多重性；Ｓｈｉ［６］得
出了关于全局分支图的局部描述；Ｏｒｔｅｇａ 等［７］ 讨论了超线性周期问题

分支值的最佳边界；Ｃｈｅｎ 等［８］ 探讨了三阶非线性 Ｄｕｆｆｉｉｎｇ 方程周期解

的确切个数． 在这些研究中所采用的打靶法、上下解方法和临界点理论

等重要方法与理论现在已被广泛运用，但上述研究均是关于唯一解或

最少解个数的结论，而关于诺伊曼边值问题确切正解个数的结论很少．
本文研究下列诺伊曼边值正解的个数问题：
ｘ″（ ｔ） ＋ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，　 　 　 　 　 　 　 　 （１）
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０， （２）{

其中 ｆ 在 ０ 处奇异，得出了在一定条件下该问题恰有 ５ 个正解的

结果．

１　 预备知识

定义 １ 　 ｕ ∈ Ｃ２［０，１］ 称为问题（１）—（２） 正解，若 ｕ 是问题

（１）—（２） 的解，并且 ｕ（ ｔ） ＞ ０ 对 ∀ｔ ∈ ［０，１］ 均成立．
下述引理在诺伊曼问题的研究中起着重要作用．

引理１［９］ 　 设 ｐ１（ｔ），ｐ２（ｔ） ∈Ｃ［０，１］，ｐｉ（ｔ） ＜ π２

４ ，ｉ ＝ １，２，ｐ１（ｔ） ≤

ｐ２（ ｔ），并且在一个正测集中不等式严格成立，则以下 ２ 个问题：
ｘ″（ ｔ） ＋ ｐ１（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＝ ０，　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０，{
ｘ″（ ｔ） ＋ ｐ２（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＝ ０，　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{ 　 　 　 　



至少有 １ 个只有平凡解．
引理 ２［３］ 　 令 ｈ ∈ Ｃ［０，１］，Ｌ ＞ ０， 则下述诺伊

曼边值问题：
－ ｘ″（ ｔ） ＋ Ｌｘ（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{

有唯一解 ｘ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ１（ ｔ，ｓ）ｈ（ ｓ）ｄｓ，

其中

Ｇ１（ｔ，ｓ） ＝
ｃｏｓｈ（ｌ（１ － ｔ））ｃｏｓｈ（ｌｓ）

ｌｓｉｎｈ ｌ ，　 ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤１，

ｃｏｓｈ（ｌ（１ － ｓ））ｃｏｓｈ（ｌｔ）
ｌｓｉｎｈ ｌ ，　 ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｌ ＝ Ｌ ．

引理 ３［３］ 　 令 ｈ∈ Ｃ［０，１］，０ ＜ Ｋ ＜ π２

４ ，则下述

诺伊曼边值问题：
ｘ″（ ｔ） ＋ Ｋｘ（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{

有唯一解 ｘ（ ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ２（ ｔ，ｓ）ｈ（ ｓ）ｄｓ，

其中

Ｇ２（ ｔ，ｓ） ＝
ｃｏｓｈ（ｋ（１ － ｔ））ｃｏｓ（ｋｓ）

ｋｓｉｎｈ ｋ ，　 ０ ≤ ｓ ≤ ｔ ≤１，

ｃｏｓｈ（ｋ（１ － ｓ））ｃｏｓ（ｋｔ）
ｋｓｉｎ ｋ ，　 ０ ≤ ｔ ≤ ｓ ≤１，

ì

î

í

ï
ï

ïï

ｋ ＝ Ｋ．

注 １　 引理 ２ 和引理 ３ 中的 Ｇ ｉ（ ｔ，ｓ），ｉ ＝ １，２ 是

正的，则由 ｈ（ ｔ） ≥ ０ 可推出 ｘ（ ｔ） ≥ ０．

２　 主要结论

本节将给出关于二阶诺伊曼边值问题正解个数

的主要结论．
定理 １　 假设 ｆ ∈ Ｃ１（０， ＋ ∞），满足下列条件：
（ⅰ） 存在 ｕ∗

１ ，ｕ∗
２ ∈ （０， ＋ ∞），ｕ∗

１ ＜ ｕ∗
２ ，存在

ｖ１ ∈（ｕ∗
１ ，ｕ∗

２ ），使得 ｆ′分别在（０，ｕ∗
１ ），（ｖ１，ｕ∗

２ ） 上严

格递增，在（ｕ∗
１ ，ｖ１），（ｕ∗

２ ， ＋ ∞） 上严格递减；

（ⅱ） ０ ＜ ｆ′（ｕ∗
ｉ ） ＜ π２

４ ，ｉ ＝ １，２，ｆ′（ｖ１） ＜ ０；

（ⅲ） ｌｉｍ
ｕ→０ ＋

ｆ（ｕ） ＝ ＋ ∞， ｌｉｍ
ｕ→＋∞

ｆ（ｕ） ＝ － ∞，ｆ在（０，

＋ ∞） 上的极大值均大于其极小值；
则存在 ２ 个常数Ｍ，ｍ，Ｍ ＞ ｍ，使得当ｍ ＜ ｈ（ ｔ） ＜ Ｍ
时，问题（１）—（２） 在

Ｋ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ２［０，１］ ｘ（ ｔ） ＞ ０，
　 　 ｍ ＜ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＜ Ｍ，∀ｔ ∈ ［０，１］｝

中恰好有 ５ 个正解．

证明

由（ⅰ）、（ⅱ）、（ⅲ）知，存在 ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ ＞ ０，
ａ１ ＜ ｕ∗

１ ＜ ａ２ ＜ ｖ１ ＜ ａ３ ＜ ｕ∗
２ ＜ ａ４ 使得

ｆ′（ａ１） ＝ ｆ′（ａ２） ＝ ｆ′（ａ３） ＝ ｆ′（ａ４） ＝ ０．
令 ｍ１ ＝ ｆ（ａ１），Ｍ１ ＝ ｆ（ａ２），ｍ２ ＝ ｆ（ａ３），Ｍ２ ＝

ｆ（ａ４），易知ｍｉ，Ｍｉ，ｉ ＝ １，２分别为 ｆ在（０， ＋∞） 上的

极小 值 和 极 大 值， 取 ｍ ＝ ｍａｘ｛ｍ１，ｍ２｝，Ｍ ＝
ｍｉｎ｛Ｍ１，Ｍ２｝ ．

Ｓｔｅｐ１　 若 ｍ ＜ ｈ（ ｔ） ＜ Ｍ，则问题（１）—（２） 在

Ｋ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ２［０，１］ ｘ（ ｔ） ＞ ０，
　 　 ｍ ＜ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＜ Ｍ，∀ｔ ∈ ［０，１］｝

中至少有 ５ 个正解．
不失一般性，不妨设 ｍ１ ＜ ｍ２，Ｍ１ ＜ Ｍ２，则有

ｍ ＝ ｍ２，Ｍ ＝ Ｍ１，其他几种情况均可类似证明． 由

ｌｉｍ
ｘ→０ ＋

ｆ（ｘ） ＝ ＋ ∞， ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｆ（ｘ） ＝ － ∞ 可知， 存在 ０ ＜

ｂ１ ＜ ｂ２ ＜ ａ１ ＜ ｂ３ ＜ ａ２ ＜ ａ３ ＜ ｂ４ ＜ ａ４ ＜ ｂ５ ＜ ｂ６，
使得

ｍ ＝ ｆ（ｂ２） ＝ ｆ（ｂ３） ＝ ｆ（ａ３） ＝ ｆ（ｂ６） ＜ ｈ（ ｔ），
Ｍ ＝ ｆ（ｂ１） ＝ ｆ（ａ２） ＝ ｆ（ｂ４） ＝ ｆ（ｂ５） ＞ ｈ（ ｔ），
ｔ ∈ ［０，１］ ．

令

ｕ１（ ｔ） ＝ ｂ１，ｕ２（ ｔ） ＝ ｂ２，ｕ３（ ｔ） ＝ ｂ３，ｕ４（ ｔ） ＝ ａ２，
ｕ５（ ｔ） ＝ ａ３，ｕ６（ ｔ） ＝ ｂ４，ｕ７（ ｔ） ＝ ｂ５，ｕ８（ ｔ） ＝ ｂ６ ．
① 问题 （１）—（２） 在 ［ｕ１，ｕ２］ 中至少存在 １

个正解．
事实上，由 ｆ∈Ｃ１（０， ＋∞） 知，存在一正常数 Ｌ，

使得 ｜ ｆ′（ｘ） ｜ ＜ Ｌ 对 ∀ｘ ∈ ［ｂ１，ｂ２］ 均成立，又
注意到：
－ ｕ″１（ ｔ） ＜ ｆ（ｕ１（ ｔ）） － ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｕ′１（０） ＝ ｕ′１（１） ＝ ０，{
－ ｕ″２（ ｔ） ≥ ｆ（ｕ２（ ｔ）） － ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｕ′２（０） ＝ ｕ′２（１） ＝ ０{

或等价的有：
－ ｕ″１（ ｔ） ＋ Ｌｕ１（ ｔ） ＜ ｆ（ｕ１（ ｔ）） ＋ Ｌｕ１（ ｔ） － ｈ（ ｔ），
　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｕ′１（０） ＝ ｕ′１（１） ＝ ０，

{
－ ｕ″２（ ｔ） ＋ Ｌｕ２（ ｔ） ≥ ｆ（ｕ２（ ｔ）） ＋ Ｌｕ２（ ｔ） － ｈ（ ｔ），
　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｕ′２（０） ＝ ｕ′２（１） ＝ ０．

{
定义算子 Ｓ：Ｃ［０，１］ → Ｃ［０，１］，

Ｓｕ（ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ１（ｔ，ｓ）［ｆ（ｕ（ｓ）） ＋ Ｌｕ（ｓ） － ｈ（ｓ）］ｄｓ，

　 　 ｕ ∈ Ｃ［０，１］，

４７５
胡令雄，等． 奇异非线性二阶诺伊曼边值问题恰有 ５ 个正解的条件．
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则有：
（ⅰ） Ｓ 是全连续的；
（ⅱ） ｕ１（ ｔ） ＜ Ｓｕ１（ ｔ），ｕ２（ ｔ） ≥ Ｓｕ２（ ｔ）；
（ⅲ）Ｓ 在［ｕ１，ｕ２］ 上单调递增．

再结合 ｕ１（ ｔ） ＜ ｕ２（ ｔ） 知，Ｓ在［ｕ１，ｕ２］ 上至少有１ 个

不动点［１０］， 即下述诺伊曼边值问题：
－ ｘ″（ ｔ） ＋ Ｌｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｌｘ（ ｔ） － ｈ（ ｔ），
　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０

{
或等价的

ｘ″（ ｔ） ＋ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{

至少有 １ 个解 ｘ１ ∈ Ｃ［０，１］ 满足 ｂ１ ≤ ｘ１（ ｔ） ≤ ｂ２，对
∀ｔ ∈ ［０，１］ 均成立．

② 问题（１）—（２） 在［ｕ３，ｕ４］ 中至少存在 １ 个

正解．

由 ｆ′（ｘ） ＜ π２

４ 知，存在一正数 Ｋ，使得 ｆ′（ｘ） ＜

Ｋ ＜ π２

４ 对 ∀ｘ ∈ ［ｂ３，ａ２］ 均成立．

显然，有：
ｕ″３（ ｔ） ＋ Ｋｕ３（ ｔ） ≤ ｈ（ ｔ） － ｆ（ｕ３（ ｔ）） ＋ Ｋｕ３（ ｔ），
　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｕ′３（０） ＝ ｕ′３（１） ＝ ０，

{
ｕ″４（ ｔ） ＋ Ｋｕ４（ ｔ） ＞ ｈ（ ｔ） － ｆ（ｕ４（ ｔ）） ＋ Ｋｕ４（ ｔ），
　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｕ′４（０） ＝ ｕ′４（１） ＝ ０．

{
定义算子 Ｔ：Ｃ［０，１］ → Ｃ［０，１］，

Ｔｕ（ｔ） ＝ ∫１
０
Ｇ２（ｔ，ｓ）［ｈ（ｓ） － ｆ（ｕ（ｓ）） ＋ Ｋｕ（ｓ）］ｄｓ，

　 　 ｕ ∈ Ｃ［０，１］，
则有：

（ⅰ） Ｔ 是全连续的；
（ⅱ）ｕ３（ ｔ） ≤ Ｔｕ３（ ｔ），ｕ４（ ｔ） ＞ Ｔｕ４（ ｔ）；
（ⅲ）Ｔ 在［ｕ３，ｕ４］ 上单调递增．

再结合 ｕ３（ ｔ） ＜ ｕ４（ ｔ） 知，Ｔ在［ｕ３，ｕ４］ 上至少有１ 个

不动点［１０］，即下述诺伊曼边值问题：
ｘ″（ ｔ） ＋ Ｋｘ（ ｔ） ＝ ｈ（ ｔ） － ｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｋｘ（ ｔ），
　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０

{
或等价的

ｘ″（ ｔ） ＋ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ ｈ（ ｔ），　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{

至少有 １ 个解 ｘ２ ∈ Ｃ［０，１］ 满足 ｂ３ ≤ ｘ２（ ｔ） ≤ ａ２ 对

∀ｔ ∈ ［０，１］ 均成立．
③问题 （１）—（２） 在［ｕ４，ｕ５］ 中至少存在１个正

解． 该命题可用类似于 ① 的方法来证明．
④问题（１）—（２） 在［ｕ５，ｕ６］ 中至少存在１ 个正

解． 该命题可用类似于 ② 的方法来证明．
⑤ 问题（１）—（２） 在［ｕ７，ｕ８］ 中至少存在 １ 个

正解． 该命题可用类似于①的方法来证明．
由①—⑤可知问题（１）—（２）在
Ｋ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ２［０，１］ ｘ（ ｔ） ＞ ０，
　 　 ｍ ＜ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＜ Ｍ，∀ｔ ∈ ［０，１］｝

中至少有 ５ 个正解．
Ｓｔｅｐ２　 问题（１）—（２）在
Ｋ ＝ ｛ｘ ∈ Ｃ２［０，１］ ｘ（ ｔ） ＞ ０，
　 　 ｍ ＜ ｆ（ｘ（ ｔ）） ＜ Ｍ，∀ｔ ∈ ［０，１］｝

中至多存在 ５ 个正解．
若不然，假设问题（１）—（２） 在 Ｋ 中存在 ６ 个不

同的正解 ｗ ｉ，ｉ ＝ １，２，…，６． 令
Λ１ ＝ （ｂ１，ａ１），Λ２ ＝ （ａ１，ａ２），Λ３ ＝ （ａ２，ａ３），
Λ４ ＝ （ａ３，ａ４），Λ５ ＝ （ａ４，ｂ６），

则 ｗ ∈ Ｋ，意味着对 ∀ｔ∈ ［０，１］ 均有 ｗ（ ｔ） ∈ Λ１ ∪
Λ２ ∪ Λ３ ∪ Λ４ ∪ Λ５ ．

又由于Λｉ，ｉ ＝ １，２，…，５不相交，则必存在ｗｉ，ｗｊ，
１ ≤ ｉ ＜ ｊ ≤６，和 Λｋ，１ ≤ ｋ ≤５，使得 ｗｉ（ｔ），ｗｊ（ｔ） ∈
Λｋ 对 ∀ｔ ∈ ［０，１］ 均成立．

不失一般性，不妨设 ｗ１（ｔ），ｗ２（ｔ） ∈Λ１，对∀ｔ∈
［０，１］ 成立． 令 ｗ０ ＝ ｗ２ － ｗ１，则 ｗ０ 是下述线性问题

的一个非平凡解：
ｘ″（ ｔ） ＋ ｐ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＝ ０，　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{

和 ｐ（ ｔ） ＝ ｆ′（λ（ ｔ）ｗ２（ ｔ） ＋ （１ － λ（ ｔ））ｗ１（ ｔ）），这里

ｆ（ｗ２（ ｔ）） － ｆ（ｗ１（ ｔ）） ＝ ｆ′（λ（ ｔ）ｗ２（ ｔ） ＋
　 　 （１ － λ（ ｔ））ｗ１（ ｔ））（ｗ２（ ｔ） － ｗ１（ ｔ）），
λ ∈ Ｃ（［０，１］，［０，１］） ．
由于 ｗ１（ ｔ），ｗ２（ ｔ） ∈ Λ１， 在 Λ１ 中 ｆ′ ＜ ０， 则

ｐ（ ｔ） ＝ ｆ′（λ（ ｔ）ｗ２（ ｔ） ＋ （１ － λ（ ｔ））ｗ１（ ｔ）） ＜ ０，
又注意到

ｘ″（ ｔ） ＝ ０，　 ０ ≤ ｔ ≤１，
ｘ′（０） ＝ ｘ′（１） ＝ ０{

有非平凡解，则由引理 １［９］ 知 ｗ０ 在［０，１］ 上恒为 ０，
即 ｗ２（ ｔ） ≡ ｗ１（ ｔ），∀ｔ ∈ ［０，１］，这与 ｗ１，ｗ２ 是问题

（１）—（２） 在 Ｋ 中不同的解矛盾，故原假设不成立，
问题（１）—（２） 在 Ｋ 中至多只有 ５ 个正解．

Ｓｔｅｐ３　 问题 （ １ ）—（２ ） 在 Ｋ 中恰好有 ５ 个

５７５
学报：自然科学版，２０１３，５（６）：５７３⁃５７６

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１３，５（６）：５７３⁃５７６



正解．
一方面，由 Ｓｔｅｐ１ 知问题（１）—（２）在 Ｋ 中至少

有 ５ 个正解，另一方面，由 Ｓｔｅｐ２ 知问题（１）—（２）在
Ｋ 中至多只有 ５ 个正解，两者结合便知问题（１）—
（２）在 Ｋ 中恰好有 ５ 个正解．

至此，定理 １ 证明完毕．
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