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关于《关于正规矩阵的一些奇异值不等式》的注记

冯秀红１

摘要
在半正定矩阵特征值的控制不等式

基础上，利用奇异值和特征值之间的关
系以及正规矩阵的特点，推导出正规矩
阵奇异值的控制不等式，推广了有关文
献的相关结论．
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０　 引言

　 　 矩阵奇异值在数值代数、统计、线性系统、工程以及经济等学科

有着重要应用． 本文利用半正定矩阵的特征值不等式推导出正规矩

阵乘积的奇异值不等式，推广了文献［１］的相关结论，指出了文献［１］
的错误．

本文采用如下记号：给定一个向量 ｘ ＝ （ｘ１，…，ｘｎ） ∈ Ｒｎ， 令

ｘ［１］ ≥ｘ［２］ ≥…≥ ｘ［ｎ］表示 ｘ的分量按递减顺序排列，记 ｘ↓ ＝ （ｘ［１］，
ｘ［２］，…ｘ［ｎ］），令 ｘ（１） ≤ ｘ（２） ≤ … ≤ ｘ（ｎ） 表示 ｘ 的分量按递增顺序排

列，记 ｘ↑ ＝ （ｘ（１），ｘ（２），…ｘ（ｎ）） ． 令 ｘ ＝ （ｘ１，…，ｘｎ），ｙ ＝ （ｙ１，…，ｙｎ） ∈
Ｒｎ，则Ｈａｎｄｍａｒｄ积ｘ·ｙ ＝ （ｘ１ｙ１，…，ｘｎｙｎ） ． 记矩阵Ａ的特征值组成的

向量为λ（Ａ） ＝ （λ１（Ａ），…，λｎ（Ａ）），其中 ｜ λ１（Ａ） ｜ ≥…≥｜ λｎ（Ａ） ｜ ．
矩阵 Ａ 的奇异值组成的向量为 σ（Ａ） ＝ （σ１（Ａ），…，σｎ（Ａ）），其中

σ１（Ａ） ≥ … ≥ σｎ（Ａ） ． Ａ ≥０ 表示 Ａ 为半正定矩阵．
先介绍本文将要用到的有关概念．

定义 １　 令 ｘ ＝ （ｘ１，…，ｘｎ），ｙ ＝ （ｙ１，…，ｙｎ） ∈ Ｒｎ，若∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｘ［ ｉ］ ≤

∑
ｋ

ｉ ＝ １
ｙ［ ｉ］，ｋ ＝ １，２，…，ｎ． 称 ｘ 弱受控于 ｙ， 记 ｘ ≺ｗｙ． 若 ｘ ≺ｗｙ， 且

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ［ ｉ］ ＝∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｙ［ ｉ］，称 ｘ 受控于 ｙ，记 ｘ ≺ ｙ ．

定义 ２　 令 ｘ ＝ （ｘ１，…，ｘｎ），ｙ ＝ （ｙ１，…，ｙｎ） ∈ Ｒｎ
＋，若∏

ｋ

ｉ ＝ １
ｘ［ ｉ］ ≤

∏
ｋ

ｉ ＝ １
ｙ［ ｉ］，ｋ ＝ １，２，…，ｎ． 称 ｘ ｌｏｇ⁃ 弱受控于 ｙ， 记 ｌｏｇ ｘ ≺ｗｌｏｇ ｙ． 若

ｌｏｇ ｘ ≺ｗｌｏｇ ｙ，且∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ［ ｉ］ ＝ ∏

ｎ

ｉ ＝ １
ｙ［ ｉ］，称 ｘ ｌｏｇ⁃受控于 ｙ，记 ｌｏｇ ｘ≺ｌｏｇ ｙ．

１　 主要内容

引理 １［２］ 　 设 Ａ，Ｂ ≥０，且 １ ≤ ｉ１ ＜ … ＜ ｉｋ ≤ ｎ，则

∏
ｋ

ｔ ＝ １
λｉｔ（ＡＢ） ≤∏

ｋ

ｔ ＝ １
λｉｔ（Ａ）λｔ（Ｂ） ．

注 １　 若令 ｉｔ ＝ ｔ，则有∏
ｋ

ｔ ＝ １
λｔ（ＡＢ） ≤∏

ｋ

ｔ ＝ １
λｔ（Ａ）λｔ（Ｂ），即

ｌｏｇ λ（ＡＢ） ≺ ｌｏｇ（λ（Ａ）·λ（Ｂ）） ．



　 　 引理 ２［２］ 　 设 Ａ，Ｂ ≥０，且１ ≤ ｉ１ ＜ … ＜ ｉｋ ≤ ｎ，

则∏
ｋ

ｔ ＝ １
λｉｔ（Ａ）λｎ－ｉｔ＋１（Ｂ） ≤∏

ｋ

ｔ ＝ １
λｔ（ＡＢ） ．

由引理 ２ 的结论，有

ｍａｘ
１≤ｉ１ ＜… ＜ ｉｋ≤ｎ

∏
ｋ

ｔ ＝ １
λｉｔ（Ａ）λｎ－ｉｔ＋１（Ｂ） ≤∏

ｋ

ｔ ＝ １
λｔ（ＡＢ），

则隐含控制不等式

ｌｏｇ（λ（Ａ）·λ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇ λ（ＡＢ） ．
引理 ３［３⁃４］ 　 设 Ａ，Ｂ ≥０，且 ０ ＜ ｓ ＜ ｌ， 则

ｌｏｇ（λ（Ａ）·λ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇλ
１
ｓ （ＡｓＢｓ） ≺

　 　 ｌｏｇλ
１
ｌ （ＡｌＢｌ） ≺ ｌｏｇ（λ（Ａ）·λ（Ｂ）） ．

注 ２　 由引理 ３ 的最后一个控制不等式可推出：

设 Ａ，Ｂ ≥ ０， 当 ｒ ＞ ０ 时， 由 ｌｏｇ λ
１
ｒ （ＡｒＢｒ） ≺

ｌｏｇ（λ（Ａ）·λ（Ｂ）），可得 ｌｏｇ λ（ＡｒＢｒ） ≺ ｌｏｇ（λｒ（Ａ）·
λｒ（Ｂ）），由 ｌｏｇ λ（ＡＢ） ≺ ｌｏｇ（λ（Ａ）·λ（Ｂ）），可得

ｌｏｇ λｒ（ＡＢ） ≺ ｌｏｇ（λｒ（Ａ）·λｒ（Ｂ））； 当 ｒ ＜ １ 时，

ｌｏｇ λ
１
ｒ （ＡｒＢｒ） ≺ ｌｏｇ λ（ＡＢ），由上面 ２ 个控制不等式

联合得到 ｌｏｇ λ（ＡｒＢｒ） ≺ ｌｏｇ λｒ（ＡＢ） ≺ ｌｏｇ（λｒ（Ａ）·

λｒ（Ｂ））；当 ｒ ＞ １ 时，ｌｏｇ λ（ＡＢ） ≺ ｌｏｇ λ
１
ｒ （ＡｒＢｒ），由

上面 ２ 个控制不等式联合得到 ｌｏｇ λｒ（ＡＢ） ≺
ｌｏｇ λ（ＡｒＢｒ） ≺ ｌｏｇ（λｒ（Ａ）·λｒ（Ｂ）） ．

引理 ４［３⁃４］ 　 设 Ａ，Ｂ ≥０，且 ｓ ＞ ０， 则

λ － １
ｓ

１ （Ａ －ｓＢ －ｓ） ＝ λ
１
ｓ
ｎ （ＡｓＢｓ），

λｎ（Ａ）λｎ（Ｂ） ≤ λｎ（ＡＢ） ≤ λ１（Ａ）λｎ（Ｂ） ≤
　 　 λ１（ＡＢ） ≤ λ１（Ａ）λ１（Ｂ） ．

由引理 ４ 及文献［４］中定理 ６ 的证明很容易得

出如下定理：
定理 １　 设 Ａ，Ｂ ≥０，且 ０ ＜ ｓ ＜ ｌ， 则

①

λｎ（Ａ）λｎ（Ｂ） ≤ λ － １
ｌ

１ （Ａ －ｌＢ －ｌ） ≤

　 　 λ － １
ｓ

１ （Ａ －ｓＢ －ｓ） ≤ λ１（Ａ）λｎ（Ｂ），

λ１（Ａ）λｎ（Ｂ） ≤ λ
１
ｓ
１ （ＡｓＢｓ） ≤

　 　 λ
１
ｌ
１ （ＡｌＢｌ） ≤ λ１（Ａ）λ１（Ｂ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

②

λｎ（Ａ）λｎ（Ｂ） ≤ λ
１
ｌ
ｎ （ＡｌＢｌ） ≤

　 　 λ
１
ｓ
ｎ （ＡｓＢｓ） ≤ λ１（Ａ）λｎ（Ｂ），

λ１（Ａ）λｎ（Ｂ） ≤ λ － １
ｓ

ｎ （Ａ －ｓＢ －ｓ） ≤

　 　 λ － １
ｌ

ｎ （Ａ －ｌＢ －ｌ） ≤ λ１（Ａ）λ１（Ｂ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

由文献［１］定理 ２ 的证明及引理 ４ 可以推得．
定理 ２　 设 Ａ，Ｂ 为正规矩阵，且 ０ ＜ ｓ ＜ ｌ， 则

③

σｎ（Ａ）σｎ（Ｂ） ≤ σ － １
ｌ

１ （Ａ －ｌＢ －ｌ） ≤

　 　 σ － １
ｓ

１ （Ａ －ｓＢ －ｓ） ≤ σ１（Ａ）σｎ（Ｂ），

σ１（Ａ）σｎ（Ｂ） ≤ σ
１
ｓ
１ （ＡｓＢｓ） ≤

　 　 σ
１
ｌ
１ （ＡｌＢｌ） ≤ σ１（Ａ）σ１（Ｂ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

④

σｎ（Ａ）σｎ（Ｂ） ≤ σ
１
ｌ
ｎ （ＡｌＢｌ） ≤

　 　 σ
１
ｓ
ｎ （ＡｓＢｓ） ≤ σ１（Ａ）σｎ（Ｂ），

σ１（Ａ）σｎ（Ｂ） ≤ σ － １
ｓ

ｎ （Ａ －ｓＢ －ｓ） ≤

　 　 σ － １
ｌ

ｎ （Ａ －ｌＢ －ｌ） ≤ σ１（Ａ）σ１（Ｂ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

定理 ３　 设 Ａ，Ｂ∈Ｃｎ × ｎ为正规矩阵，且 ０ ＜ ｓ ＜ ｌ，则

ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇ σ
１
ｓ （ＡｓＢｓ） ≺

　 　 ｌｏｇ σ
１
ｌ （ＡｌＢｌ） ≺ ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）） ．

证法 １　 若 Ａ 为正规矩阵，即 ＡＡ∗ ＝ Ａ∗Ａ，则
（ＡＡ∗） ｓ ＝ Ａｓ（Ａ∗） ｓ，由引理 ２ 得

∏
ｋ

ｔ ＝ １
σ

１
ｓ
ｔ （ＡｓＢｓ） ＝ ∏

ｋ

ｔ ＝ １
λ

１
２ｓ
ｔ ［（ＡｓＢｓ）（ＡｓＢｓ）∗］ ＝

　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（ＡｓＢｓ）（ＡｓＢｓ）∗］ }

１
２ｓ

＝

　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（Ａ∗Ａ） ｓ（ＢＢ∗） ｓ］ }

１
２ｓ
≥

　 　 ∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ

１
２ｓ
ｉｔ
（Ａ∗Ａ） ｓλ

１
２ｓ
ｎ－ｉｔ＋１

（ＢＢ∗） ｓ ＝

　 　 ∏
ｋ

ｔ ＝ １
σｉｔ（Ａ）σｎ－ｉｔ＋１（Ｂ），

则 ｍａｘ
１≤ｉ１ ＜… ＜ ｉｋ≤ｎ

∏
ｋ

ｔ ＝ １
σｉｔ（Ａ）σｎ－ｉｔ＋１（Ｂ） ≤∏

ｋ

ｔ ＝ １
σ

１
ｓ
ｔ （ＡｓＢｓ），

此隐含控制不等式

ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇ σ
１
ｓ （ＡｓＢｓ） ．

再由引理 ３ 的第 ２ 个控制不等式可得

∏
ｋ

ｔ ＝ １
σ

１
ｓ
ｔ （ＡｓＢｓ） ＝ ∏

ｋ

ｔ ＝ １
λ

１
２ｓ
ｔ ［（ＡｓＢｓ）（ＡｓＢｓ）∗］ ＝

　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（ＡｓＢｓ）（ＡｓＢｓ）∗］ }

１
２ｓ

＝

　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（Ａ∗Ａ） ｓ（ＢＢ∗） ｓ］ }

１
２ｓ
≤

　 　 ∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（Ａ∗Ａ） ｌ（ＢＢ∗） ｌ］{ }

１
２ｌ ＝

　 　 ∏
ｋ

ｔ ＝ １
σ

１
ｌ
ｔ （ＡｌＢｌ） ．

所以 ， ｌｏｇ σ
１
ｓ （ＡｓＢｓ） ≺ ｌｏｇ σ

１
ｌ （ＡｌＢｌ） ．

由注 １

∏
ｋ

ｔ ＝ １
σ

１
ｌ
ｔ （ＡｌＢｌ） ＝ ∏

ｋ

ｔ ＝ １
λ

１
２ｌ
ｔ ［（ＡｌＢｌ）（ＡｌＢｌ）∗］ ＝
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　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（ＡｌＢｌ）（ＡｌＢｌ）∗］ }

１
２ｌ

＝

　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ ｔ［（Ａ∗Ａ） ｌ（ＢＢ∗） ｌ］ }

１
２ｌ
≤

　 　 {∏
ｋ

ｔ ＝ １
λ

１
２
ｔ （Ａ∗Ａ）λ

１
２
ｔ （ＢＢ∗） } ＝

　 　 ∏
ｋ

ｔ ＝ １
σｔ（Ａ）σｔ（Ｂ） ．

即： ｌｏｇ σ
１
ｌ （ＡｌＢｌ） ≺ ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）） ． 证毕．

其中文献［１］中的定理 １ 为本文的定理 ３ 的特

殊情形，文献［１］关于定理 １ 的第 １ 个控制不等式的

证明是错误的，即由不等式 ∏
ｋ

ｔ ＝ １
σｍ＋１

ｔ Ａ
１

ｍ＋１Ｂ
１

ｍ＋１( )≥

∏
ｋ

ｔ ＝ １
σｔ（Ａ）σｎ－ｔ＋１（Ｂ） 不能推出控制不等式

ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇ σｍ＋１ Ａ
１

ｍ＋１Ｂ
１

ｍ＋１( )，
但反之很容易推出．

证法 ２　 由文献［２］中可知， 设 Ａ，Ｂ∈ Ｃｎ×ｎ， 则

ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇ σ（ＡＢ） ≺
　 　 ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）） ．
当 ｓ ＞ ０ 时，将 Ａｓ，Ｂｓ 代入得

ｌｏｇ（σ（Ａｓ）·σ（Ｂｓ）↑） ≺ ｌｏｇσ（ＡｓＢｓ） ≺
　 　 ｌｏｇ（σ（Ａｓ）·σ（Ｂｓ）），

则 ｌｏｇ (σ
１
ｓ （Ａｓ）·σ

１
ｓ （Ｂｓ）↑ ) ≺ ｌｏｇσ

１
ｓ （ＡｓＢｓ） ≺

　 　 ｌｏｇ (σ
１
ｓ （Ａｓ）·σ

１
ｓ （Ｂｓ） ) ．

当 Ａ 为正规矩阵时，奇异值满足等式

σｉ（Ａｓ） ＝ λ
１
２
ｉ （Ａｓ（Ａｓ）∗） ＝ λ

１
２
ｉ （Ａｓ（Ａ∗） ｓ） ＝

　 　 λ
１
２
ｉ （（ＡＡ∗） ｓ） ＝ λ

ｓ
２
ｉ （ＡＡ∗） ＝ σｓ

ｉ（Ａ），
所以当 Ａ，Ｂ 为正规矩阵时，上式即为 ｌｏｇ（σ（Ａ）·

σ（Ｂ）↑） ≺ ｌｏｇ σ
１
ｓ （ＡｓＢｓ） ≺ ｌｏｇ（σ（Ａ）·σ（Ｂ）） ．

当 ０ ＜ ｓ ＜ ｌ 时，控制不等式 ｌｏｇ σ
１
ｓ （ＡｓＢｓ） ≺

ｌｏｇ σ
１
ｌ （ＡｌＢｌ） 可由定理 ２ 中 ③ 的第 ２ 个式子利用 ｋ

级复合矩阵 Ａ（ｋ），Ｂ（ｋ） 的性质得到［１］，综合起来可得

此定理 ３． 证毕．
注 ３　 定理 ３ 的第 ２，３ 个控制不等式都可以由

定理２中③的式子利用 ｋ级复合矩阵Ａ（ｋ），Ｂ（ｋ） 的性

质得到，但是定理３ 的第１ 个控制不等式不能由此得

到．
当 ｓ，ｌ 为其他情形时结果参见文献［１］ ．
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冯秀红． 关于《关于正规矩阵的一些奇异值不等式》的注记．
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