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基于非线性压缩的 Ｍｅｎｇｅｒ 空间上
不动点与不动度定理

靳鑫１ 　 肖建中１

摘要
首先，研究了 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空间

上的非线性算子，证明了非线性压缩与
非线性扩张的不动点的存在唯一性；进
一步将单个算子的不动点结果推广为一
族可交换算子的公共不动点；最后，通过
弱化条件，建立了模糊映射新的不动度
定理．
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０　 引言

　 　 不动点理论起源于 Ｂａｎａｃｈ 压缩映射原理． 该原理有诸多推广形

式（参见文献［１⁃３］），其中最著名的推广是将压缩映射推广到由非线

性函数 φ 所决定的压缩映射． １９７２ 年，Ｓｅｈｇａｌ 等［４］引进了概率压缩的

概念，证明了不动点的存在性． 文献［１，５⁃７］研究了概率 φ⁃压缩的不

动点，获得了许多有意义的不动点结果． 基于经典不动点理论的模糊

化，文献［８］引入模糊映射的不动度概念，在此基础上，文献［９⁃１１］将
某些经典不动点定理推广为模糊映射的不动度定理．

受上述文献的启发，本文在 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空间框架下继续研

究了非线性算子的不动点的存在唯一性及模糊映射的不动度问题．
由于本文中关于非线性函数 φ 的限制较弱，因而本文得出的不动点

与不动度结果是新的．

１　 预备知识

本文中记 Ｒ ＝ （ － ∞， ＋ ∞），Ｒ ＋ ＝ ［０， ＋ ∞），Ｎ 表示正整数集．
若 φ：Ｒ ＋ →Ｒ ＋ 为一函数，ｔ∈Ｒ ＋，则φ －１（｛０｝） ＝ ｛ ｔ∈Ｒ ＋：φ（ ｔ） ＝ ０｝，
φｎ（ ｔ） 表示 φ（ ｔ） 的第 ｎ 次迭代．

定义 １［５⁃７，１２⁃１３］ 　 若映射 Ｆ：Ｒ → Ｒ ＋ 是递增， 左连续， 并且

ｉｎｆｔ∈ＲＦ（ ｔ） ＝ ０，ｓｕｐｔ∈ＲＦ（ ｔ） ＝ １，则称 Ｆ是分布函数． 用Ｄ表示一切分

布函数的集合．
定义 ２［５⁃７，１３⁃１４］ 　 设 Δ：［０，１］ × ［０，１］ → ［０，１］ 是一映射，如果对

任意 ａ，ｂ，ｃ，ｄ ∈ ［０，１］，满足如下条件：
（Δ⁃１） Δ（ａ，１） ＝ ａ；
（Δ⁃２） Δ（ａ，ｂ） ＝ Δ（ｂ，ａ）；
（Δ⁃３） Δ（ａ，ｂ） ≥ Δ（ｃ，ｄ），∀ａ ≥ ｃ，ｂ ≥ ｄ；
（Δ⁃４） Δ（ａ，Δ（ｂ，ｃ）） ＝ Δ（Δ（ａ，ｂ），ｃ），

则称 Δ 是三角范数（简称 ｔ⁃ 范数） ．
记 Δ１（ ｔ） ＝ Δ（ ｔ，ｔ） ＝ ｔ，Δｍ（ ｔ） ＝ Δ（ ｔ，Δｍ－１（ ｔ）），其中 ｍ ＝ ２，３，

…，ｔ ∈ ［０，１］ ． 如果满足序列｛Δｍ（ ｔ）｝∞
ｍ ＝ １ 在 ｔ ＝ １ 上等度连续，即

∀ε ∈（０，１），∃δ ∈ （０，１），当 ｔ ＞ １ － δ 时，使得 Δｎ（ ｔ） ＞ １ － ε（ｎ ≥
１），则称 ｔ⁃ 范数 Δ 是 Ｈ 型的． 　 　 　 　



　 　 定义 ３［５⁃７，１３⁃１４］ 　 概率度量空间是一抽象有序对

（Ｘ，Ｆ），其中 Ｘ 是抽象集合，Ｆ：Ｘ × Ｘ → Ｄ 是一个映

射（ｘ，ｙ ∈ Ｘ，记为 Ｆｘ，ｙ），且满足下面的条件：对任意

的 ｘ，ｙ，ｚ ∈ Ｘ，
（ＰＭ⁃１） ∀ｔ ＞ ０ 有 Ｆｘ，ｙ（ ｔ） ＝ １ 当且仅当 ｘ ＝ ｙ；
（ＰＭ⁃２） Ｆｘ，ｙ（０） ＝ ０；
（ＰＭ⁃３） Ｆｘ，ｙ ＝ Ｆｙ，ｘ；
（ＰＭ⁃４） 若对任意 ｔ１，ｔ２ ＞ ０ 有 Ｆｘ，ｙ（ ｔ１） ＝ １，

Ｆｙ，ｚ（ ｔ２） ＝ １，则 Ｆｘ，ｚ（ ｔ１ ＋ ｔ２） ＝ １， Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量

空间是一抽象三元组 （Ｘ，Ｆ，Δ），其中（Ｘ，Ｆ） 是概率

度量空间，Δ 是 ｔ⁃ 范数，且满足

（ＰＭ⁃４ｍ）Ｆｘ，ｚ（ ｔ１ ＋ ｔ２） ≥ Δ（Ｆｘ，ｙ（ ｔ１），Ｆｙ，ｚ（ ｔ２）），
∀ｘ，ｙ，ｚ ∈ Ｘ，ｔ１，ｔ２ ≥０．

Ｓｃｈｗｅｉｚｅｒ 等［１５⁃１６］指出，若 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空间

满足 ｓｕｐ
０ ＜ ａ ＜ １

Δ（ａ，ａ） ＝ １，则（Ｘ，Ｆ，Δ） 是第一可数的

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑空间． 因此，本文中提到的 Ｍｅｎｇｅｒ 概
率度量空间均指其条件 ｓｕｐ

０ ＜ ａ ＜ １
Δ（ａ，ａ） ＝ １ 是满足的．

定义 ４　 设 （Ｘ，Ｆ，Δ） 是 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空间，
序列｛ｘｎ｝ ⊂ Ｘ，对于某点 ｘ ∈ Ｘ，若 ∀ε ＞ ０，∀λ ∈
（０，１］，∃Ｎ（ε，λ） ∈ Ｎ， 当 ｎ ＞ Ｎ（ε，λ） 时， 使得

Ｆｘｎ，ｘ（ε） ＞ １ － λ，则称序列｛ｘｎ｝ 收敛于 ｘ，记为 ｘｎ →
ｘ 或 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ ｘ． 设序列｛ｘｎ｝ ⊂ Ｘ，如果对 ∀ε ＞ ０，

λ ∈（０，１］，∃Ｎ（ε，λ） ∈ Ｎ，当 ｍ，ｎ ＞ Ｎ（ε，λ） 时，
使得Ｆｘｎ，ｘｍ（ε） ＞ １ － λ，则序列｛ｘｎ｝ 是Ｃａｕｃｈｙ列． 若
Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空间（Ｘ，Ｆ，Δ） 中每一个 Ｃａｕｃｈｙ 列

都收敛，则称它是完备的．
定义 ５［１２］ 　 设 （Ｘ，Ｆ，Δ） 是 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度量空

间． 记ＣＢ（Ｘ） 为Ｘ中的所有非空闭集族，ＩＸ 表示Ｘ的

所有模糊子集族（其中 Ｉ ＝ ［０，１］），称映射 Ｔ：Ｘ→ ＩＸ

为 Ｘ 上的模糊映射． 设 Ａ ⊂ ＣＢ（Ｘ），ｘ ∈ Ｘ， 定义

Ｆｘ，Ａ（ ｔ） ＝ ｓｕｐ
ｙ∈Ａ

Ｆｘ，ｙ（ ｔ），ｔ ≥０．

２　 压缩与扩张映射的不动点

定理 １　 设 （Ｘ，Ｆ，Δ） 是一完备的 Ｍｅｎｇｅｒ 概率度

量空间，Δ 是Ｈ型 ｔ⁃范数并且Δ（ｔ，ｓ） 在 ｔ ＝ １处连续，
函数φｉ（ｔ）：Ｒ＋→Ｒ＋ 满足φｉ（０） ＝ ０，ｌｉｍ

ｎ→∞
φｎ

ｉ （ｔ） ＝ ＋ ∞
且 φｉ（ ｔ） ＞ ｔ，ｉ ＝ １，２，３． 若映射 Ｔ：Ｘ→Ｘ满足下述压

缩条件：∀ｘ，ｙ ∈ Ｘ，∀ｔ ＞ ０，有

ＦＴｘ，Ｔｙ（ ｔ） ≥ ｍｉｎ {Ｆｘ，Ｔｘ（φ１（ ｔ）），

　 　 Ｆｙ，Ｔｙ（φ２（ ｔ）），Ｆｘ，ｙ（φ３（ ｔ）） } ， （１）

则 Ｔ 存在唯一不动点．

证明 　 令 φ（ ｔ） ＝ ｍｉｎ { φ１（ ｔ），φ２（ ｔ），φ３（ ｔ） } ，

则对 ∀ｔ ＞ ０ 有 φ（ ｔ） ＞ ｔ 并且 ｌｉｍ
ｎ→∞

φｎ（ ｔ） ＝ ＋ ∞ ． 设

ｘ０ ∈Ｘ，ｘｎ ＝ Ｔｘｎ－１ ＝ … ＝ Ｔｎｘ０（ｎ∈Ｎ），则｛ｘｎ｝ 是Ｘ
中的序列，根据式（１） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ＝ ＦＴｘｎ－１，Ｔｘｎ（ ｔ）≥ｍｉｎ {Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ１（ ｔ）），

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ２（ ｔ）），Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ３（ ｔ）） } ≥

ｍｉｎ{Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ｔ）），Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ）），Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ｔ）） } ＝

ｍｉｎ {Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）），Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ）） } ． （２）

以下证明， 对 ∀ｔ ＞ ０ 必有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ． （３）
假设式（３）不成立，即 Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ＞ Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ），
则由式（２） 得 Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ）） ． 因为 ｔ ＜
φ（ ｔ），则Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ）≤Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ）），故有Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ） ＝
Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ）） ． 于是

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ＝ Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ）） ＝ … ＝
　 　 Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ

ｍ（ｔ））Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ
ｍ（ｔ）） →１（ｍ →∞），

因此有Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ）≡１ （∀ｔ ＞ ０），从而Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ｔ）） ＞
Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ＝ １，与 Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ≤ １ 矛盾． 因此有

Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ≤ Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ），即式（３） 成立． 根据式

（３） 可得

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ） ≥ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ｔ）） ≥ Ｆｘｎ－２，ｘｎ－１（φ
２（ｔ）） ≥

　 　 … ≥ Ｆｘ０，ｘ１（φ
ｎ（ ｔ）） → １（ｎ → ∞） ．

因此有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ＝ １． （４）

下面用数学归纳法证明

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ ｔ）） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ）） ． （５）
ｋ ＝ １ 时式（５） 显然成立． 设式（５） 对某 ｋ成立，

则当 ｋ ＋ １ 时，利用（ＰＭ⁃４） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（φ（ ｔ）） ≥
　 　 Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ）） ． （６）

由式（３）可得 Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ ｔ））， 由式

（６）与归纳假设有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（φ（ｔ）） ≥ Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ｔ）） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ ｔ））） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ） － ｔ），Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ） － ｔ））） ＝
Δｋ＋１（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ）），

因此式（５）成立．
以下证｛ｘｎ｝ 是Ｃａｕｃｈｙ列． 根据式（４） 与φ（ ｔ） ＞

ｔ 有
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ） ＝ １（∀ｔ ＞ ０） ． （７）

设 ∀ε ＞ ０，λ ∈ （０，１］ ． 因为 Δ 是 Ｈ 型的，根据

定义 ∃δ∈ （０，１］，使 ｔ ＞ １ － δ时对 ∀ｋ 有 Δｋ（ ｔ） ＞
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１ － λ． 由式 （７） 可知，∃Ｎ ∈ Ｎ， 使 ｎ ＞ Ｎ 时有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ε） － ε） ∈ （１ － δ，１］，于是 ∀ｋ 按（５） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ε）） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ε） － ｔ）） ＞ １ － λ．
根据式（３）可得 Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ε） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ε）） ＞ １
－ λ． 证得｛ｘｎ｝ 是 Ｃａｕｃｈｙ 列． 由于（Ｘ，Ｆ，Δ） 是完备

的，故存在 ｘ∗ ∈ Ｘ 使 ｘｎ → ｘ∗，即
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘ∗（ ｔ） ＝ １（∀ｔ ＞ ０），

从 而 也 有 ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘ∗（φ３（ ｔ）） ＝ １． 由 式 （４） 得

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ１（ ｔ）） ＝ １． 故当 ｎ 充分大时，有

ｍｉｎ{Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ１（ｔ）），Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（φ２（ｔ）），Ｆｘｎ，ｘ∗（φ３（ｔ）） } ＝

Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（φ２（ ｔ）），
于是由式（１） 得

Ｆｘｎ＋１，Ｔｘ∗（ ｔ） ≥ Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（φ２（ ｔ）） ． （８）
根据 （ＰＭ⁃４） 和式（８） 有

Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ） ≥ Δ（Ｆｘ∗，ｘｎ＋１（φ２（ ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ＋１，Ｔｘ∗（ ｔ）） ≥
Δ（Ｆｘ∗，ｘｎ＋１（φ２（ ｔ） － ｔ），Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（φ２（ ｔ））） ． （９）

因为 Ｆｘ∗，ｘｎ＋１（φ２（ ｔ） － ｔ） →１（ｎ→ ∞），由 Δ（ ｔ，ｓ） 在

ｔ ＝ １ 的 连 续 性 和 式 （９） 可 得 Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ） ≥
Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（φ２（ ｔ））， 又 由 于 φ２（ ｔ） ＞ ｔ， 故

Ｆ ｘ∗，Ｔ ｘ∗（φ２（ ｔ） ）≥Ｆ ｘ∗，Ｔ ｘ∗（ ｔ） ，从而有 Ｆ ｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ） ＝
Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（φ２（ ｔ）） ．

利用ｌｉｍ
ｎ→∞

φ２
ｎ（ｔ） ＝ ＋∞ 进一步得到当 ｎ→∞ 时有

Ｆｘ∗，Ｔ ｘ∗（ ｔ） ＝ Ｆｘ∗，Ｔ ｘ∗（φ２（ ｔ）） ＝ … ＝
　 　 Ｆｘ∗，Ｔ ｘ∗（φ２

ｎ（ ｔ）） → １．
因此 Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ） ＝ １，即 ｘ∗ 是 Ｔ 的不动点．

下证唯一性．
假设又有 ｙ∗ ∈ Ｘ使 ｙ∗ ＝ Ｔｙ∗，则由式（３） 可知

∀ｔ ＞ ０ 有

Ｆｘ∗，ｙ∗（ｔ） ＝ ＦＴｘ∗，Ｔｙ∗（ｔ） ≥Ｆｘ∗，ｙ∗（φ（ｔ）） ≥…≥
　 　 Ｆｘ∗，ｙ∗（φ

ｎ（ ｔ）） → １　 （ｎ → ∞），
由此得到 Ｆｘ∗，ｙ∗（ ｔ） ＝ １，即 ｘ∗ ＝ ｙ∗，唯一性得证．

命题得证．
定理 ２　 设 （Ｘ，Ｆ，Δ） 是一完备的 Ｍｅｎｇｅｒ 概率

度量空间，Δ 是 Ｈ 型的 ｔ⁃ 范数，φ：Ｒ＋ → Ｒ＋ 满足

φ（ｔ） ＞ ｔ，φ（０） ＝ ０，ｌｉｍ
ｎ→∞

φｎ（ ｔ） ＝ ＋ ∞（∀ｔ ＞ ０），Ｔ是

Ｘ 上连续的满射，满足下述扩张条件

ＦＴｘ，Ｔｙ（φ（ｔ）） ≤ｍｉｎ｛Ｆｘ，Ｔｘ（ｔ），Ｆｙ，Ｔｙ（ｔ），Ｆｘ，ｙ（ｔ）｝， （１０）
则 Ｔ 存在唯一不动点．

证明　 已知 Ｔ是满射，下证 Ｔ是单射，即证 ｘ≠ ｙ
时 Ｔｘ≠ Ｔｙ，这等价于证 Ｔｘ ＝ Ｔｙ时 ｘ ＝ ｙ． 当 Ｔｘ ＝ Ｔｙ
时，有 ＦＴｘ，Ｔｙ（ ｔ） ＝ １，根据式（１０） 有

ｍｉｎ｛Ｆｘ，Ｔｘ（ ｔ），Ｆｙ，Ｔｙ（ ｔ），Ｆｘ，ｙ（ ｔ）｝ ≥ １，
由此可得 Ｆｘ，ｙ（ ｔ） ＝ １，所以有 ｘ ＝ ｙ，故 Ｔ也是单射．
从而可知 Ｔ －１ 存在． 设 ｘ０ ∈ Ｘ，∃ｘ１ 使 Ｔｘ１ ＝ ｘ０，同理

若 ｘｎ－１ 已找出，则 ∃ｘｎ ∈ Ｘ 使 Ｔｘｎ ＝ ｘｎ－１，于是｛ｘｎ｝
是 Ｘ 中的序列． 根据式（１０） 有

Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ＝ ＦＴｘｎ，Ｔｘｎ＋１（φ（ ｔ）） ≤

　 　 ｍｉｎ {Ｆｘｎ，ｘｎ－１（ ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ），Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） } ＝

　 　 ｍｉｎ {Ｆｘｎ，ｘｎ－１（ ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） } ． （１１）

以下证明， 对 ∀ｔ ＞ ０，必有

Ｆｘｎ，ｘｎ－１（φ（ ｔ）） ≤ Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） ． （１２）
假设 Ｆｘｎ，ｘｎ－１（ ｔ） ＜ Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ），则根据式（１１） 有

Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ≤ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（ ｔ）， 又由于 φ（ ｔ） ＞ ｔ， 则

Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ－１（ ｔ）， 从而有 Ｆｘｎ－１，ｘｎ（ ｔ） ＝
Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ（ ｔ）） ＝ … ＝ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ

ｍ（ ｔ）） → １　 （ｍ →
∞）， 得出 Ｆｘｎ－１，ｘｎ（ ｔ） ≡ １． 于是根据假设得出

Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） ＞ Ｆｘｎ，ｘｎ－１（ ｔ） ＝ １，与 Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） ≤１ 矛盾．
因此 Ｆｘｎ，ｘｎ－１（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ）， 从而根据式（１１） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ－１（φ（ ｔ）） ≤ Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ），即式（１２） 成立． 由此得

Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ－１（φ（ ｔ）） ≥ … ≥ Ｆｘ１，ｘ０（φ
ｎ（ ｔ）） ．

由于 φｎ（ ｔ） → ∞，有 Ｆｘ１，ｘ０（φ
ｎ（ ｔ）） → １ （ｎ →

∞），因此 Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） ≥ Ｆｘ１，ｘ０（φ
ｎ（ ｔ）） →１（ｎ→ ∞），

这说明

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ＋１，ｘｎ（ ｔ） ＝ １． （１３）

下面用数学归纳法证明

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ ｔ）） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ）） ． （１４）
ｋ ＝ １ 时式（１４） 显然成立． 设式（１４） 对某 ｋ 成

立，则当 ｋ ＋ １ 时，利用（ＰＭ⁃４） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（φ（ ｔ）） ≥
　 　 Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ）） ． （１５）

由式（１２）可得 Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ ｔ）），由式

（１５） 与归纳假设有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（φ（ｔ）） ≥ Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ｔ）） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ）） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ），Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ ｔ））） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ） － ｔ），Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ｔ） － ｔ））） ＝
Δｋ＋１（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ）），

因此式（１５）成立．
以下证｛ｘｎ｝ 是 Ｃａｕｃｈｙ 列．根据式（１４） 与 φ（ｔ） ＞

ｔ 有
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ） － ｔ） ＝ １（∀ｔ ＞ ０） ． （１６）

设 ∀ε ＞ ０，λ ∈ （０，１］ ． 因为 Δ 是 Ｈ 型的，根据

４７４
靳鑫，等． 基于非线性压缩的 Ｍｅｎｇｅｒ 空间上不动点与不动度定理．

ＪＩＮ Ｘｉｎ，ｅｔ ａｌ． Ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｆｉｘｅｄ ｄｅｇｒｅｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ ｉｎ Ｍｅｎｇｅｒ ｓｐａｃｅｓ．



定义 ∃δ∈ （０，１］，使 ｔ ＞ １ － δ时对 ∀ｋ 有 Δｋ（ ｔ） ＞
１ － λ． 由式（１６） 可知，∃Ｎ ∈ Ｎ，使 ｎ ＞ Ｎ 时有如下

关系成立：Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ε） － ε） ∈（１ － δ，１］，于是，∀ｋ
按式（１４） 有 Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ε）） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ε） －
ｔ）） ＞ １ － λ． 根据式 （１２） 可得 Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（ε） ≥
Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（φ（ε）） ＞ １ － λ，证得｛ｘｎ｝ 是Ｃａｕｃｈｙ列． 由于

（Ｘ，Ｆ，Δ） 是完备的，故存在 ｘ∗ ∈ Ｘ 使 ｘｎ → ｘ∗，即
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘ∗（ ｔ） ＝ １ （∀ｔ ＞ ０） ． 由于 ｘｎ ＝ Ｔｘｎ＋１，并且 Ｔ

在 Ｘ 上是连续的，于是得到 ｘ∗ ＝ Ｔｘ∗，即 ｘ∗ 是 Ｔ 的

不动点．
下面证明不动点的唯一性． 假设至少存在两个

不动点． 令 ｙ∗ ＝ Ｔｙ∗，ｙ∗ ≠ ｘ∗，则根据式（１０） 有

Ｆｘ∗，ｙ∗（φ（ ｔ）） ＝ ＦＴｘ∗，Ｔｙ∗（φ（ ｔ）） ≤

　 　 ｍｉｎ {Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ），Ｆｙ∗，Ｔｙ∗（ ｔ），Ｆｘ∗，ｙ∗（ ｔ） } ，

由于 Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ） ＝ １，Ｆｙ∗，Ｔｙ∗（ ｔ） ＝ １，因此有

Ｆｘ∗，ｙ∗（ ｔ） ≥ Ｆｘ∗，ｙ∗（φ（ ｔ）） ≥ … ≥
　 　 Ｆｘ∗，ｙ∗（φ

ｎ（ ｔ）） → １　 （ｎ → ∞），
从而有 ｙ∗ ＝ ｘ∗， 与假设矛盾． 唯一性成立． 命题

得证．

３　 映射族的公共不动点

定理 ３　 设 （Ｘ，Ｆ，Δ） 是一完备的 Ｍｅｎｇｅｒ 概率

度量空间，Δ 是 Ｈ 型的 ｔ⁃ 范数． 设函数 φ 满足：０ ＜
φ（ ｔ） ＜ ｔ，φ －１（｛０｝） ＝ ０ 且 ｌｉｍ

ｎ→∞
φｎ（ ｔ） ＝ ０． 又设 Ｔ０，

Ｔ１，…，Ｔｋ 是一族可交换的算子，其中算子 Ｔ０ 是压缩

的，即
ＦＴ０ｘ，Ｔ０ｙ（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘ，ｙ（ ｔ） ． （１７）

算子 Ｔｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｋ 是非扩张的，即
ＦＴｉｘ，Ｔｉｙ（ ｔ） ≥ Ｆｘ，ｙ（ ｔ）， （１８）

则 Ｔ０，Ｔ１，…，Ｔｋ 具有公共不动点 ｘ∗ ．
证明 　 定义序列｛ｘｎ｝如下：ｘ１ ＝ Ｔ１ｘ０，ｘ２ ＝ Ｔ２ｘ１，

…，ｘｋ ＝ Ｔｋｘｋ－１，ｘｋ＋１ ＝ Ｔ０ｘｋ ．为了叙述方便，本文将序

列 ｛ｘｎ｝ 记 为 ｘｎ ＝ Ｔｎ（ｍｏｄｋ＋１） ｘｎ－１ ． 根 据 式 （１７） 有

ＦＴ０（Ｔ１Ｔ２…Ｔｋｘ），Ｔ０（Ｔ１Ｔ２…Ｔｋｙ）（φ（ｔ）） ≥ ＦＴ１Ｔ２…Ｔｋｘ，Ｔ１Ｔ２…Ｔｋｙ（ｔ），再
反复利用式（１８） 有

ＦＴ１（Ｔ２Ｔ３…Ｔｋｘ），Ｔ１（Ｔ２Ｔ３…Ｔｋｙ）（ ｔ） ≥ ＦＴ２Ｔ３…Ｔｋｘ，Ｔ２Ｔ３…Ｔｋｙ（ ｔ），
ＦＴ２（Ｔ３Ｔ４…Ｔｋｘ），Ｔ２（Ｔ３Ｔ４…Ｔｋｙ）（ ｔ） ≥ ＦＴ３Ｔ４…Ｔｋｘ，Ｔ３Ｔ４…Ｔｋｙ（ ｔ），
…
ＦＴｋｘ，Ｔｋｙ（ ｔ） ≥ Ｆｘ，ｙ（ ｔ） ．

由上述叙述可得

ＦＴ０Ｔ１Ｔ２…Ｔｋｘ，Ｔ０Ｔ１Ｔ２…Ｔｋｙ（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘ，ｙ（ ｔ） ．
令 Ｔ０Ｔ１…Ｔｋ ＝ Ｔ 得

ＦＴｘ，Ｔｙ（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘ，ｙ（ ｔ） ． （１９）
由式（１９）得

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ
ｎ（ ｔ）） ≥ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ

ｎ－１（ ｔ）） ≥ … ≥
　 　 Ｆｘ０，ｘ１（ ｔ） ． （２０）
设 ｔ０ ＞０，λ∈（０，１］ 是任意的．因为ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｆｘ０，ｘ１（ｔ） ＝

１，故 ∃Ｍ ＞ ０，∀ｔ ≥ Ｍ，Ｆｘ０，ｘ１（ ｔ） ＞ １ － λ． 因为对

∀ｔ ＞ ０ 有ｌｉｍ
ｎ→∞

φｎ（ ｔ） ＝ ０，故 ∃Ｎ ∈ Ｎ，∀ｎ ＞ Ｎ 有

φｎ（Ｍ） ＜ ｔ０， 从 而 按 式 （２０） 有 Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ０） ≥
Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ

ｎ（Ｍ）） ≥ … ≥ Ｆｘ０，ｘ１（Ｍ） ＞ １ － λ． 由此得

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ＝ １（∀ｔ ＞ ０） ． （２１）

下面用数学归纳法证明

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（ ｔ） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ））） ． （２２）
当 ｋ ＝ １ 时，式（２２） 显然成立． 设式（２２） 对某 ｋ

成立，则当 ｋ ＋ １ 时，
Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ） ＝ Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（（ ｔ － φ（ ｔ）） ＋ φ（ ｔ）） ≥

Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ）），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（φ（ ｔ））） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ）），Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（ ｔ）） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ － φ（ｔ）），Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ － φ（ｔ）））） ＝
Δｋ＋１（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ））），

由此可知式（２２） 成立． 对任意 ε ＞ ０，λ∈（０，１］，由
Δ 是Ｈ型的可知，∃δ∈（０，１］ 使 ｔ ＞ １ － δ时，对∀ｋ
有 Δｋ（ ｔ） ＞ １ － λ，由式（２１） 以及 φ（ε） ＜ ε 可知，
∃Ｎ ∈Ｎ，∀ｎ ＞ Ｎ，Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ε － φ（ε）） ＞ １ － δ． 从而

按照式（２２） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（ε） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ε － φ（ε））） ＞ １ － λ，
证得｛ｘｎ｝ 是 Ｃａｕｃｈｙ 列． 由于（Ｘ，Ｆ，Δ） 是完备的，故
存在 ｘ∗ ∈ Ｘ 使 ｘｎ → ｘ∗，即
ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘ∗（ ｔ） ＝ １（∀ｔ ＞ ０），

Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ｔ）≥Δ{Ｆｘ∗，ｘｎ＋１（ｔ － φ（ｔ）），Ｆｘｎ＋１，Ｔｘ∗（φ（ｔ）） } ≥

Δ {Ｆｘ∗，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ）），Ｆｘｎ，ｘ∗（ ｔ） } →
Δ（１，１） ＝ １（ｎ → ∞） ．

因此 Ｆｘ∗，Ｔｘ∗（ ｔ） ＝ １，即 ｘ∗ 是 Ｔ 的不动点．
下证唯一性．
假设又有 ｙ∗ ∈ Ｘ 使 ｙ∗ ＝ Ｔｙ∗，则根据式（１９）

有 Ｆｘ∗，ｙ∗（φ
ｎ（ ｔ）） ＝ ＦＴｘ∗，Ｔｙ∗（φ（φ

ｎ－１（ ｔ））） ≥
Ｆｘ∗，ｙ∗（φ

ｎ－１（ ｔ）），则 Ｆｘ∗，ｙ∗（φ
ｎ（ ｔ）） ≥ Ｆｘ∗，ｙ∗（ ｔ） ． 由

此可得 Ｆｘ∗，ｙ∗（ ｔ） ＝ １，即 ｘ∗ ＝ ｙ∗ ． 综上所述，Ｔ算子

存在唯一． 即
Ｔｘ∗ ＝ ｘ∗ ． （２３）
对式 （２３） 两边同时作用算子 Ｔｉ 得 ＴｉＴｘ∗ ＝

Ｔｉｘ∗，即 Ｔｉ（Ｔ０Ｔ１…Ｔｋ）ｘ∗ ＝ Ｔｉｘ∗ ．因为算子是可交换

５７４
学报：自然科学版，２０１３，５（５）：４７２⁃４７７
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的，所以有（Ｔ０Ｔ１…Ｔｋ）Ｔｉｘ∗ ＝ Ｔｉｘ∗，即 Ｔ（Ｔｉｘ∗） ＝
Ｔｉｘ∗， 又因为 Ｔ 算子的不动点是唯一的， 所以

Ｔ（Ｔｉｘ∗） ＝ ｘ∗，由此得到 Ｔｉｘ∗ ＝ ｘ∗，ｉ ＝ ０，１，…，ｋ．

４　 模糊映射不动度

定理 ４　 设（Ｘ，Ｆ，Δ） 是一完备的 Ｍｅｎｇｅｒ 概率

度量空间，函数 φ满足：０ ＜ φ（ ｔ） ＜ ｔ，φ －１（｛０｝） ＝ ０
且 ｌｉｍ

ｎ→∞
φｎ（ ｔ） ＝ ０． 又设 α是一个 Ｘ到（０，１］ 的函数，Ｔ

是 Ｘ 上的模糊映射，满足以下条件：
（ⅰ） 对每个 ｘ ∈ Ｘ，（Ｔｘ） α（ｘ） ∈ ＣＢ（Χ）；
（ⅱ） 对任何 ｘ，ｙ ∈ Ｘ 和 ｕ ∈ （Ｔｘ） α（ｘ），总存在

ｖ ∈（Ｔｙ） α（ｙ） 使得对所有的 ｔ ＞ ０，有 Ｆｕ，ｖ（φ（ ｔ）） ≥
Ｆｘ，ｙ（ ｔ），则存在 ｚ ∈ Ｘ 使得（Ｔｚ） α（ ｚ） ≥ α（ ｚ） ．

证明 　 设 ｘ０ ∈ Ｘ 和 ｘ１ ∈ （Ｔｘ０） α（ｘ０） 是任意的．
由条件（ⅱ） 存在 ｘ２ ∈（Ｔｘ１） α（ｘ１），使得对所有的 ｔ ＞
０，有 Ｆｘ１，ｘ２（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘ０，ｘ１（ ｔ） ． 若 ｘｎ ∈ （Ｔｘｎ－１） α（ｘｎ－１）

已找出，则由条件（ⅱ） 存在 ｘｎ＋１ ∈ （Ｔｘｎ） α（ｘｎ），使得

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（ ｔ） ． （２４）
按归纳法由此得到序列｛ｘｎ｝ ⊂ Χ 满足式（２４） ．

下面利用数学归纳法证明

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（ ｔ） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ））） ． （２５）
当 ｋ ＝ １ 时，式（２５） 显然成立． 设式（２５） 对某 ｋ

成立，当 ｋ ＋ １ 时，
Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（ ｔ） ＝ Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ＋１（（ ｔ － φ（ ｔ）） ＋ φ（ ｔ）） ≥

Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ）），Ｆｘｎ＋１，ｘｎ＋ｋ＋１（φ（ ｔ））） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ）），Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（ ｔ）） ≥
Δ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ － φ（ｔ）），Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ｔ － φ（ｔ）））） ＝
Δｋ＋１（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ））） ．

由此可知式（２５） 成立． 由式（２４） 得

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ
ｎ（ ｔ）） ≥ Ｆｘｎ－１，ｘｎ（φ

ｎ－１（ ｔ）） ≥ … ≥
　 　 Ｆｘ０，ｘ１（ ｔ） ． （２６）

设 ｔ０ ＞ ０，λ ∈ （０，１］ 是任意的． 因为 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｆｘ０，ｘ１（ ｔ） ＝

１，故 ∃Ｍ ＞ ０，∀ｔ ≥ Ｍ，Ｆｘ０，ｘ１（ ｔ） ＞ １ － λ． 因为对

∀ｔ ＞ ０ 有 ｌｉｍ
ｎ→∞

φｎ（ ｔ） ＝ ０，故 ∃Ｎ ∈ Ｎ，∀ｎ ＞ Ｎ 有

φｎ（Ｍ） ＜ ｔ０，从而按式（２６） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ０） ≥ Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（φ
ｎ（Ｍ）） ≥ Ｆｘ０，ｘ１（Ｍ） ＞ １ － λ，

由此得

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ ｔ） ＝ １　 （∀ｔ ＞ ０） ． （２７）

对任意 ε ＞ ０，λ ∈ （０，１］，由 Δ 是 Ｈ 型的可知

∃δ ∈ （０，１］，使 ｔ ＞ １ － δ 时对 ∀ｋ 有 Δｋ（ ｔ） ＞ １ －
λ． 由式（２７） 及 φ（ε） ＜ ε 可知 ∃Ｎ ∈ Ｎ，∀ｎ ＞ Ｎ，
Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ε － φ（ε）） ＞ １ － δ． 从而按式（２５） 有

Ｆｘｎ，ｘｎ＋ｋ（ε） ≥ Δｋ（Ｆｘｎ，ｘｎ＋１（ε － φ（ε））） ＞ １ － λ．
由此可知｛ｘｎ｝ 是 Ｃａｕｃｈｙ 列． 设 ｘｎ → ｚ，现在，证明

（Ｔｚ） α（ ｚ） ≥ α（ ｚ） ． 由条件（ⅱ），存在 ｙ ∈ （Ｔｚ） α（ ｚ） 使

得对所有的 ｔ ＞ ０，
Ｆｘｎ＋１，（Ｔｚ） α（ ｚ）

（ ｔ） ≥ Ｆｘｎ＋１，（Ｔｚ） α（ ｚ）
（φ（ ｔ）） ≥

　 　 Ｆｘｎ＋１，ｙ（φ（ ｔ）） ≥ Ｆｘｎ，ｚ（ ｔ），
因而有

ｌｉｍ
ｎ→∞

Ｆｘｎ＋１，（Ｔｚ） α（ ｚ）
（ ｔ） ＝ １，

Ｆｚ，（Ｔｚ）α（ｚ）（ｔ） ≥Δ{Ｆｚ，ｘｎ＋１（ｔ － φ（ｔ）），Ｆｘｎ＋１，（Ｔｚ）α（ｚ）
（φ（ｔ））} ≥

Δ {Ｆｚ，ｘｎ＋１（ ｔ － φ（ ｔ）），Ｆｚ，（Ｔｚ） α（ｘ）
（ ｔ） } →

Δ（１，１） ＝ １（ｎ → ∞） ．
由此得到 ｚ ∈ （Ｔｚ） α（ ｚ），即（Ｔｚ） α（ ｚ） ≥ α（ ｚ） ．

注 　 本节定理 ４ 弱化了文献［１２］ 对 φ的限制，

去掉了∑
∞

ｎ ＝ ０
φｎ（ ｔ） ＜ ＋ ∞ 等条件， 因而本文的结果是

新的．
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