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响应变量随机缺失下部分线性单指标
模型的非参数判别检验

来鹏１

摘要
研究了响应变量随机缺失情况下部

分线性单指标模型的非参数部分检验问
题，检验非参数部分预测变量同响应变
量之间是否存在非线性关系． 用参数和
非参数函数的借补估计对缺失响应变量
进行插值，并基于借补估计构造了广义
似然比检验统计量，证明了其渐近分布
性质．
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０　 引言

　 　 回归分析作为统计学中一个非常实用的技术方法被用在很多不

同的领域，但是在回归分析中维数过高和变量之间的共线性问题常

常会给分析工作者带来困扰． 为解决分析研究中碰到的高维问题，避
免所谓的“维数祸根”，许多降维方法以及一些参数或者半参数模型

被提出，例如可加模型、部分线性模型以及广义部分线性单指标模型

等． 部分线性单指标模型由于其本身既包含线性部分又包含非线性

部分，使得其不仅可以拟合预测变量与响应变量之间的线性关系，又
可以拟合它们之间的非线性关系，因而可以被运用到许多领域，能够

处理比线性回归模型更广泛的问题，并且能在一定程度上避免协变

量过多情况下非参数估计常碰到的“维数祸根”问题． 其模型形式为

Ｙ ＝ ｇ（ＸＴβ） ＋ ＺＴθ ＋ ε， （１）
其中 Ｙ是刻度响应变量，Ｘ和Ｚ别是 ｐ维和 ｑ维协变量，ｇ（·） 是一个未

知可测函数，随机统计误差 ε满足Ｅ（ε Ｘ，Ｚ） ＝ ０和Ｖａｒ（ε Ｘ，Ｚ） ＝
σ２ ． 考虑到模型的可识别性，要求参数 β 满足 ‖β‖ ＝ １． 从此模型的

形式可以发现，当 β ＝ １，ｐ ＝ １ 时，模型就变成一般的部分线性模型；
而当 θ ＝ ０时，模型为单指标模型． 对模型（１）相应的研究可参见文献

［１⁃４］．
模型（１）包含线性部分和非线性部分，如何去判定模型中哪些变

量同响应变量有线性关系，哪些变量同响应变量有非线性关系，这决

定了模型建构是否正确，是否能有效地解决实际问题． Ｚｈａｎｇ［５］在完全

数据的情况下通过构造广义似然比统计量来检验部分线性单指标模

型的非参数部分是否同响应变量存在线性关系． 在实际中，数据可能

由于设计或者偶然性等各种原因而出现缺失． 例如可能由于响应变

量 Ｙ 的测量费用非常昂贵，而导致仅有部分数据被观测到；又可能响

应变量 Ｙ 代表一些问题的问答，而有些抽样的个体拒绝回答问题等．
数据经常为不完全的随机样本：

（Ｙｉ，δｉ，Ｘｉ，Ｚ ｉ），　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
其中如果 Ｙｉ 缺失，则 δｉ ＝ ０，否则 δｉ ＝ １． 假定 Ｙ 是随机缺失（ＭＡＲ）
的，也就是说 ｐ（δ ＝ １ Ｙ，Ｘ，Ｚ） ＝ ｐ（δ ＝ １ Ｘ，Ｚ） ． ＭＡＲ 假定是缺失

数据统计分析中的一种比较常见的假定［６］ ． 　 　 　 　



　 　 对于响应变量随机缺失的部分线性单指标模型

的估计问题，Ｌａｉ 等［７］ 提出了借补估计的方法，能够

有效地解决模型的参数和非参数估计． 在缺失数据

的情况下，Ｚｈａｎｇ［５］的方法不再适用于区分预测变量

与响应变量之间的线性和非线性关系，本文将推广

Ｚｈａｎｇ［５］的方法，使其能够应用于响应变量随机缺失

的情况．

１　 广义似然比检验统计量及其渐近性质

判断协变量同响应变量关系的方法基本上集中

在通过刻画变量之间的关系图形，利用图形来直观

地判断，或者建立检验统计量，利用假设检验的理论

来判断． 利用图形的方法虽然简单直观，但是存在很

大的不确定性和主观性，而检验统计量能够在基于

图形判断的基础上给出客观的判断．
Ｚｈａｎｇ［５］在完全样本下对于部分线性单指标模

型（１）引出了假设检验问题： Ｈ０：ｇ（ＸＴβ０） 是关于

ＸＴβ０ 的线性函数，↔Ｈ１：ｇ（·） 是非线性函数；判断模

型中单指标部分是同响应变量之间存在线性关系，
还是某种非线性关系，等价的可表示为

Ｈ０：ｇ（ＸＴβ０） ＝ α０ ＋ α１ＸＴβ０↔
　 　 Ｈ１：ｇ（ＸＴβ０） ≠ α０ ＋ α１ＸＴβ０， （２）

其中 α０，α１ 是未知参数，在检验过程中可用它们的

估计值代替．
注意到响应变量随机缺失，由此可以利用 Ｌａｉ

等［７］提到的借补估计来对缺失响应变量进行插值借

补，从而利用 Ｚｈａｎｇ［５］以及 Ｆａｎ 等［８］提出的广义似然

比方法来构造检验统计量：

λＩ
ｎ ＝ ｎ

２
ＲＳＳＩ０

－ ＲＳＳＩ１

ＲＳＳＩ１

， （３）

其中 ＲＳＳＩ０
和 ＲＳＳＩ１

分别表示在原假设和备择假设下模

型估计的残差平方和，即：

ＲＳＳＩ０
＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙ

)

ｉ － 􀭵θＴ
ｎＩＺｉ － 􀭵α０ｎＩ － 􀭵α１ｎＩ

􀭵βＴ
ｎＩＸｉ）２， （４）

ＲＳＳＩ１
＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｙ

)

ｉ － θ^Ｔ
ｎＩＺ ｉ － ｇ^ｎＩ（ＸＴ

ｉ β^ｎＩ）） ２， （５）

其中 􀭵θｎＩ，􀭵α０ｎＩ，􀭵α１ｎＩ 和 􀭵βｎＩ 是基于原假设即线性假设下

利用借补插值所得到的参数估计，可以通过最小二

乘方法得到，而 θ^ｎＩ，ｇ^ｎＩ（·），β^ｎＩ 是基于备择假设下利

用借补插值所得到的参数和函数估计，可由Ｌａｉ等［７］

的方法得到． 在式（４） 中，
Ｙ

)

ｉ ＝ δｉＹｉ ＋ （１ － δｉ）（􀭵θＴ
ｎｃＺ ｉ ＋ 􀭵α０ｎｃ ＋ 􀭵α１ｎｃ

􀭵βＴ
ｎｃＸｉ），

其中所包含的估计􀭵θｎｃ，􀭵α０ｎｃ，􀭵α１ｎｃ，􀭵βｎｃ 为在原假设条件

下得到的 ＣＣ（Ｃｏｍｐｌｅｔｅ Ｃａｓｅ） 估计，而在式（５） 中，

Ｙ

)

ｉ ＝ δｉＹｉ ＋ （１ － δｉ）（θ
～ Ｔ

ｎｃＺ ｉ ＋ 􀭹ｇｎｃ（ＸＴ
ｉ
􀭹βｎｃ）），

其中所包含的估计 θ
～

ｎｃ，􀭹βｎｃ，􀭹ｇｎｃ（·） 为 Ｌａｉ 等［７］ 所提

出的初始估计． 利用最小二乘估计的思想，令

θ
～

ｎ ＝ { １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
δｉ［ ｐ^１（ＸＴ

ｉ β）Ｚ ｉ － ｍ^２（ＸＴ
ｉ β）］·

　 　 ［ ｐ^１（ＸＴ
ｉ β）Ｚ ｉ － ｍ^２（ＸＴ

ｉ β）］ Ｔ }
－１

×

　 　 { １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
［ ｐ^１（ＸＴ

ｉ β）Ｙｉ － ｍ^１（ＸＴ
ｉ β）］·

　 　 ［ ｐ^１（ＸＴ
ｉ β）Ｚ ｉ － ｍ^２（ＸＴ

ｉ β）］δｉ } ， （６）

其中
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（７）

分 别 是 ｍ１（ ｔ） ＝ Ｅ［δＹ ＸＴβ ＝ ｔ］，ｍ２（ ｔ） ＝
Ｅ［δＺ ＸＴβ ＝ ｔ］，ｐ１（ ｔ） ＝ Ｅ［δ ＸＴβ ＝ ｔ］ 的非参数

核估计，则利用局部线性近似的思想，在给定 β 的情

况下定义 ｇ（ ｔ） 和 ｇ′（ ｔ） 的初始估计，分别记为 􀭹ｇｎ（ ｔ）
和 􀭹ｇｎ′（ ｔ） ． 令 ａ^ 和 ｂ^ 为式（８） 的解：

ｍｉｎ
ａ，ｂ
∑

ｎ

ｉ ＝１
δｉ｛Ｙｉ －ＺＴ

ｉ θ
～
ｎ － ａ － ｂ（ＸＴ

ｉ β － ｔ）｝２Ｋｈ２（Ｘ
Ｔ
ｉ β － ｔ）， （８）

使 􀭹ｇｎ（ ｔ） ＝ ａ^，􀭹ｇ′ｎ（ ｔ） ＝ ｂ^． 利用前文所给出的估计

θ
～

ｎ，􀭹ｇｎ（·） 和 􀭹ｇ′ｎ（·），求解在观测样本下使得残差平

方和最小的β的估计，记为􀭹βｎｃ，其为在条件‖β‖ ＝
１ 下最小化式（９） 的解：

Ｌ（β） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
δｉ｛Ｙｉ － ＺＴ

ｉ θ
～

ｎ － 􀭹ｇｎ（ＸＴ
ｉ β）｝ ２， （９）

那么将 θ
～

ｎ，􀭹ｇｎ（·） 和 􀭹ｇ′ｎ（·） 中的 β 替换为 􀭹βｎｃ，可以

得到初始估计θ
～

ｎｃ，􀭹ｇｎｃ（·），􀭹ｇ′ｎｃ（·） 和􀭹βｎｃ ． 采用类似的

方法，将缺失的响应变量进行借补插值，则借补估计

θ^ｎＩ，ｇ^ｎＩ（·），ｇ^′ｎＩ（·） 和 β^ｎＩ 可以通过将式（６）—（９） 中

的 δｉ 和 Ｙｉ 分别用 １ 和Ｙ

)

ｉ 替换求解得到，所采用的窗

７６４
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宽分别记为 ｈ３ 和 ｈ４，那么所构造的广义似然比检验

统计量（式（３）） 具有下面的性质：
定理 １　 假设下一节所给的条件满足，那么在

原假设 Ｈ０ 下，有

ｖ －１
ｎ （λＩ

ｎ － μｎ）
Ｄ
→ Ｎ（０，１），

其中 μｎ 和 ｖ２ｎ的表达式可分别参见式（１４） 和（１５） ．

２　 定理的条件及证明

设 Ｘ和 Ｚ具有有界支撑分别为 ＡＸ 和 ＡＺ，令 Ｂ ＝
｛β ∈ Ｒｐ：‖β‖ ＝ １｝，那么 β０ 是这个紧集中的一个

内点，此外令 Ｂｎ ＝ ｛β∈ Ｂ：‖β － β０‖≤ Ｃｎ － １
２ ｝，其

中 Ｃ 为任意的一个正常数． 为了得到前面所提的定

理，本文给出下面的条件：
１） ＸＴβ 的密度函数 ｆ（ｔ），ｔ ＝ ＸＴβ 满足具有紧支

撑，Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，且在定义域 Ｔ 上满足 ｉｎｆｔ∈Ｔｆ（ｔ） ＞
０，其中 Ｔ ＝ ｛ ｔ ＝ ＸＴβ，Ｘ∈ Ａ，β∈Ｂｎ｝ ． 给定 ｔ的条件

密度函数 ｆＸ｜ ｔ（Ｘ ｔ），ｆＺ｜ ｔ（Ｚ ｔ） 具有关于 ｔ ∈Ｔ 上直

到二阶的有界连续导数．
２） 函数 ｇ（ ｔ），ｍ１（ ｔ），ｍ２ｊ（ ｔ），ｍ１０（ ｔ） 和 ｍ２０ｊ（ ｔ）

在 Ｔ 上具有直到二阶的有界连续导数，其中 ｍ２ｊ（ ｔ）
和ｍ２０ｊ（ ｔ） 分别是ｍ２（ ｔ） 和ｍ２０（ｔ） 的第 ｊ个成分．其中

ｍ１０（ｔ） ＝ Ｅ（􀭹Ｙ ＸＴβ０ ＝ ｔ），ｍ２０（ｔ） ＝ Ｅ（Ｚ ＸＴβ０ ＝
ｔ），􀭹Ｙｉ ＝ δｉＹｉ ＋ （１ － δｉ）（ｇ（ＸＴ

ｉ β０） ＋ ＺＴ
ｉ θ０） ．

３） Ｅ［δ ＝ １ ＸＴβ ＝ ｔ，Ｚ ＝ ｚ］ ＝ ｐ（ ｔ，ｚ） 具有直

到二阶的有界偏导且满足 ｉｎｆｔ∈Ｔ，ｚ∈Ａｚｐ（ ｔ，ｚ） ＞ ０．
４） 核函数 Ｋ ｉ（·） ＝ Ｋ（·），ｉ ＝ １，２，３，４ 是满足

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的有界对称密度函数，且其支撑集为

（ － １，１） ．
５） 参数 θ ∈ Θ，其中 Θ 是一个有界闭集．
６） 窗宽满足０ ＜ ｈγ →０，且对某些 ι ＜ １ － ｓ －１ 有

ｎ２ι－１ｈγ →∞，其中 ｓ ＞ ２，γ ＝ １，３． ｌｏｇ ｎ
ｎｈ１

→０，ｌｏｇ ｎ
ｎｈ３

４
→

０，ｎｈ２
１ →∞，ｎｈ３

２ →∞，ｎｈ２ｈ３ →∞，ｎｈ２ｈ４ →∞，
ｈ４

３

ｈ２
→

０，
ｈ４

ｈ２
→０，ｎｈ４

２ →０．

７） Ｅ｛δ［ｐ１（ＸＴβ０）Ｚ － ｍ２（ＸＴβ０）］⊗２｝，Ｅ｛［Ｚ －
ｍ２０（ＸＴβ０）］⊗２｝，Ｅ｛［ｇ′（ＸＴβ０）］ ２ＸＸＴ｝ 都为正定矩

阵，其中 Ｂ⊗２ ＝ ＢＢＴ ．
８） 函数 Ｅ（Ｚ ＸＴβ ＝ ｔ），Ｅ（ＺＺＴ ＸＴβ ＝ ｔ） 和

Ｅ［（ＺＺＴ）∗（ＺＺＴ） ＸＴβ ＝ ｔ）］ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续

性，其中Ａ∗Ｂ为关于矩阵Ａ和Ｂ的 Ｈａｄａｍａｒｄ 乘积．

９） Ｅ［ ｜ ε ｜ ４］ ＜ ∞ ．
证明 　 在原假设 Ｈ０ 下，模型为线性模型，则可

以利用最小二乘的方法得到模型的初始估计以及最

终的借补估计，利用最小二乘估计的性质，可以知道

在响应变量随机缺失的条件下，所得到的初始估计

和借补估计为 ｎ 相合的． 因此在原假设 Ｈ０ 下，将估

计代入可以得到

１
２ （ＲＳＳＩ０

－ ＲＳＳＩ１
） ＝

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｛δｉ（α０ － 􀭵α０ｎｃ） ＋ δｉ（α１β － 􀭵α１ｎｃ

􀭵βｎｃ） ＴＸｉ ＋

δｉ（θ０ － 􀭵θｎｃ） ＴＺ ｉ ＋ δｉεｉ ＋ （􀭵α０ｎｃ － 􀭵α０ｎＩ） ＋
（􀭵α１ｎｃ

􀭵βｎｃ － 􀭵α１ｎＩ
􀭵βｎＩ） ＴＸｉ ＋ （􀭵θｎｃ － 􀭵θｎＩ） ＴＺ ｉ｝ ２ －

１
２ ∑

ｎ

ｉ ＝１
｛δｉ［ｇ（ＸＴ

ｉ β０） － 􀭴ｇｎｃ（ＸＴ
ｉ
􀭹βｎｃ）］ ＋ δｉ（θ０ － θ

～
ｎｃ）ＴＺｉ ＋

δｉεｉ ＋ （􀭹ｇｎｃ（ＸＴ
ｉ
􀭹βｎｃ） － ｇ^ｎＩ（ＸＴ

ｉ β^ｎＩ） ＋ （θ
～
ｎｃ － θ^ｎＩ）ＴＺｉ｝２ ∶ ＝

Ａ１ ＋ Ａ２ （１０）
注意到 Ａ１ 中所包含的估计为原假设线性模型

的条件下利用最小二乘方法所得到的估计，利用估

计的 ｎ 相合性，式（１０） 可以化简为

１
２ （ＲＳＳＩ０

－ ＲＳＳＩ１
） ＝

－ １
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｛（１ － δｉ）［􀭹ｇｎｃ（ＸＴ

ｉ
􀭹βｎｃ） － ｇ（ＸＴ

ｉ β０）］ ＋

（１ － δｉ）（􀭴θｎｃ － θ０）ＴＺｉ ＋ δｉεｉ ＋ ［ｇ（ＸＴ
ｉ β０） － ｇ^ｎＩ（ＸＴ

ｉ β^ｎＩ）］ ＋

（θ０ － θ^ｎＩ） ＴＺ ｉ｝ ２ ＋ １
２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
δｉε２

ｉ ＋ Ｏｐ（１） ． （１１）

由于 ｎｈ４
２ →０，ｎｈ４

４ →０，并且利用 Ｌａｉ 等［７］ 所给

的初始估计的性质可得：
􀭹ｇｎｃ（ ｔ） － ｇ（ ｔ） ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
ｐ１（ ｔ） ｆ１（ ｔ）

δｉＫｈ２（Ｘ
Ｔ
ｉ β０ － ｔ）εｉ ＋ ｏｐ

１
ｎｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∶ ＝

ｅｈ２（ ｔ） ＋ ｏｐ
１
ｎｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷，

其中 ｔ ＝ ＸＴβ０，ｐ１（ ｔ） ＝ Ｐ（δ ＝ １ ｔ），ｆ１（ ｔ） 是关于 ｔ
的密度函数． 类似的，可以证明

ｇ^ｎＩ（ ｔ） － ｇ（ ｔ） ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １

１
ｆ１（ ｔ）

δｉＫｈ４（Ｘ
Ｔ
ｉ β０ － ｔ）εｉ ＋ ｏｐ

１
ｎｈ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∶ ＝

ｅｈ４（ ｔ） ＋ ｏｐ
１
ｎｈ４

æ

è
ç

ö

ø
÷，

此外，经过简单的证明还可得：
􀭹ｇｎｃ（ＸＴ

ｉ
􀭹βｎｃ） － 􀭹ｇｎｃ（ＸＴ

ｉ β０） ＝

８６４
来鹏． 响应变量随机缺失下部分线性单指标模型的非参数判别检验．

ＬＡＩ Ｐｅｎｇ． Ｔｅｓｔｓ ｆｏｒ ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｐａｒｔｓ ｏｎ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｌｉｎｅａｒ ｓｉｎｇｌｅ ｉｎｄｅｘ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｍｉｓｓｉｎｇ ａｔ ｒａｎｄｏｍ．



ｇ′（ＸＴ
ｉ β０）（􀭹βｎｃ － β０） ＴＸｉ ＋ ［􀭹ｇ′ｎｃ（ＸＴ

ｉ β０） －
ｇ′（ＸＴ

ｉ β０）］（􀭹βｎｃ － β０） ＴＸｉ ＋ ｏｐ ｎ － １
２( )．

利用 􀭹ｇｎｃ（ ｔ） － ｇ（ ｔ），ｇ^ｎＩ（ ｔ） － ｇ（ ｔ） 和 􀭹ｇｎｃ（ＸＴ
ｉ
􀭹βｎｃ） －

􀭹ｇｎｃ（ＸＴ
ｉ β０） 的展开表达式，就可以得到式（１１） 中的

平方项展开后各项的阶，则式（１１） 可以化简为

（１１） ＝∑
ｎ

ｉ ＝ １
δｉεｉｅｈ４（Ｘ

Ｔ
ｉ β０） － １

２ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（１ － δｉ）ｅ２ｈ２（Ｘ

Ｔ
ｉ β０） －

１
２∑

ｎ

ｉ ＝１
ｅ２ｈ４（Ｘ

Ｔ
ｉ β０） ＋∑

ｎ

ｉ ＝１
（１ － δｉ）ｅｈ４（Ｘ

Ｔ
ｉ β０）ｅｈ２（Ｘ

Ｔ
ｉ β０） ＋

ｏｐ ｈ － １
２

４
( )∶ ＝ Ｔ１ － Ｔ２ － Ｔ３ ＋ Ｔ４ ＋ ｏｐ ｈ － １

２
４

( )， （１２）

其中 ｅｈ２（ｔ） ＝ １
ｎｐ１（ｔ）ｆ１（ｔ）

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｋｈ２（Ｘ

Ｔ
ｉ β０ － ｔ）δｉεｉ，

ｅｈ４（ ｔ） ＝ １
ｎｆ１（ ｔ）

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｋｈ４（Ｘ

Ｔ
ｉ β０ － ｔ）δｉεｉ ．

则由式（１２）可知：

Ｔ１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
δｉεｉ

１
ｎｆ１（ ｔｉ）

∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｋｈ４（ ｔｋ － ｔｉ）δｋεｋ ＝

σ２Ｋ（０）
ｈ４

∫ｐ１（ ｔ）ｄｔ ＋
１
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ

δｉδｋεｉεｋ

ｆ１（ ｔｉ）
Ｋｈ４（ ｔｋ － ｔｉ） ＋

Ｏｐ
１
ｎｈ２

４

æ

è
ç

ö

ø
÷，

Ｔ２ ＝ １
２ｎ２∑

ｎ

ｉ ＝１

１ － δｉ
ｐ２１（ｔｉ）ｆ２１（ｔｉ）

∑
ｎ

ｋ ＝１
Ｋｈ２（ｔｋ － ｔｉ）δｋεｋ[ ]

２ ＝

１
２ｎ２∑

ｎ

ｉ ＝ １

１ － δｉ
ｐ２
１（ ｔｉ） ｆ２１（ ｔｉ）

Ｋ２
ｈ２（ ｔｋ － ｔｉ）δｋε２

ｋ ＋

１
ｎ２∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ

１ － δｉ
ｐ２
１（ｔｉ）ｆ２１（ｔｉ）

Ｋｈ２（ｔｋ － ｔｉ）Ｋｈ２（０）δｉδｋεｉεｋ ＋

１
２ｎ２ ∑

ｎ

ｉ，ｊ，ｋ ＝ １；ｉ≠ｋ，ｋ≠ｊ，ｊ≠ｉ

１ － δｉ
ｐ２
１（ ｔｉ） ｆ２１（ ｔｉ）

Ｋｈ２（ ｔｋ － ｔｉ）Ｋｈ２（ ｔ ｊ －

ｔｉ）δ ｊδｋε ｊεｋ ∶ ＝ Ｔ２１ ＋ Ｔ２２ ＋ Ｔ２３，

Ｔ２１ ＝ ｎ（ｎ － １）
４ｎ２

２
ｎ（ｎ － １）∑ｉ ＜ ｋ

[（１ － δｉ）δｋε２
ｋ

ｐ２
１（ ｔｉ） ｆ２１（ ｔｉ）

×

Ｋ２
ｈ２（ｔｋ － ｔｉ） ＋

（１ － δｋ）δｉε２
ｉ

ｐ２１（ｔｋ）ｆ２１（ｔｋ）
Ｋ２

ｈ２（ｔｉ － ｔｋ） ] ＝ ｎ（ｎ － １）
４ｎ２ Ｕｎ，

其中 Ｕｎ 是一个 Ｕ统计量，那么可以利用 Ｕ统计量的

性质得到

Ｔ２１ ＝ σ２

２ｈ２
∫ １ － ｐ１（ ｔ）

ｐ１（ ｔ）
ｄｔ∫Ｋ２（ｕ）ｄｕ ＋ Ｏｐ

１
ｎｈ２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

从 Ｔ２２ 的表达式可以看出 Ｔ２２ ＝ Ｏｐ
１
ｎ２ｈ３

２

æ

è
ç

ö

ø
÷． 令

Ｔ２３ ＝ １
２ｎ２ ∑

ｎ

ｉ，ｊ，ｋ ＝ １；ｉ≠ｋ，ｋ≠ｊ，ｊ≠ｉ
Δ ｉｊｋδ ｊδｋε ｊεｋ，

Δｉｊｋδｊδｋεｊεｋ ＝
１ － δｉ

ｐ２
１（ｔｉ）ｆ２１（ｔｉ）

Ｋｈ２（ｔｋ － ｔｉ）Ｋｈ２（ｔ ｊ － ｔｉ），

则根据

Ｅ １
ｎ∑

ｎ

ｉ≠ｊ，ｋ
Δ ｉｊｋ ｔ ｊ，ｔｋ( ) ＝

１ － ｐ１（ｔｋ）
ｈ２ｐ２

１（ｔｋ）ｆ１（ｔｋ）
∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｕ －

ｔ ｊ － ｔｋ
ｈ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄｕ（１ ＋ Ｏｐ（ｈ２）），

Ｅ １
ｎ∑

ｎ

ｉ≠ｊ，ｋ
［Δ ｉｊｋ － Ｅ（Δ ｉｊｋ ｔ ｊ，ｔｋ）］{ }

２
≤

１
ｎ２∑

ｎ

ｉ≠ｊ，ｋ
Ｅ（Δ２

ｉｊｋ） ＝ Ｏ １
ｎｈ２

２
( )，

经过直接计算可以得到：
Ｔ２３ ＝

１
２ｎ ∑

ｎ

ｊ，ｋ ＝１，ｊ≠ｋ

１ － ｐ１（ｔｋ）
ｈ２ｐ２１（ｔｋ）ｆ１（ｔｋ）

δｊδｋεｊεｋ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｕ －
ｔｊ － ｔｋ
ｈ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄｕ ＋

Ｏｐ １ ＋ １
ｎｈ２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

本文证得：
Ｔ２ ＝

１
２ｎ ∑

ｎ

ｊ，ｋ ＝１，ｊ≠ｋ

１ － ｐ１（ｔｋ）
ｈ２ｐ２１（ｔｋ）ｆ１（ｔｋ）

δｊδｋεｊεｋ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｕ －
ｔｊ － ｔｋ
ｈ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄｕ ＋

σ２

２ｈ２
∫ １ － ｐ１（ ｔ）

ｐ１（ ｔ）
ｄｔ∫Ｋ２（ｕ）ｄｕ ＋ Ｏｐ １ ＋ １

ｎｈ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

类似于化简 Ｔ２ 的方法，可以得到：

Ｔ３ ＝ σ２

２ｈ４
∫ｐ１（ｔ）ｄｔ∫Ｋ２（ｕ）ｄｕ ＋ Ｏｐ １ ＋ １

ｎｈ２
４

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
２ｎ ∑

ｎ

ｊ，ｋ ＝ １，ｊ≠ｋ

１
ｈ４ ｆ１（ ｔｋ）

δ ｊδｋε ｊεｋ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｕ －
ｔ ｊ － ｔｋ
ｈ４

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄｕ

以及

Ｔ４ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
（１ － δｉ）

１
ｎ∑

ｎ

ｊ ＝ １

δ ｊε ｊ

ｆ１（ ｔｉ）
Ｋｈ４（ ｔ ｊ －

ｔｋ）
１
ｎ∑

ｎ

ｋ ＝ １

δｋεｋ

ｐ１（ ｔｉ） ｆ１（ ｔｉ）
Ｋｈ２（ ｔｋ － ｔｉ） ＝

１
ｎ２∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｋ ＝ １，ｋ≠ｉ

（１ － δｉ）δｋε２
ｋ

ｐ１（ ｔｉ） ｆ２１（ ｔｉ）
Ｋｈ４（ ｔｋ － ｔｉ）Ｋｈ２（ ｔｋ － ｔｉ） ＋

１
ｎ２ ∑

ｎ

ｉ，ｊ，ｋ ＝１；ｉ≠ｋ，ｋ≠ｊ，ｊ≠ｉ

（１ － δｉ）δｊδｊεｋεｋ

ｐ１（ｔｉ）ｆ２１（ｔｉ）
Ｋｈ４（ｔｊ － ｔｉ）Ｋｈ２（ｔｋ － ｔｉ） ＝

１
ｎ ∑

ｎ

ｊ，ｋ ＝１，ｊ≠ｋ

１ － ｐ１（ｔｊ）
ｈ２ｐ１（ｔｊ）ｆ１（ｔ）

δｊδｋεｊεｋ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ －

ｔｋ － ｔｊ
ｈ２

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄｕ ＋

σ２

ｈ２
∫［１ － ｐ１（ｔ）］ｄｔ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ ＋ Ｏｐ １ ＋ １

ｎｈ２ｈ４

æ

è
ç

ö

ø
÷．

由此，根据 Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３，Ｔ４ 的表达式，（１２） 可以变换为

１
２ （ＲＳＳＩ０

－ ＲＳＳＩ１
） ＝ σ２μｎ ＋ Ｗｎ ＋ ｏｐ ｈ － １

２
４

( )， （１３）

其中

９６４
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μｎ ＝ １
ｈ４
Ｋ（０）∫ｐ１（ｔ）ｄｔ － １

２ｈ４
∫ｐ１（ｔ）ｄｔ∫Ｋ２（ｕ）ｄｕ －

　 　 １
２ｈ２
∫ １ － ｐ１（ ｔ）

ｐ１（ ｔ）
ｄｔ∫Ｋ２（ｕ）ｄｕ ＋

　 　 １
ｈ２
∫（１ － ｐ１（ ｔ））ｄｔ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ， （１４）

Ｗｎ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝１
∑

ｎ

ｋ ＝１，ｋ≠ｉ
{ δｉδｋεｉεｋ

ｎｆ１（ｔｋ）
Ｋｈ４（ｔｋ － ｔｉ） － １

２ Ｋｈ４∗Ｋｈ４（ｔｉ － ｔｋ）[ ] －

［１ － ｐ１（ ｔｋ）］δｉδｋεｉεｋ

２ｎｆ１（ ｔｋ）ｐ２
１（ ｔｋ）

Ｋｈ２∗Ｋｈ２（ ｔｉ － ｔｋ） ＋

［１ － ｐ１（ｔｋ）］δｉδｋεｉεｋ

ｎｐ１（ｔｋ）ｆ１（ｔｋ） ∫Ｋ（ｕ）Ｋｈ２［ｈ４ｕ － （ｔｉ － ｔｋ）］ｄｕ } ，

且 Ｋｈｓ∗Ｋｈｓ（ ｔｉ － ｔｋ） ＝ １
ｈｓ
∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｕ －

ｔｉ － ｔｋ
ｈｓ

æ
è
ç

ö
ø
÷ｄｕ，

ｓ ＝ ２，４． 令 Ｗｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ，ｋ ＝ １，ｉ≠ｋ
ｗ（ ｉ，ｋ），

其中

ｗ（ ｉ，ｋ） ＝
δｉδｋεｉεｋ

ｎｆ１（ ｔｋ）
Ｋｈ４（ ｔｋ － ｔｉ） － １

２ Ｋｈ４∗Ｋｈ４（ ｔｉ － ｔｋ）[ ] －

［１ － ｐ１（ ｔｋ）］δｉδｋεｉεｋ

２ｎｆ１（ ｔｋ）ｐ２
１（ ｔｋ）

Ｋｈ２∗Ｋｈ２（ ｔｉ － ｔｋ） ＋

［１ － ｐ１（ ｔｋ）］δｉδｋεｉεｋ

ｎｐ１（ ｔｋ） ｆ１（ ｔｋ） ∫Ｋ（ｕ）Ｋｈ２［ｈ４ｕ － （ ｔｉ － ｔｋ）］ｄｕ

注意到 ｛εｉ｝ ｎ
ｉ ＝ １是独立同分布的随机序列，且满

足 Ｅ（εｉ） ＝ ０，所以有 Ｅ（Ｗｎ） ＝ ０． 经过直接计算可

得 Ｖａｒ（Ｗｎ） ＝ σ４ｖ２ｎ［１ ＋ ｏ（１）］，其中

ｖ２ｎ ＝ １
ｈ４
∫ｐ２

１（ ｔ）ｄｔ∫ [ [Ｋ（ｖ） － １
２ Ｋ∗Ｋ（ｖ） ]

２
＋

[Ｋ（ｖ） － １
２ Ｋ∗Ｋ（ｖ） ] [Ｋ（ｖ） － １

２ Ｋ∗Ｋ（－ ｖ） ] ]ｄｖ ＋

１
４ｈ２
∫ ［１ － ｐ１（ ｔ）］ ２

ｐ２
１（ ｔ）

ｄｔ∫［［Ｋ∗Ｋ（ｖ）］ ２ ＋

［Ｋ∗Ｋ（ｖ）］［Ｋ∗Ｋ（ － ｖ）］］ｄｖ ＋
１
ｈ２
∫（１ － ｐ１（ ｔ）） ２ｄｔ∫ [ ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ － ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ[ ]

２

＋

∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ － ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ[ ] [∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ ＋ ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ ] ]ｄｖ －

１
ｈ２
∫［１ － ｐ１（ ｔ）］ｄｔ∫ [ [Ｋ（ｖ） － １

２ Ｋ∗Ｋ（ｖ） ] ×

[Ｋ∗Ｋ ｈ４

ｈ２
ｖæ

è
ç

ö
ø
÷＋ Ｋ∗Ｋ －

ｈ４

ｈ２
ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ ] ]ｄｖ ＋

２
ｈ２
∫［１ － ｐ１（ ｔ）］ｐ１（ ｔ）ｄｔ∫ Ｋ（ｖ） － １

２ Ｋ∗Ｋ（ｖ）[ ] ×

∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ －

ｈ４

ｈ２
ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ[ ]ｄｖ －

１
ｈ２
∫ ［１ － ｐ１（ ｔ）］ ２

ｐ１（ ｔ）
ｄｔ∫［［Ｋ∗Ｋ（ｖ）］ ×

∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ － ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ ＋ ∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ ＋ ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ[ ] ]ｄｖ ＋

１
ｈ２
∫［１ － ｐ１（ ｔ）］ｄｔ∫ Ｋ（ｖ） － １

２ Ｋ∗Ｋ（ｖ）[ ] ×

∫Ｋ（ｕ）Ｋ ｈ４

ｈ２
ｕ ＋

ｈ４

ｈ２
ｖæ

è
ç

ö
ø
÷ｄｕ[ ]ｄｖ， （１５）

那么由式（１４）， 可知

Ｗｎ ＝ Ｏｐ
１
ｈ４

＋ １
ｈ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｏｐ

１
ｈ４

æ

è
ç

ö

ø
÷，

回想式（１３），有
ＲＳＳＩ１

ｎ ＝
ＲＳＳＩ０

ｎ －
２σ２μｎ

ｎ －
２Ｗｎ

ｎ ＋ ｏｐ
１

ｎ ｈ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 σ２（１ ＋ ｏｐ（１）），
也就是说

λＩ
ｎ － μｎ ＝

Ｗｎ

σ２ ＋ ｏｐ ｈ － １
２

４
( )．

那么类似于 Ｆａｎ 等［８］和 Ｚｈａｎｇ［５］关于Ｗｎ 渐近分布的

讨论，通过验证文献［９］ 中的命题 ３􀆰 ２ 的条件满足，
由此命题可以得到 Ｗｎ 是渐近正态的，即：

σ －２ｖ －１
ｎ Ｗｎ

Ｄ
→ Ｎ（０，１），

由此得到定理结果：

ｖ －１
ｎ （λＩ

ｎ － μｎ）
Ｄ
→ Ｎ（０，１） ．
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