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奇异摄动系统的有限频段正实引理和界实引理
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摘要
利用 ＧＫＹＰ 引理研究了奇异摄动系

统的有限频段正实引理和界实引理，证
明了全阶系统的有限频段正实性可以由
快、慢子系统的有限频段正实性得到，同
样可以证明奇异摄动系统的有限频段界
实引理具有类似性质． 最后作为应用，给
出了一个两频域尺度模型降阶实现方
案，表明了该方法的有效性．
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０　 引言

　 　 正实引理和界实引理在系统和控制理论中应用广泛． 在控制理

论中，正实系统的概念经常与某一类反馈系统的稳定性分析联系在

一起［１⁃２］ ． 正实性和界实性也经常用于系统鲁棒控制和模型降阶［３⁃４］ ．
本文的目的是研究奇异摄动系统的有限频段正实性和界实定

理． 具体来说，研究一个全阶的奇异摄动系统的有限频段正实（界实）
能否从它的降阶子系统的有限频段正实（界实）得到． 奇异摄动系统

是在航空［５⁃６］和电力［７］领域经常出现的一类系统，其主要特点是系统

动态变化速度差异很大，有快、慢动态之分． 奇异摄动系统的正实性

和界实性相关工作见文献［８］．
本文工作与已有工作的区别在于，本文提出了奇异摄动系统有

限频段正（界）实的概念． 随着现代控制理论的成功发展，以往的“固
定”的控制器已经不能保证系统在所有的情形下都能获得满意性能，
特别是当控制系统受到大的扰动和约束时，控制器必须决定在特定

情形下采取特定的控制行动，这就产生了本文有限频段的概念． 事实

上，有限频段的概念首次出现在文献［９］中，在此文里，作者将 ＫＹＰ
（Ｋａｌｍａｎ⁃Ｙａｋｕｂｏｖｉｃｈ⁃Ｐｏｐｏｖ）引理应用到有限频段上，得到广义 Ｋａｌ⁃
ｍａｎ⁃Ｙａｎｋｕｂｏｖｉｃｈ⁃Ｐｏｐｏｖ（ＧＫＹＰ）引理，为研究系统在有限频段的相关

性质奠定了基础．
文献［１０⁃１１］指出类似于时域情形，在频域上，奇异摄动系统的传

递函数具有双频标尺度，即低频和高频． 其中在低频段内慢子系统只

对低频的信号敏感；同样，在高频段内，快子系统只对高频信号敏感．
据此就只需在子系统相应的频段内研究系统的相关性能，而不需要

在全频段；同时，在分别对子系统设计相应的降阶控制器时，无需考

虑无关频段，与全频段设计比较，大大降低设计保守性．

１　 问题描述

首先给出所要研究的系统，接着给出一些下文中将会用到的定

义和前提假设．
考察奇异摄动系统：
ｘ＆１ ＝ Ａ１１ｘ１ ＋ Ａ１２ｘ２ ＋ Ｂ１ｕ，

ε ｘ＆２ ＝ Ａ２１ｘ１ ＋ Ａ２２ｘ２ ＋ Ｂ２ｕ，
ｙ ＝ Ｃ１ｘ１ ＋ Ｃ２ｘ２ ＋ Ｄｕ，
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　 　 　 　其 中 ε ＞ ０为系统摄动参数，ｘｉ ∈Ｒｎｉ（ ｉ ＝ １，２） 为系

统状态量，ｕ ∈ Ｒｍ 为系统控制量，ｙ ∈ Ｒｍ 为系统的

测量输出． 令
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其中 Ａ，Ｂ，Ｃ 分别为适当维数的常数矩阵，且 Ａ２２ 是

可逆矩阵，即此时考虑的是标准的奇异摄动系统．
对系统（１）快慢分解得到快、慢 ２ 个子系统．

慢系统：
ｘ＆ ｓ ＝ Ａ０ｘｓ ＋ Ｂ０ｕｓ，
ｙｓ ＝ Ｃ０ｘｓ ＋ Ｄ０ｕｓ ．

{ （２）

其中：
Ａ０ ＝ Ａ１１ － Ａ１２Ａ －１

２２ Ａ２１，　 Ｂ０ ＝ Ｂ１ － Ａ１２Ａ －１
２２ Ｂ２，

Ｃ０ ＝ Ｃ１ － Ｃ２Ａ －１
２２ Ａ２１，　 Ｄ０ ＝ Ｄ － Ｃ２Ａ －１

２２ Ｂ２ ．
快系统：

ｘ＆ ｆ ＝ Ａ２２ｘｆ ＋ Ｂ２ｕｆ，
ｙｆ ＝ Ｃ２ｘｆ ＋ Ｄｕｆ ．

{ （３）

系统（１）和两频标（ＴＦＳ）传递函数的关系见下

面的引理．
引理 １［１２］ 　 一个传递函数矩阵 Ｇ（ ｓ，ε） 是两频

标的，当且仅当存在一个如（１） 形式的 Ｇ（ ｓ，ε） 的最

小实现．
令系统（１） 的传递函数矩阵为 Ｇ（ ｓ，ε），由文献

［１０，１３］ 知，若（１） 是Ｇ（ ｓ，ε） 的最小实现，则传递函

数矩阵 Ｇ（ ｓ，ε） 是两频域尺度的有理矩阵． 其中

Ｇｓ（ ｓ） ＝ Ｃ０（ ｓＩ － Ａ０） －１Ｂ０ ＋ Ｄ０， （４）
Ｇｆ（ｐ） ＝ Ｃ２（ｐＩ － Ａ２２） －１Ｂ２ ＋ Ｄ． （５）

这里 Ｇｓ（ ｓ） 和 Ｇｆ（ｐ） 分别被称做传递函数 Ｇ（ ｓ，ε）
的低频和高频近似． 其中 ｐ ＝ εｓ是高频频域尺度，对
应于时域上的快时间尺度 τ ＝ ｔ ／ ε．

为了使所描述的问题在每一个频域尺度上是适

定的，Ｇｓ（ ｓ） 和 Ｇｆ（ｐ） 需要满足一些正则条件［９］ ．
为此，本文先给出如下“消失极点”（ｌｏｓｔ ｐｏｌｅｓ）

的定义．
定义 １［１２］ 　 令 Ｇ（ ｓ，ε） 是一个两频域尺度上的

有理函数矩阵，且（１） 是其最小实现，则 Ｇ（ ｓ，ε） 消

失的慢极点指的是系统（Ｃ０，Ａ０，Ｂ０，Ｄ０） 中那些不可

控或不可观的极点． 同样，Ｇ（ ｓ，ε） 消失的快极点指

的是系统（Ｃ２，Ａ２２，Ｂ２，Ｄ） 中那些不可控或不可观的

极点．

假设 １　 Ｇｓ（ ｓ） 和Ｇｆ（ｐ） 都是稳定的且Ｇ（ ｓ，ε）
没有不稳定的消失极点．

下面引用文献［９］ 的有限频段正实的定义来定

义系统（１） 的有限频段正（界） 实． 注意到：当ε ＝ １
时，此时系统（１） 就是线性时不变系统．

将上述定义拓展到奇异摄动系统（１），则可以得

到系统（１） 有限频段正实的定义．
定义 ２　 如果一个传递函数矩阵 Ｇ（ε，ｓ） 满足

以下条件：
ⅰ） Ｇ（ε，ｓ） 在右半平面内没有极点且解析；
ⅱ） 对任意的 ｊω∈ ｊΩ，有Ｇ（ε，ｊω） ＋ Ｇ（ε，ｊω）∗

≥０ 成立；
则称 Ｇ（ε，ｓ） 在频段 ｊΩ 内是正实的，即是有限频段

正实的．
为了得到奇异摄动系统有限频段界实定理，先

给出如下引理．
引理 ２［１４］ 　 （广义界实定理） 给定集合 Ｗ ＝

􀭾ω ∈ Ｒ： ｊω
１[ ]
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１[ ]≥０{ }，Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩 阵 Ψ ∈

Ｃ２×２，若 ｄｅｔ（ ｊωＩ － Ａ） ≠０（∀ω∈Ｗ），则窗口 Ｈ∞ 范

数 ‖Ｇ（ ｓ）‖Ｗ
∞ ＝ ‖Ｃ（ ｓＩ － Ａ） －１Ｂ ＋ Ｄ‖Ｗ

∞ ＜ γ的充

要条件为：存在 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ 矩阵 Ｐ、Ｑ 满足 Ｑ ＞ ０ 且
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２　 奇异摄动系统有限频段正实性能分析

由于奇异摄动系统的慢系统（２）只对低频信号

敏感，对高频信号不敏感，因此本文只在低频段研究

其正实性是合理的，并且根据假设 １，所定义的问题

在低频段也是适定的． 假设研究的频段限定在频域

段 Χｌ 内，即 ω ∈ Χｌ ∶ ＝ ｛ω ∈ Ｒ，且 ｜ ω ｜ ≤ ωｌ｝ ．
定理 １　 假设系统（２） 和标量 ωｌ ＞ ０ 给定并且

假设系统矩阵 Ａ０ 在虚轴上没有极点，且已知对称矩

阵Θｌ ＝ －
０ ＣＴ
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的：
ⅰ） 系统（２） 是有限频段正实的，即在 ω ∈ Χｌ

内正实；
ⅱ） 存在对称矩阵 Ｐ ｌ 和 Ｑｌ ＞ ０ 满足
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证明 　 若系统（２） 在 ω ∈ Χｌ 内正实，由定义 １
知，即要求当ω∈Χｌ 时，有Ｇｓ（ ｊω） ＋ Ｇｓ（ ｊω）∗ ＜ ０成

立，此时要求 Ｇｓ（ ｓ） 在右平面解析，且没有极点，而
Ｇｓ（ ｊω） ＋ Ｇｓ（ ｊω）∗ ＜ ０ 等 价 于 下 式 成 立：
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由文献［１５］ 的定理 １ 即可证明本定理的结论．
同理，由于奇异摄动系统的快系统（３） 只对高

频信号敏感，对低频信号不敏感，因此只在高频段研

究其正实性是合理的，并且根据假设 １，所定义的问

题在高频段也是适定的． 假设研究的频段限定在频

域段 Γｈ 内，即 ω ∈ Γｈ：＝ ｛ω ∈ Ｒ，且 ｜ ω ｜ ≥ ωｈ｝ ．
定理 ２　 假设系统（３） 和标量 ωｈ ＞ ０ 给定并且

假设系统矩阵Ａ２２ 在虚轴上没有极点，且已知对称矩
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价的：
ⅰ） 系统（３）是有限频段正实的，即在 ω ∈ Γｈ

内正实；
ⅱ） 存在对称矩阵 Ｐｈ 和 Ｑｈ ＞ ０ 满足
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证明　 定理 ２ 是定理 １ 的直接推论，这其中需

要用到文献［１５］中的频域转换技巧． 在此略去．
下面将由奇异摄动系统低阶子系统的正实性近

似构成全阶的奇异摄动的正实性． 本节将证明奇异

摄动系统的有限频段正实性将由它的低阶子系统来

决定，并且会证明本节的结论将是文献［１６］结论的

进一步推广．
引理 ３［１７］ 　 假设给定实标量 ω１，ω２，适当维数

的实矩阵 Ａ，Ｂ 和对称矩阵 Π ＝ ０ － ＣＴ

－ Ｃ － Ｄ － ＤＴ[ ]．

假设 τ ＝ ＋ １ 或者 － １，并且定义

Ω：＝ ｛ω ∈ Ｒ τ（ω － ω１）（ω － ω２） ≤ ０｝， （６）
且假设 Ω 有一个非空的内点． 考虑系统（１）（当 ε ＝
１），则下面的描述是等价的：

ⅰ） 频域矩阵不等式 [（ ｊｗＩ － Ａ） － １Ｂ
Ｉ ]

Ｔ
·

Π （ ｊｗＩ － Ａ） －１Ｂ
Ｉ

[ ]≤０ 对所有的ω∈Ω成立，且使得

ｄｅｔ（ ｊｗＩ － Ａ） ≠ ０；
ⅱ） 时域不等式

∫∞
０

ｘ
ｕ[ ]

Ｔ

Π ｘ
ｕ[ ]ｄｔ ≤０ （７）

对所有的 ｕ ∈ Ｌ２ 成立，且使得

∫∞
０
τ（ω１ｘ ＋ ｊｘ̇）（ω２ｘ ＋ ｊｘ̇）∗ｄｔ ≤０．

下面给出本文的主要结论．
定理 ３　 如果低频近似传递函数 Ｇｓ（ ｓ） 在 Ｘ ｌ 内

是正实的，而高频传递函数 Ｇｆ（ｐ） 在 Γｈ 内是正实

的，则对充分小的 ε０，当 ０ ＜ ε ≤ ε０ 时，双频标传递

函数 Ｇ（ ｓ，ε） 在 Λ 内是正实的，其中 Λ ＝ ｛ω ∈ Ｒ，
ω ≥ ωｈ 或 ω ≤ ωｌ｝ ．

证明 　 根据引理 ３ 的 ⅰ），对系统（１），要想证

明 Ｇ（ ｓ，ε） 在 Λ是正实的，只需要证明〈ｙ，ｕ〉 ≥０ 对

所有的 ｕ ∈ Ｌ２ 成立，且使得

∫∞
０
τ（ωｌｘ ＋ ｊｘ̇）（ωｈｘ ＋ ｊｘ̇）∗ｄｔ ≤０．

令

Ｓ ＝ ∫∞
０
（ωｌｘ ＋ ｊｘ̇）（ωｈｘ ＋ ｊｘ̇）∗ｄｔ，

则根据 Ｐａｒｓｅｖａｌ 定理有

Ｓ ＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
（ωｌ － ω）（ωｈ － ω） ｘ^ｘ^∗ｄω，

这里 ｘ^ 是状态变量 ｘ 的傅里叶变换，则有 τ Ｓ ≤０．
下面只需证明〈ｕ，ｙ〉 ≥ ０ 对所有的 ｕ ∈ Ｌ２ 成立

即可． 令
λ ＝ ｌｉｍ

ε→＋０
ｉｎｆ
ω∈Λ

λｍｉｎ［Ｇ（ ｊω，ε） ＋ ＧＴ（ － ｊω，ε）］， （８）

λｓ ＝ ｉｎｆ
ω∈［０，ωｌ）

λｍｉｎ［Ｇｓ（ ｊω） ＋ ＧＴ
ｓ （ － ｊω）］， （９）

λ ｆ ＝ ｌｉｍ
ε→＋０

ｉｎｆ
ω≥ωｈ

λｍｉｎ［Ｇｓ（εｊω） ＋ ＧＴ
ｓ （ － εｊω）］， （１０）

此处 λｍｉｎ 指的是最小奇异值． 由下确界的性质知道

λ ＝ ｍｉｎ
ｌｉｍ
ε→＋０

ｉｎｆ
ω∈［０，ωｌ）

［Ｇ（ ｊω，ε） ＋ ＧＴ（ － ｊω，ε）］，

ｌｉｍ
ε→＋０

ｉｎｆ
ω≥ωｈ

［Ｇ（ ｊω，ε） ＋ ＧＴ（ － ｊω，ε）］
{ }，

即 λ ＝ ｍｉｎ｛λｓ，λ ｆ｝ ． 由 Ｇｓ（ ｓ） 在 Ｘ ｌ 内是正实的，而
Ｇｆ（ｐ） 在Γｈ 内是正实的，知λｓ ＞ ０，λ ｆ ＞ ０，因而λ ＞
０，由（８） 知，存在一个 ε０ ＞ ０ 和标量 ｖ ＞ ０，使得当

０ ＜ ε ≤ ε０，
ｉｎｆ
ω∈Λ

λｍｉｎ［Ｇ（ ｊω，ε） ＋ ＧＴ（ － ｊω，ε）］ ＞ ２ｖ． （１１）

另一方面，由（１１）和 Ｐａｒｓｅｖａｌ 定理知：

〈ｙ，ｕ〉 ＝ １
２π ∫

＋∞

－∞
ｕ′（ － ｊω）ｙ（ ｊω）ｄω ＝

１
４π ∫

＋∞

－∞
ｕ^′（ － ｊω）［Ｇ（ε，ｊω） ＋ ＧＴ（ε， － ｊω）］ｕ^（ｊω）ｄω≥

ｖ
２π ∫

＋∞

－∞
‖ｕ^（ ｊω）‖２ｄω ＝ ｖ‖ｕ‖２

２ ≥０．

即证．

９９３
学报：自然科学版，２０１３，５（５）：３９７⁃４０１

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ，２０１３，５（５）：３９７⁃４０１



３　 奇异摄动系统有限频段界实定理

将引理 ２ 的结论直接应用于奇异摄动系统的

慢、快子系统分别得到如下结论：
定理 ４　 给定集合 Ｗ ＝ ｛ω∈Ｒ： ｜ ω ｜ ≤ 􀭵εｌ｝，对

于低频传递函数 Ｇ（ ｓ），其有形如（２） 的最小实现，
若 ｄｅｔ（ ｊωＩ － Ａ０） ≠ ０（∀ω ∈ Ｗ），则窗口 Ｈ∞ 范数

‖Ｇ（ ｓ）‖Ｗ
∞ ＝ ‖Ｃ０（ ｓＩ － Ａ０） －１Ｂ０ ＋ Ｄ０‖ ＜ γ 的充

要条件为：存在实对称矩阵 Ｐ，Ｑ，满足 Ｑ ＞ ０， 且

Ａ０ Ｉ
Ｃ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－ Ｑ Ｐ
Ｐ 􀭵ε２

ｌ Ｑ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａ０ Ｉ
Ｃ０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

＋

　 　
Ｂ０ＢＴ

０ Ｂ０ＤＴ
０

Ｄ０ＢＴ
０ Ｄ０ＤＴ

０ － γ２Ｉ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＜ ０． （１２）

证明　 定理 ４ 是引理 ２ 的直接结论，在此略去．
定理 ５　 给定集合Ｗ ＝ ｛ω∈Ｒ： ｜ ω ｜ ≥􀭵εｈ｝，对

于高频传递函数 Ｇｆ（ｐ），其有形如（３） 的最小实现，
若 ｄｅｔ（ ｊεωＩ － Ａ２２） ≠０（∀ω∈Ｗ），则窗口 Ｈ∞ 范数

‖Ｇｆ（ｐ）‖Ｗ
∞ ＝ ‖Ｃ２（ｐＩ － Ａ２２） －１Ｂ２ ＋ Ｄ‖ ＜ γ的充

要条件为：存在实对称矩阵 Ｐ，Ｑ，满足 Ｑ ＞ ０，且
Ａ２２ Ｉ
Ｃ２ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｑ Ｐ
Ｐ － 􀭵ε２

ｈ Ｑ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ａ２２ Ｉ
Ｃ２ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ

＋

　 　
Ｂ２ＢＴ

２ Ｂ２ＤＴ

ＤＢＴ
２ ＤＤＴ － γ２Ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＜ ０． （１３）

证明　 定理 ５ 是引理 ２ 的直接结论，在此略去．
定理 ６　 如果 Ｇ（ ｓ，ε） 有有限频段界实的快、慢

传递函数 Ｇｓ（ ｓ） 和 Ｇｆ（ｐ） 且其最小实现分别为（２）、
（３），并且满足（１２）、（１３），则对于足够小的 ε，Ｇ（ ｓ，
ε） 是有限频段界实传递函数， 即全阶系统（１）是有

限频段界实的．

４　 应用举例：两频域尺度平衡模型降阶

本节将研究奇异摄动系统的平衡截断． 给出一

个双频域尺度的平衡实现，即仅在高频段和低频段

保持平衡性，从而在设计的时候能够在低频段、高频

段依次设计；同时，如果主要考虑降阶的复杂性和系

统的高维度，此种设计方法同样能大大降低保守性．
事实上，一个理想的模型降阶模型应该具有如下 ２
个特征：１）能够在感兴趣的频段保留系统的相关特

性；２）根据设计需要能够保留系统响应的性能和

结构．
定理 ７　 如果

Ｂ^ｓ ＝
Ａ^０ Ｂ^０

Ｃ^Ｔ
０ Ｄ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú和 Ｂ^ｆ ＝

Ａ^２２ Ｂ^２

Ｃ^Ｔ
２ Ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú分别是 Ｇｓ（ ｓ） 和

Ｇｆ（ｐ） 的正实平衡截断，其中 Ｂ^ｓ、Ｂ^ｆ 可以从文献［２］
的相关算法得到，则

Ｂ^ ＝
Ａ^０ ０ Ｂ^０

０ Ａ^２２ ／ ε Ｂ^２ ／ ε

Ｃ^Ｔ
０ Ｃ^Ｔ

２ Ｄ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

是两频标的平衡实现且是正实的．
注 １　 定理 ７ 给出的是一个两频标的平衡实现，

即该实现只在低频和高频处保持平衡性，而一个平

衡两频标实现指的是在全频段保持平衡性．
注 ２　 虽然定理 ７ 给出的平衡实现形式与文献

［１６］类似，但其结果是有着本质区别的． 本文在得到

低频段的平衡实现时，根据定理 １ 的结果，只在系统

低频区域内考虑，区别于文献［１６］的全频考虑；同
理，在考虑高频段的平衡实现也一样． 这样带来的好

处是，在设计的时候只需要考虑所关心的频段．

５　 结论

本文结合奇异摄动系统自身特性和工程实际，
提出了有限频段的概念，并根据广义 ＫＹＰ 引理，分
别以线性矩阵不等式形式给出了奇异摄动系统有限

频段正实和界实的充要条件． 最后的应用实例表明，
在特定的问题下，应用有限频段界实和正实定理能

够得到更好的设计效果．
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