
文章编号：１６７４７０７０（２０１３）０１００８６０５

ＷＥＮＯ格式与虚拟单元浸入边界法
在笛卡尔网格中的应用

李自启１　朱君１

摘要

高精度有限差分ＷＥＮＯ格式在结构
网格上处理具有复杂几何外形绕流问题

时较困难，而虚拟单元浸入边界法却是

一种较新颖且对网格的要求较低的方

法，适用于复杂几何外形边界的处理．为
此，在笛卡尔网格上采用 ＷＥＮＯ格式以
求解Ｅｕｌｅｒ守恒律方程，试图将两者有效
结合起来，希望能在笛卡尔网格上处理

具有复杂几何外形的物体绕流问题．最
后，几个经典数值算例的结果验证了该

方法的有效性．
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０　引言

　　在流体力学数值方法的研究中，高精度格式的构造和应用一直
受到人们的重视．Ｈａｒｔｅｎ等［１］提出的 ＥＮＯ格式具有在间断区域分辨
率高，在光滑区域计算精度高等优点．１９９４年，Ｌｉｕ等［２］提出了一种

ＷＥＮＯ格式．在此基础之上，文献［３５］提出了新的ＷＥＮＯ格式，使格
式在光滑区域截断误差更小，在间断区域仍能保持很好的分辨率．

计算流体力学中一个持续的困难是复杂几何外形的网格生成问

题．现存的流场网格生成方法主要包括非结构网格、贴体网格和笛卡
尔网格等方法．笛卡尔网格相对于贴体网格、非结构网格来说，具有
网格生成简单的优势，故本文所有算例均在笛卡尔网格上进行计算．
但此网格一般不适合直接应用于计算具有复杂几何外形的物体绕流

问题（飞行器气动外形设计问题）和运动物体绕流问题（昆虫扑翼，鱼

在水中游动等仿生学问题）．
最近，Ｄａｄｏｎｅ等［６８］系统研究了结构网格中的ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ方法，并

把将之命名为 ＳＴ（ＳｙｍｍｅｔｒｙＴｅｃｈｎｉｑｕｅ）方法以及 ＣＣＳＴ（Ｃｕｒｖａｔｕｒｅ
ＣｏｒｒｅｃｔｅｄＳｙｍｍｅｔｒｙＴｅｃｈｎｉｑｕｅ）方法，这些有效的边界处理方法被推广
用于笛卡尔网格［９１０］，并取名为ＧＢＣＭ（ＧｈｏｓｔＢｏｄｙＣｅｌｌＭｅｔｈｏｄ）方法．
在文献［９］中，此类方法也被用于二维非结构网格，能得到较好的结
果．此外，Ｆｏｒｒｅｒ等［１０１１］提出了一种新的虚拟单元浸入边界方法求解

二维静止与运动物体绕流问题．
本文试图将ＳＴ方法，ＧＢＣＭ方法与高精度有限差分ＷＥＮＯ格式相

结合，在笛卡尔网格上对多个复杂物体绕流问题进行数值模拟．多个算
例的计算结果表明本文所使用的方法具有一定效果，且易于实现．

１　ＷＥＮＯ格式构造

本文仅研究无粘可压流体，考虑二维欧拉方程：
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１１　ＷＥＮＯ格式［４］构造

首先，考虑一维Ｅｕｌｅｒ守恒律方程：
ｕｔ＋ｆ（ｕ）ｘ ＝０． （２）

假设网格点｛ｘｉ｝是等距分布的，即有
ｘｉ＋１－ｘｉ＝ｈ，　ｘｉ＋１２ ＝（ｘｉ＋１＋ｘｉ）／２．

定义Ｉｉ＝［ｘｉ－１２，ｘｉ＋１２］，设 ｋ为时间步长，ｔ
ｎ＋１ ＝

ｔｎ＋ｋ，ｕｎｉ ＝ｕ（ｘｉ，ｔ
ｎ）代表点值，在下文为方便将其

简记为ｕｉ，珔ｕ
ｎ
ｉ ＝

１
ｈ∫Ｉｉｕ（ｘ，ｔ

ｎ）ｄｘ，将式（２）在区域Ｉｉ×

［ｔｎ，ｔｎ＋１］上积分，得

珔ｕｎ＋１ｉ ＝珔ｕｎｉ－
１[ｈ ∫

ｔｎ＋１

ｔｎ
ｆｕｘｉ＋１２，( )( )ｔ ｄｔ－

　　∫
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ｔｎ
ｆｕｘｉ－１２，( )( )ｔ ｄ]ｔ． （３）

这在单元平均值与点值之间建立起一个关系，

本文将利用这一点来得到 ＷＥＮＯ格式．具体构造步
骤如下．

第１步．给出３个小模板Ｓｊ，Ｉｉ∈Ｓｊ（ｊ＝０，１，２）．
其中 Ｓ０ ＝｛Ｉｉ－２，Ｉｉ－１，Ｉｉ｝，Ｓ１ ＝｛Ｉｉ－１，Ｉｉ，Ｉｉ＋１｝，Ｓ２ ＝
｛Ｉｉ，Ｉｉ＋１，Ｉｉ＋２｝．

定义Ｔ＝∪２
ｊ＝０Ｓｊ为模板集．

第２步．在每个小模板 Ｓｊ上定义多项式 ｐｊ（ｘ），
要求满足以下条件（以Ｓ０为例）：

１
ｈ∫Ｉｉ＋ｋｐ０（ｘ）ｄｘ＝珔ｕｉ＋ｋ（ｋ＝－２，－１，０）． （４）

同样，在模板集 Ｔ上有 ４次多项式 Ｑ（ｘ）存在，且
满足

１
ｈ∫Ｉｉ＋ｋＱ（ｘ）ｄｘ＝珔ｕｉ＋ｋ（ｋ＝－２，－１，０，１，２）． （５）

具体构造详见文献［４］．
第３步．计算小模板 Ｓｊ在 Ｉｉ端点处线性权

γ±ｊ（ｊ＝０，１，２）：

Ｑｘｉ＋( )１
２
＝∑

２

ｊ＝０
γ－ｊｐｊｘｉ＋( )１

２
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Ｑｘｉ－( )１
２
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２

ｊ＝０
γ＋ｊｐｊｘｉ－( )１

２
． （７）

线性权的确定依赖于网格的几何分布，与 ｕ在模板
上的取值无关．

ｐｊｘｉ＋( )１
２
＝∑

２

ｋ＝０
ａｊｋ珔ｕｉ＋ｋ－５（ｊ＝０，１，２）， （８）

其中ａｊｋ取法详见文献［４］．
第４步．计算小模板Ｓｊ上的光滑指示器

［４］：
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∫Ｉｊｈ

２ｌ－ (１ ｄｌ
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ｐｊ（ｘ )） ２

ｄｘ（ｊ＝０，１，２）．（９）

由光滑指示器和线性权可得非线性权，具体可参考

文献［４］．
第５步．得到半离散格式：
ｄ
ｄｔｕｉ（ｔ）＝Ｌ（ｕｉ）． （１０）

第６步．使用三阶 ＴＶＤＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ时间离散
公式［４］：
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（１１）

２　ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ方法

利用笛卡尔网格，物体与网格相交，如图 １所
示．本文使用ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ方法需要给出浸入边界（Ｉｍ
ｍｅｒｓｅｄＢｏｕｎｄａｒｙ）内部网格点处的物理量，比如点 Ａ
处的值．最直接最简单的方法就是使用一般的对称
反射边界条件（ＳＴ）：

ρＡ ＝ρＢ，

ｐＡ ＝ｐＢ，

ｖＡ ＝ｖＢ －２（ｖＢ·ｎ）ｎ
{

．

（１２）

这样给出的边界条件能够满足无穿透边界条件

ｖｗａｌｌ·ｎ＝０．Ｆｏｒｒｅｒ等
［１０］对于浸入固体内部的

ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ值建议速度仍然使用一般的反射，而压强
和密度使用如下公式：

ｐＡ ＝ｐ（ｘｗ）＋｜ｘｗ－ｘＡ｜
ｐ（ｘｗ）－ｐ（ｘ

ｈ
ｗ）

ｈ ，

ρＡ ＝ρ（ｘｗ）＋｜ｘｗ－ｘＡ｜
ρ（ｘｗ）－ρ（ｘ

ｈ
ｗ）

ｈ
{ ．

（１３）

这里ｘｈｗ ＝ｘｗ＋ｈｎ，墙压强ｐ（ｘｗ）以及ｐ（ｘ
ｈ
ｗ）通过线

性或双线性插值得到．本文称此方法为 ＦＧＣＭ
（ＦｏｒｒｅｒｓＧｈｏｓｔＣｅｌｌＭｅｔｈｏｄ）．

文献［６８］系统地给出了一个新颖的 ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ
方法（ＧＢＣＭ）处理笛卡尔网格下的静止物体．其中，
ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ物理量在墙附近通过一个法向假想的具
有局部对称分布的熵（Ｓ）与总焓（Ｈ）涡流场来得到，
这种流体模型满足如下法向动量方程：

ｐ
ｎ
＝－ρ（珘ｕ）

２

Ｒ ． （１４）

这里 Ｒ是带符号的局部曲率半径，如果曲率中心在
物体内部就为正，反之则为负．珘ｕ是切向速度，满足

７８
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图１　笛卡尔网格
Ｆｉｇ．１　Ｃａｒｔｅｓｉａｎｍｅｓｈ

无穿透边界条件 ｖｗａｌｌ·ｎ＝０，此外沿着物体的表面

法向强加反对称的熵与总焓的法向导数
Ｓ
ｎ
，
Ｈ
ｎ
．这

种熵与总焓分布使得当流动是无旋时，产生零法向

导数，甚至在墙壁出现涡时也能满足Ｃｒｏｃｃｏ关系．如
图１所示，对于二维问题，采用如下边界条件：
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２
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ｐＡ
ｐ( )
Ｂ

１／γ

，

珘ｕ２Ａ ＝珘ｕ
２
Ｂ ＋

２γ
γ－１

ｐＢ
ρＢ
－
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，

（１５）

这里珘ｕ，珓ｖ分别指切向与法向速度分量．Ｄａｄｏｎｅ等［６８］

比较了ＧＢＣＭ方法与贴体网格下的 ＣＣＳＴ方法以及
二阶压力外插（ＰⅡ）方法，得出 ＧＢＣＭ方法具有和
贴体网格中 ＣＣＳＴ相同的解精度，而且要比 ＰⅡ方
法具有更好的收敛精度．在数值计算中，ＧｈｏｓｔＣｅｌｌ
中心Ａ所对应的法向对称点Ｂ变量的值可以通过一
般插值得到．

３　数值结果

算例１　斜面双马赫反射问题．该问题描述的
是一个强激波入射在与平面成３０°角的斜坡上后发
生的变化，来流是马赫数为１０的强激波，如图２所

示．计算区域取［０，３］×［０，２］，始 于 ｘ＝槡３／１２，激
波垂直 ｘ轴．初始数据的左右状态为 ｕＬ ＝（８，
６６００９，０，５６３５４４）Ｔ，ｕＲ ＝（１４，０，０，２５）

Ｔ．边界
条件处理为左右边界分别取左右状态值．当 ｘ＞

槡３／１２时下边界为反射边界，ｘ≤槡３／１２时，下边界设

图２　初始斜坡
Ｆｉｇ．２　Ｉｎｉｔｉａｌｆｉｇｕｒｅｏｆｓｌｏｐｅ

为左状态；当 ｘ＞ｇ（ｔ）时，上边界取右状态，ｘ≤

ｇ（ｔ）时，上边界取左状态．其中ｇ（ｔ）＝槡３／１２＋１０ｔ．
为便于与水平的密度进行比较，把坐标轴旋转３０°．
图３ａ是用ＳＴ方法求出的斜面双马赫密度等值线，
图３ｂ和图３ｃ是用不同方法求斜面双马赫经过坐标
轴旋转得到的图形．图３中３０条密度等值线的取值
范围为１５～２１５，网格长度为１／２００．

算例２　台阶问题．该问题是Ｅｍｅｒｙ于１９６８年提
出的一个用于检验非线性双曲型守恒律格式的经典

算例．初始数据为管道内充满均匀流 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ）Ｔ ＝
（１４，３，０，１）Ｔ，管道区域为［０，３］×［０，１］，在距左
边界０６处有一高度为０２的台阶，且台阶沿伸到
管道的尽头．上下边界为反射边界，左边界与初始一
致，右边界为出流边界，如图４所示．图５给出了用
不同方法求出的前台阶密度等值线，取３０条密度等
值线，取值范围是０３２～６７５，网格长度为１／１００．

算例 ３　ＮＡＣＡ００１２翼型跨声速绕流问题．
Ｍａ∞ ＝０８５，攻角α＝１０°．图６和图７分别给出了
来流马赫数与表面压力系数．其中，３０条马赫数等
值线的取值范围是网格长度为１／１００．

４　结论

本文使用的有限差分 ＷＥＮＯ格式较适合计算
含有强间断或含复杂光滑解结构的问题，能在光滑

区域保持时空一致高阶精度．对于计算具有复杂几
何外形的物体绕流问题，贴体网格和非结构网格的

生成较为困难，且其能用的高精度计算格式较难构

造．为此，本文采用虚拟单元浸入边界处理方法使在
笛卡尔网格上对上述问题的高精度数值模拟成为可

能．本文将此两种方法结合在一起并进行了相应的
数值试验，得到了较好的数值结果．
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图３　双马赫密度等值线
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图４　前台阶
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