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二阶奇异动力系统的非平凡周期解
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０　引言

　　考虑如下二阶动力系统非平凡Ｔ周期解的存在性：
ｘ̈＋ｋ２ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）＋ｅ（ｔ）， （１）

其中ｋ∈（０，π／Ｔ），非线性项ｆ∈Ｃ（（Ｒ／ＴＺ）×ＲＮ＼｛０｝，ＲＮ），ｘ（ｔ）＝
（ｘ１（ｔ），…，ｘＮ（ｔ））∈ Ｃ

２（Ｒ／ＴＺ，ＲＮ），ｅ（ｔ）∈ Ｃ（Ｒ／ＴＺ，ＲＮ）．如果
ｘ∈Ｃ２（Ｒ／ＴＺ，ＲＮ）满足（１）且对于所有的ｔ有ｘ（ｔ）≠０，则称ｘ为式
（１）的非平凡解．这里用Ｃ（Ｒ／ＴＺ，Ｒ）表示Ｔ周期的连续函数空间．

本文主要考虑式（１）在ｘ＝０具有排斥的奇性的情况，如果从物
理学的角度解释，这意味着：

ｌｉｍ
ｘ→０＋
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｔ，ｘ）＝＋∞，关于ｔ一致的成立．

需要指出的是这里的奇性要比文献［１２］中所理解的广泛，因为
不需要向量值函数ｆ（ｔ，ｘ）的每一个分量在ｘ＝０都具有奇性，而这在
文献［１２］中是必须的．

奇异动力系统周期解的存在性在过去２０年吸引了很多学者的关
注［１３］．一个很重要的假设是由数学家 Ｇｏｒｄｏｎ在文献［４］中所引入的
强制性条件．如果强制性条件成立，则称系统具有强奇性，反之称之
为弱奇性．与强奇性相比，弱奇性的研究要相对晚些，但是近几年也
取得了一系列比较重要的成果［５８］．本文受到文献［１，９］的启发，所得
到的新结果在下面２个方面改进了文献［１，９］的工作：１）不需要非线
性ｆ的每一个分量具有奇性；２）不需要ｅ是非负的．

本文先陈述一些预备知识，后应用 ＬｅｒａｙＳｃｈａｕｄｅｒ二择一原理证
明本文的主要结果．为了解释新的结果，还将考虑例子

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝ａ（ｔ）
｜ｘ｜α

＋μｂ（ｔ）｜ｘ｜β＋ｅ１（ｔ），

ｙ̈＋ｋ２ｙ＝ａ（ｔ）
｜ｘ｜α

＋μｂ（ｔ）｜ｘ｜β＋ｅ２（ｔ{ ）

（２）

和

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝ａ（ｔ）
｜ｘ｜α

＋ｅ１（ｔ），

ｙ̈＋ｋ２ｙ＝μｂ（ｔ）｜ｘ｜β＋ｅ２（ｔ）
{

．
（３）

其中ａ，ｂ，ｅ１，ｅ２∈Ｃ［０，Ｔ］，α，β＞０，μ∈Ｒ是参数．　　　　



１　预备知识

首先引入一些符号．给定本性有界函数ｐ，用ｐ

和ｐ分别表示其本性上界和本性下界．用‖·‖表
示Ｃ［０，Ｔ］的最大值模，令Ｘ＝Ｃ［０，Ｔ］×…×Ｃ［０，
Ｔ］（Ｎ次），如果ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），…，ｘＮ（ｔ））∈Ｘ，则
对应的范数是

｜ｘ｜＝∑
Ｎ

ｉ＝１
‖ｘｉ‖ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｍａｘ
ｔ
｜ｘｉ（ｔ）｜，

显然Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间．
本文将假定０＜ｋ＜π／Ｔ，这等价于线性方程
ｘ̈＋ｋ２ｘ＝０ （４）

在周期边值条件

ｘ（０）＝ｘ（Ｔ），　ｘ（０）＝ｘ（Ｔ） （５）
下满足反极值原理．在此情形下，线性系统（４）是非
共振的，且式（４）—（５）所对应的格林函数 Ｇ（ｔ，ｓ）
是正的，即Ｇ（ｔ，ｓ）＞０对于所有的ｔ，ｓ都成立．事实
上，格林函数具有如下形式：

Ｇ（ｔ，ｓ）＝
ｓｉｎｋ（ｔ－ｓ）＋ｓｉｎｋ（Ｔ－ｔ＋ｓ）

２ｋ（１－ｃｏｓｋＴ） ，　０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ，

ｓｉｎｋ（ｓ－ｔ）＋ｓｉｎｋ（Ｔ－ｓ＋ｔ）
２ｋ（１－ｃｏｓｋＴ） ，　０≤ｔ≤ｓ≤Ｔ{ ，

并且

ｍ＝１２ｋｃｏｔ
ｋＴ
２≤Ｇ（ｔ，ｓ）≤

１

２ｋｓｉｎｋＴ２

＝Ｍ，　０≤ｓ，ｔ≤Ｔ．

本文将用如下符号

σ＝ｍＭ ＝ｃｏｓ
ｋＴ
２， （６）

显然０＜σ＜１．另一个重要事实是

∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｄｓ＝１

ｋ２
．

下一节主要定理的证明将用到下面的二择一

原理．
引理１［１０］　假设Ω是赋范空间Ｘ中凸集Ｋ的一

个相对紧子集，０∈Ω，Ａ：珚Ω→Ｋ是一个连续紧映射．
则下面的两个结果有且只有一个成立：

１）Ａ 在珚Ω中有一个不动点；
２）存在ｘ∈Ω和０＜λ＜１使得ｘ＝λＡｘ．

２　主要结论

用

γ（ｔ）＝∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｅ（ｓ）ｄｓ （７）

来表示线性系统

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝ｅ（ｔ）
的唯一Ｔ周期解．通过观察，一个重要的事实是：如
果系统

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ）＋γ（ｔ）） （８）
有一个Ｔ周期解ｘ（ｔ），则ｙ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋γ（ｔ）是（１）
的Ｔ周期解，因此本文将考虑系统（８）．定义算子Ａ：
Ｘ→Ｘ

（Ａｘ）（ｔ）＝∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ．（９）

显然算子Ａ的不动点正是（８）的Ｔ周期解．
本节还将使用如下符号：

Γ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
γｉ（ｔ），Λ（ｔ）＝∑

Ｎ

ｉ＝１
｜γｉ（ｔ）｜．

定理１　假设ｆ∈Ｃ（（Ｒ／ＴＺ）×ＲＮ＼｛０｝，ＲＮ），
ｅ∈Ｃ（Ｒ／ＴＺ，ＲＮ）且Γ ≥０，存在常数ｒ＞０满足

（Ｈ１）存在连续函数φｒ＋Λ ０（即φｒ＋Λ（ｔ）≥０
对于几乎所有的 ｔ∈ ［０，Ｔ］成立，且在某一正测度
集上取正值）使得：

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｔ，ｘ）≥φｒ＋Λ（ｔ），对所有的０≤ｔ≤Ｔ和

ｘ：０＜｜ｘ｜≤ｒ＋Λ 成立．
（Ｈ２）存在（０，∞）上的连续非负函数 ｇ（·），

ｈ（·），使得对于所有的ｔ和ｘ：０＜｜ｘ｜≤ｒ＋Λ，有
ｆｉ（ｔ，ｘ）≥０，　ｉ＝１，２，…，Ｎ，

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｔ，ｘ）≤ｇ（｜ｘ｜）＋ｈ（｜ｘ｜），

其中ｇ（·）＞０是单调不增函数，ｈ（·）／ｇ（·）是单调
不减函数．

（Ｈ３）下面不等式成立：

１
ｋ２
ｇ（σｒ＋Γ）１＋

ｈ（ｒ＋Λ）
ｇ（ｒ＋Λ{ }） ＜ｒ，

则系统（１）至少有一个非平凡的Ｔ周期解．
证明　只需证明系统（８）有非平凡 Ｔ周期解．

由于条件（Ｈ３）成立，可以选择ｎ０∈｛１，２，…｝满足
１
ｎ０
＜σｒ＋Γ 和

１
ｋ２
ｇ（σｒ＋Γ）１＋

ｈ（ｒ＋Λ）
ｇ（ｒ＋Λ{ }）＋

１
ｎ０
＜ｒ．

令Ｎ０ ＝｛ｎ０，ｎ０＋１，…｝．对于ｎ∈Ｎ０，考虑系统

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝λｆｎ（ｔ，ｘ（ｔ）＋γ（ｔ））＋ｋ
２

ｎＮ， （１０）

这里λ∈［０，１］，

２８
廖芳芳，等．二阶奇异动力系统的非平凡周期解．

ＬＡＯＦａｎｇｆａｎｇ，ｅｔａｌ．Ｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｓｉｎｇｕｌａｒｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ．



ｆｎ（ｔ，ｘ）＝
ｆ（ｔ，ｘ）， ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ≥

１
ｎ，

珓ｆ（ｔ，ｘ）， ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ＜

１
ｎ

{ ．
（１１）

其中函数珓ｆ的选取使得ｆｎ（ｔ，ｘ）对于（ｔ，ｘ）∈［０，Ｔ］×
ＲＮ是连续的．显然求解（１０）等价于下面的不动点
问题

ｘ（ｔ）＝λ（Ｔｎｘ）（ｔ）＋１ｎＮ， （１２）

其中算子Ｔｎ为

（Ｔｎｘ）（ｔ）＝∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆｎ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ．

现在首先证明：对于任意的λ∈［０，１］，式（１２）
的任何不动点ｘ都满足 ｜ｘ｜≠ ｒ．事实上，假设不成
立，设ｘ是式（１２）对应于某一λ∈［０，１］的不动点，
且｜ｘ｜＝ｒ．利用格林函数 Ｇ（ｔ，ｓ）的正性，对于每一
个 ｉ＝１，２，…，Ｎ，有

ｘｉ（ｔ）≥０对所有的０≤ｔ≤Ｔ成立．
此外，

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｔ）－

１
ｎ＝

λ∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｆｎｉ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ≥

λｍ∫
Ｔ

０
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｎｉ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ＝

σＭλ∫
Ｔ

０
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｎｉ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ≥

σｍａｘ
ｔ
λ∫

Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｆｎｉ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄ{ }ｓ＝

σ‖∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－

１
ｎ‖．

从而，对于所有的ｔ，有

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｔ）≥σ‖∑

Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ－

１
ｎ‖ ＋

１
ｎ≥

　　σ｜ｘ｜－１( )ｎ ＋
１
ｎ≥σｒ．

既然
１
ｎ≤

１
ｎ０
＜σｒ＋Γ，于是

∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）＋γｉ（ｔ））≥σｒ＋Γ ＞

１
ｎ．

这表明

ｆｎ（ｔ，ｘ（ｔ）＋γ（ｔ））＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ）＋γ（ｔ））．
利用条件（Ｈ２），有

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｔ）＝λ∫

Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ＋

１
ｎ≤

∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｇ∑

Ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ（ｓ）＋γｉ（ｓ）( )｜·

１＋
ｈ∑

Ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ（ｓ）＋γｉ（ｓ）( )｜

ｇ∑
Ｎ

ｉ＝１
｜ｘｉ（ｓ）＋γｉ（ｓ）( ){ }｜ ｄｓ＋１ｎ≤

１
ｋ２
ｇ（σｒ＋Γ）１＋

ｈ（ｒ＋Λ）
ｇ（ｒ＋Λ{ }）＋

１
ｎ０
．

故有

ｒ＝｜ｘ｜≤ １
ｋ２
ｇ（σｒ＋Γ）１＋

ｈ（ｒ＋Λ）
ｇ（ｒ＋Λ{ }）＋

１
ｎ０
，

这与ｎ０的选择相矛盾，从而上面的结论得证．
利用引理１可知

ｘ（ｔ）＝（Ｔｎｘ）（ｔ）＋１ｎＮ， （１３）

在 Ｂｒ＝｛ｘ∈Ｘ：｜ｘ｜＜ｒ｝里有一个不动点，用ｘ
ｎ表

示，即系统

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝ｆｎ（ｔ，ｘ（ｔ）＋γ（ｔ））＋ｋ
２

ｎＮ （１４）

有一个Ｔ周期解ｘｎ且满足｜ｘｎ｜＜ｒ．又由于

∑
Ｎ

ｉ－１
ｘｎｉ（ｔ）≥

１
ｎ＞０，对于所有的ｔ∈［０，Ｔ］，

所有ｘｎ是（１４）的非平凡Ｔ周期解．
为了从系统（１４）的解ｘｎ得到原系统（８）的解，

需要证明：存在一常数Ｈ＞０，对于所有的ｎ≥ｎ０，有
｜ｘｎ｜≤Ｈ． （１５）

为此，对于每一个 ｉ＝１，…，Ｎ，利用周期边值条件，
存在ｔｉ∈［０，Ｔ］使得 ｘ

ｎ
ｉ（ｔｉ）＝０．从０到Ｔ对（１４）积

分，得

ｋ２∫
Ｔ

０
ｘｎ（ｔ）ｄｔ＝∫

Ｔ

０
ｆｎ（ｔ，ｘｎ（ｔ）＋γ（ｔ））＋ｋ

２[ ]ｎＮｄｔ．
因此，

｜ｘｎ｜＝∑
Ｎ

ｉ＝１
‖ｘｎｉ‖ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
ｍａｘｔ∫

ｔ

ｔｉ
ｘ̈ｎｉ（ｓ）ｄｓ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｍａｘｔ∫

ｔ

ｔｉ
ｆｎｉ（ｓ，ｘｎ（ｓ）＋γ（ｓ））＋

ｋ２
ｎＮ－ｋ

２ｘｎｉ（ｓ[ ]）ｄｓ≤

∑
Ｎ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｆｎｉ（ｓ，ｘｎ（ｓ）＋γ（ｓ））＋

ｋ２[ ]ｎＮｄｓ＋ｋ２∑
Ｎ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｘｎｉ（ｓ）ｄｓ＝

２ｋ２∑
Ｎ

ｉ＝１
∫
Ｔ

０
ｘｎｉ（ｓ）ｄｓ＜２Ｎｋ

２ｒＴ＝Ｈ．

最后证明：存在不依赖于ｎ∈Ｎ０的常数δ＞０，使得

∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｎｉ（ｔ）＋γｉ（ｔ））≥δ，　０≤ｔ≤Ｔ． （１６）

事实上，由于（Ｈ１）成立，存在连续函数 φｒ＋Λ（ｔ）
０满足：

３８
学报：自然科学版，２０１３，５（１）：８１８５

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１３，５（１）：８１８５



∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｔ，ｓ）≥φｒ＋Λ（ｔ），对于所有的０≤ｔ≤Ｔ和

ｘ：＜ｘ０≤｜ｒ＋｜Λ 成立．
令ｘｒ＋Λ（ｔ）是

ｘ̈＋ｋ２ｘ＝Φ（ｔ）
的唯一 Ｔ周期解，其中 Φ（ｔ） ＝（φｒ＋Λ（ｔ），…，
φｒ＋Λ（ｔ））

Ｔ．同时令

Ａ ＝ｍｉｎｔ∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）φｒ＋Λ（ｓ）ｄｓ，

取δ＝Ａ ＋Γ ＞０，由于

∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｎｉ（ｔ）＋γｉ（ｔ））＝

∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）∑

Ｎ

ｉ＝１
ｆｎｉ（ｓ，ｘ

ｎ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ＋Γ（ｔ）＋１ｎ≥

∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）φｒ＋Λ（ｓ）ｄｓ＋Γ（ｔ）≥Ａ ＋Γ ＝δ，

则不等式（１６）成立．
利用事实｜ｘｎ｜＜ｒ和式（１５），可以知道对于每

一个ｉ＝１，２，…，Ｎ，｛ｘｎｉ｝ｎ∈Ｎ０是［０，Ｔ］上的一致有界
和等度连续函数列．利用 ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理，
｛ｘｎｉ｝ｎ∈Ｎ０有一个收敛的子列，这里用｛ｘ

ｎｋ
ｉ｝ｋ∈Ｎ表示，

并设其收函数ｘｉ∈Ｃ［０，Ｔ］．令ｘ＝（ｘ１，…，ｘＮ），则ｘ
满足

δ≤∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ（ｔ）＋γｉ（ｔ））≤ｒ＋Λ．

此外，ｘｎｋ满足积分方程

ｘｎｋ（ｔ）＝∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｘｎｋ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ＋ １ｎｋＮ

．

令ｋ→∞，得到

ｘ（ｔ）＝∫
Ｔ

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ）＋γ（ｓ））ｄｓ．

于是ｘ是系统（８）的非平凡Ｔ周期解．
推论１　假设α，β＞０，ａ（ｔ），ｂ（ｔ）都是连续的

正函数，则对于每一个 ｅ１，ｅ２∈ Ｃ（Ｒ／ＴＺ，Ｒ）满足
Γ ≥０：
１）如果β＜１，则对于所有的μ＞０，系统（２）或

（３）至少有一个非平凡的Ｔ周期解．
２）如果β≥１，则存在一常数μ１ ＞０，使得对于

所有的０＜μ＜μ１，系统（２）或（３）至少有一个非平
凡的Ｔ周期解；

证明　这里仅仅考虑系统（２），关于系统（３）的
证明类似．应用定理２，对于ｓ∈Ｒ，ｓ＞０，选取

ｇ（ｓ）＝２ａｓ－α，
ｈ（ｓ）＝２μｂｓβ，
φｒ＋Λ（ｔ）＝２ａ（ｒ＋Λ

）－α．

容易看出条件（Ｈ１）和（Ｈ２）满足，同时条件（Ｈ３）变
为：存在某一正数ｒ＞０满足

μ＜
ｋ２ｒ（σｒ＋Γ）

α－２ａ

２ｂ（ｒ＋Λ）α＋β
．

从而当

０＜μ＜μ１：＝ｓｕｐ
ｒ＞０

ｋ２ｒ（σｒ＋Γ）
α－２ａ

２ｂ（ｒ＋Λ）α＋β

成立时，条件（Ｈ３）满足．注意到当β＜１时，μ１ ＝∞，
而当β≥１时，μ１ ＜∞．

结论得证．
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