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动态调节模型的三阶段最小二乘辨识方法

王杰１　初燕云２

摘要

针对动态调节模型提出一种三阶段

最小二乘辨识方法．先将模型变换为
ＣＡＲＭＡ模型，估计出变换后的 ＣＡＲＭＡ
模型参数，再利用已得到的参数估计依

次辨识原模型中的系统模型参数和噪声

模型参数．该方法原理简单，有效可行．
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０　引言

　　实际系统经常存在干扰作用，且这些干扰往往是有色噪声．对于
有色噪声干扰下的动态调节模型可用多种辨识方法来估计其参数．
文献［１］使用 ＣＡＲＭＡ模型的增广最小二乘的辨识思想，通过增加参
数向量维数，针对 ＣＡＲＡＲ模型和 ＣＡＲＡＲＭＡ模型，提出了递推广义
最小二乘算法和递推广义增广最小二乘算法．文献［２３］分别基于估
计的噪声模型滤波器，对输入和输出数据进行预滤波，将有色噪声系

统化为近似白噪声系统，提出了基于数据滤波的递推最小二乘算法，

但算法的精度有待提高．文献［４］提出的多新息广义随机梯度算法具
有较高的参数估计精度和较好的收敛性．文献［５］基于递阶辨识和交
互估计理论提出最小二乘迭代辨识方法，改进了参数估计精度，其迭

代算法在每一步计算中，同时利用了系统所有量测数据信息，因而具

有更高的参数估计精度和更快的收敛速度，但计算量有所增加．收敛
速度的加快使得迭代算法通常需要几步或者几十步就能达到较高辨

识精度，而相对应的递推算法则需要几千步递推才能达到同样的辨

识精度，参见ＣＡＲＭＡ模型和ＯＥ类模型的迭代算法与递推算法的比
较［６７］．文献［８］针对Ｈａｍｍｅｒｓｔｅｉｎ非线性动态调节模型提出一种基于
数据滤波的递推广义最小二乘算法．

丁锋教授在他发表的系列论文［９１５］中，详细论述了系统辨识的基

本概念、基本模型和多种辨识方法．本文针对ＣＡＲＡＲ模型，提出一种
参数的间接辨识方法———三阶段最小二乘辨识方法．本文所提出的
算法的优势在于算法的原理简单易懂，算法的计算量适中、辨识精

度高．

１　三阶段最小二乘算法

１１　模型变换
考虑如下动态调节模型：

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ １
Ｃ（ｚ）ｖ（ｔ）， （１）

其中ｕ（ｔ）为系统的输入，ｙ（ｔ）为系统的输出，ｖ（ｔ）为零均值、不相关
随机白噪声（不可测），Ａ（ｚ）、Ｂ（ｚ）和Ｃ（ｚ）均为单位后移算子ｚ－１的多
项式［ｚ－１ｙ（ｔ）＝ｙ（ｔ－１）］．假设模型阶次已知，且

Ａ（ｚ）＝１＋ａ１ｚ
－１＋ａ２ｚ

－２＋… ＋ａｎａｚ
－ｎａ，



　　　　　　Ｂ（ｚ）＝ｂ１ｚ
－１＋ｂ２ｚ

－２＋… ＋ｂｎｂｚ
－ｎｂ，

Ｃ（ｚ）＝１＋ｃ１ｚ
－１＋ｃ２ｚ

－２＋… ＋ｃｎｃｚ
－ｎｃ．

令

Ｆ（ｚ）：＝Ａ（ｚ）Ｃ（ｚ）＝
　　１＋ｆ１ｚ

－１＋ｆ２ｚ
－２＋… ＋ｆｎａ＋ｎｃｚ

－（ｎａ＋ｎｃ），

Ｇ（ｚ）：＝Ｂ（ｚ）Ｃ（ｚ）＝
　　ｇ１ｚ

－１＋ｇ２ｚ
－２＋… ＋ｇｎｂ＋ｎｃｚ

－（ｎｂ＋ｎｃ）










，

（２）

则模型（１）可化为如下ＣＡＲ模型
Ｆ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｇ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｖ（ｔ）． （３）
定义参数向量和信息向量分别为

θｆ＝［ｆ１，ｆ２，…，ｆｎａ＋ｎｃ，ｇ１，ｇ２，…，ｇｎｂ＋ｎｃ］
Ｔ．

φ（ｔ）：＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ－ｎｃ），
ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ－ｎｃ）］

Ｔ．
则模型（３）可表示成如下向量形式：

ｙ（ｔ）＝φＴ（ｔ）θｆ＋ｖ（ｔ）．
根据最小二乘原理，推出如下的参数 θ的递推

最小二乘算法

θ^ｆ（ｔ）＝θ^ｆ（ｔ－１）＋Ｌ（ｔ）［ｙ（ｔ）－φ
Ｔ（ｔ）^θｆ（ｔ－１）］，

Ｌ（ｔ）＝Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）［１＋φＴ（ｔ）Ｐ（ｔ－１）φ（ｔ）］－１，
Ｐ（ｔ）＝［Ｉ－Ｌ（ｔ）φＴ（ｔ）］Ｐ（ｔ－１），　Ｐ（０）＝ｐ０Ｉ，
φ（ｔ）＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ－ｎｃ），

ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ－ｎｃ）］
Ｔ．

θ^ｆ（ｔ）＝［^ｆ１（ｔ），^ｆ２（ｔ），…，^ｆｎａ＋ｎｃ（ｔ），^ｇ１（ｔ），

ｇ^２（ｔ），…，^ｇｎｂ＋ｎｃ（ｔ）］
Ｔ，

得到参数ｆｉ，ｇｊ的估计值．

１２　原系统的系统模型参数ａｉ，ｂｊ的辨识
由式（２）可知Ｆ（ｚ）Ｂ（ｚ）＝Ｇ（ｚ）Ａ（ｚ），即

［１＋ｆ１ｚ
－１＋…＋ｆｎａ＋ｎｃｚ

－（ｎａ＋ｎｃ）］×（ｂ１ｚ
－１＋…＋ｂｎｂｚ

－ｎｂ）＝

［ｇ１ｚ
－１＋… ＋ｇｎｂ＋ｎｃｚ

－（ｎｂ＋ｎｃ）］×

（１＋ａ１ｚ
－１＋… ＋ａｎａｚ

－ｎａ）． （４）

比较式（４）等号两侧 ｚ－１同次幂的系数，可得到
下列一组方程：

ｚ－１：ｇ１＝ｂ１，

ｚ－２：ｇ２＝－ｇ１ａ１＋ｆ１ｂ１＋ｂ２，

ｚ－３：ｇ３＝－ｇ２ａ１－ｇ１ａ２＋ｆ２ｂ１＋ｆ１ｂ２＋ｂ３，



ｚ－（ｎｂ＋ｎｃ）：ｇｎｂ＋ｎｃ ＝－ｇｎｂ＋ｎｃ－１ａ１－ｇｎｂ＋ｎｃ－２ａ２＋… ＋

　ｇｎｂ＋ｎｃ－ｎａａｎａ＋ｆｎｂ＋ｎｃ－１ｂ１＋ｆｎｂ＋ｎｃ－２ｂ２＋… ＋ｆｎｃｂｎｂ，



ｚ－（ｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ）：０＝－ｇｎｂ＋ｎｃａｎａ＋ｆｎａ＋ｎｃｂｎｂ



















．

（５）

其中ｉ≤０或ｉ＞ｎａ＋ｎｃ时，ｆｉ＝０；ｊ≤０或ｊ＞ｎｂ＋
ｎｃ时，ｇｊ＝０．

定义

θｓ：＝［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］
Ｔ∈Ｒｎａ＋ｎｂ，

Ｙ１：＝［ｇ１，ｇ２，…，ｇｎｂ＋ｎｃ，０，…，０］
Ｔ∈Ｒｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ，

Ｈｆ：＝

１ ０ ０ … ０
ｆ１ １ ０ … ０

ｆ２ ｆ１ １  

 ｆ１  ０

ｆｎａ＋ｎｃ  １

０ ｆ１
  

０ … ｆｎａ＋ｎ


























ｃ

∈Ｒ（ｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ）×ｎｂ，

Ｈｇ：＝

０ ０ … ０
ｇ１ ０ … ０

ｇ２ ｇ１ … ０

  

ｇｎｂ＋ｎｃ ｇ１
０ ｇｎｂ＋ｎｃ ｇ２
  

０ ０ … ｇｎｂ＋ｎ


























ｃ

∈Ｒ（ｎａ＋ｎｂ＋ｎｃ）×ｎａ，

Ｈ１：＝［－Ｈｇ，Ｈｆ］，
则方程组（５）可整理为下面的矩阵形式

Ｙ１ ＝Ｈ１θｓ． （６）
用 θ^ｆ（ｔ）中的估计值 ｆ^ｉ，^ｇｊ来代替Ｙ１，Ｈ１中的ｆｉ，

ｇｊ，代替后的Ｙ１，Ｈ１分别记为 Ｙ^１，^Ｈ１，由式（６）可得
到θｓ的最小二乘估计

θ^ｓ＝（^Ｈ
Ｔ
１Ｈ^１）

－１Ｈ^Ｔ１Ｙ^１．
即得到了系统模型参数ａｉ，ｂｊ的估计值 ａ^ｉ，^ｂｊ．

１３　原系统的噪声模型参数ｃｋ的辨识
代入式（２）中的变量Ａ（ｚ）、Ｂ（ｚ）和Ｃ（ｚ）得到，

（１＋ａ１ｚ
－１＋… ＋ａｎａｚ

－ｎａ）×（１＋ｃ１ｚ
－１＋… ＋ｃｎｃｚ

－ｎｃ）＝

１＋ｆ１ｚ
－１＋ｆ２ｚ

－２＋… ＋ｆｎａ＋ｎｃｚ
－（ｎａ＋ｎｃ）， （７）

（ｂ１ｚ
－１＋… ＋ｂｎｂｚ

－ｎｂ）×（１＋ｃ１ｚ
－１＋… ＋ｃｎｃｚ

－ｎｃ）＝

ｇ１ｚ
－１＋ｇ２ｚ

－２＋… ＋ｇｎａ＋ｎｃｚ
－（ｎａ＋ｎｃ）． （８）

分别比较式（７）、（８）等号两侧 ｚ－１同次幂的系数，可
得到两组方程，分别表示为如下矩阵形式：

Ｙ２ ＝Ｈ２θｎ， （９）
Ｙ３ ＝Ｈ３θｎ． （１０）

其中θｎ：＝［ｃ１，ｃ２，…，ｃｎｃ］
Ｔ，θｎ为噪声参数向量，

６５
王杰，等．动态调节模型的三阶段最小二乘辨识方法．

ＷＡＮＧＪｉｅ，ｅｔａｌ．ＡｔｈｒｅｅｓｔａｇｅＬＳｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｄｙｎａｍｉｃａｌａｄｊｕｓｔｉｎｇｍｏｄｅｌｓ．



Ｙ２：＝［ｆ１－ａ１，ｆ２－ａ２，…，ｆｎａ－ａｎａ，ｆｎａ＋１，

　　ｆｎａ＋２，…，ｆｎａ＋ｎｃ］
Ｔ∈Ｒｎａ＋ｎｃ，

Ｙ３：＝［ｇ１－ｂ１，ｇ２－ｂ２，…，ｇｎｂ－ｂｎｂ，ｇｎｂ＋１，

　　ｇｎｂ＋２，…，ｇｎｂ＋ｎｃ］
Ｔ∈Ｒｎｂ＋ｎｃ，

Ｈ２：＝

１ ０ ０ … ０
ａ１ １ ０ … ０

ａ２ ａ１ １  

 ａ１  ０

ａｎａ  １

０ ａ１
  

０ … ａｎ


























ａ

∈Ｒ（ｎａ＋ｎｃ）×ｎｃ，

Ｈ３：＝

０ ０ … ０
ｂ１ ０ … ０

ｂ２ ｂ１ … ０

  

ｂｎｂ ｂ１
０ ｂｎｂ ｂ２
  

０ ０ … ｂｎ


























ｂ

∈Ｒ（ｎｂ＋ｎｃ）×ｎｃ．

用 θ^ｆ（ｔ），^θｓ中的估计值 ｆ^ｉ，^ｇｊ，^ａｉ，^ｂｊ分别代替Ｙ２，
Ｙ３，Ｈ２，Ｈ３中的ｆｉ，ｇｊ，ａｉ，ｂｊ，由式（９）、（１０）可得到两
组θｎ的估计值

θ^ｎ１ ＝（^Ｈ２
ＴＨ^２）

－１Ｈ^２
ＴＹ^２ ＝［^ｃ１１，^ｃ１２，…，^ｃ１ｎｃ］

Ｔ，

θ^ｎ２ ＝（^Ｈ３
ＴＨ^３）

－１Ｈ^３
ＴＹ^３ ＝［^ｃ２１，^ｃ２２，…，^ｃ２ｎｃ］

Ｔ．
采用平均值原理，取两组估计值的平均值为参数 θｎ
的最后估计值

θ^ｎ ＝
θ^ｎ１＋θ^ｎ２
２ ，

即得到了系统噪声模型参数ｃｋ的估计值 ｃ^ｋ．

２　递推广义最小二乘法

作为与三阶段最小二乘法的比较，下面简单给

出模型（１）的递推广义最小二乘法．
令

ｗ（ｔ）＝ １
Ｃ（ｚ）ｖ（ｔ），

则模型（１）变为
Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ｗ（ｔ）．

所以有

ｗ（ｔ）＝－ｃ１ｗ（ｔ－１）－ｃ２ｗ（ｔ－２）－…－ｃｎｃｗ（ｔ－ｎｃ）＋ｖ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝－ａ１ｙ（ｔ－１）－ａ２ｙ（ｔ－２）－… －ａｎａｙ（ｔ－ｎａ）＋
ｂ１ｕ（ｔ－１）＋ｂ２ｕ（ｔ－２）＋…＋ｂｎｂｕ（ｔ－ｎｂ）＋ｗ（ｔ），（１１）

ｙ（ｔ）＝－ａ１ｙ（ｔ－１）－… －ａｎａｙ（ｔ－ｎａ）＋
ｂ１ｕ（ｔ－１）＋… ＋ｂｎｂｕ（ｔ－ｎｂ）－
ｃ１ｗ（ｔ－１）－… －ｃｎｃｗ（ｔ－ｎｃ）＋ｖ（ｔ）， （１２）

定义参数向量和信息向量分别为

θｓ：＝［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ］
Ｔ，

θ：＝［ａ１，ａ２，…，ａｎａ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎｂ，ｃ１，ｃ２，…，ｃｎｃ］
Ｔ，

ψｓ（ｔ）：＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ），
　　ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ，

ψ（ｔ）：＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ），
　　ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ），
　　 －ｗ（ｔ－１），－ｗ（ｔ－２），…，－ｗ（ｔ－ｎｃ）］

Ｔ，

则式（１１）和式（１２）可表示成如下向量形式：
ｙ（ｔ）＝ψＴｓ（ｔ）θｓ＋ｗ（ｔ），
ｙ（ｔ）＝ψＴ（ｔ）θ＋ｖ（ｔ）．
根据最小二乘原理和辅助模型思想，得到如下

的参数θ的递推广义最小二乘算法：
θ^（ｔ）＝θ^（ｔ－１）＋Ｌ１（ｔ）［ｙ（ｔ）－ψ

Ｔ（ｔ）^θ（ｔ－１）］，
Ｌ１（ｔ）＝Ｐ１（ｔ－１）ψ（ｔ）［１＋ψ

Ｔ（ｔ）Ｐ１（ｔ－１）ψ（ｔ）］
－１，

Ｐ１（ｔ）＝［Ｉ－Ｌ１（ｔ）ψ
Ｔ（ｔ）］Ｐ１（ｔ－１），Ｐ１（０）＝ｐ１０Ｉ，

θ^ｓ（ｔ）＝θ^（ｔ）［１：ｎａ＋ｎｂ］，
ｗ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－ψＴｓ（ｔ）^θｓ（ｔ），

ψ（ｔ）：＝［－ｙ（ｔ－１），…，－ｙ（ｔ－ｎａ），ｕ（ｔ－１），…，
ｕ（ｔ－ｎｂ），－ｗ^（ｔ－１），…，－ｗ^（ｔ－ｎｃ）］

Ｔ，

ψｓ（ｔ）：＝［－ｙ（ｔ－１），－ｙ（ｔ－２），…，－ｙ（ｔ－ｎａ），
ｕ（ｔ－１），ｕ（ｔ－２），…，ｕ（ｔ－ｎｂ）］

Ｔ，

θ^（ｔ）＝［^ａ１（ｔ），^ａ２（ｔ），…，^ａｎａ（ｔ），^ｂ１（ｔ），^ｂ２（ｔ），…，
ｂ^ｎｂ（ｔ），^ｃ１（ｔ），^ｃ２（ｔ），…，^ｃｎｃ（ｔ）］

Ｔ，

θ^ｓ（ｔ）＝［^ａ１（ｔ），^ａ２（ｔ），…，^ａｎａ（ｔ），^ｂ１（ｔ），^ｂ２（ｔ），…，
ｂ^ｎｂ（ｔ）］

Ｔ．

３　仿真例子

动态调节模型仿真例子如下：

Ａ（ｚ）ｙ（ｔ）＝Ｂ（ｚ）ｕ（ｔ）＋ １
Ｃ（ｚ）ｖ（ｔ），

Ａ（ｚ）＝１＋ａ１ｚ
－１＋ａ２ｚ

－２＝１－０９０ｚ－１＋０２０ｚ－２，
Ｂ（ｚ）＝ｂ１ｚ

－１＋ｂ２ｚ
－２ ＝－０４０ｚ－１＋０３５ｚ－２，

Ｃ（ｚ）＝１＋ｃ１ｚ
－１ ＝１＋０７８ｚ－１．

θ＝［ａ１，ａ２，ｂ１，ｂ２，ｃ１］
Ｔ ＝

　　［－０９０，０２０，－０４０，０３５，０７８］Ｔ．
仿真时，系统输入 ｛ｕ（ｔ）｝采用零均值、单位方

７５
学报：自然科学版，２０１３，５（１）：５５５９

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２０１３，５（１）：５５５９



差、不相关可测随机序列，｛ｖ（ｔ）｝采用零均值方差为
σ２ ＝０２０２的随机白噪声序列．分别采用本文提出的
三阶段最小二乘法和递推广义最小二乘法来估计模

型变换后的参数，算法所取的数据长度（ｔ）为５０００．

参数估计及其误差δ＝‖θ^（ｔ）－θ‖‖θ‖
如表１所示．

由表１可以看出：随着时间增加，两种算法的参
数估计误差的总体趋势都随之减小，说明两种算法

都是有效的；本文所提出的三阶段最小二乘辨识算

法与递推广义最小二乘法辨识算法相比，辨识精度

有所提高．

表１　参数估计及误差（σ２＝０２０２）
Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｅｒｒｏｒｓ（σ２＝０２０２）

算法 ｔ ａ１ ａ２ ｂ１ ｂ２ ｃ１ δ／％

三阶段最小

二乘法

１００ －０８４６５ ０１４７１ ０３８３３ ０３９６０ ０６５０９ １１９１０５

２００ －０８９３３ ０１９８８ ０３８６２ ０３６５９ ０７１２７ ５３６６３

１０００ －０８９６１ ０１９２２ ０３９７８ ０３５３３ ０７３３９ ３５６４０

２０００ －０８９７１ ０１９５４ ０４０３８ ０３５４３ ０７８１０ ０６０６１

３０００ －０８９５５ ０１９５５ ０３９９３ ０３５４２ ０７７０９ ０９００６

４０００ －０９０３７ ０２０２８ ０３９７０ ０３５０２ ０７８４３ ０５３５１

５０００ －０９０１８ ０２０２０ ０３９６６ ０３５２６ ０７７８９ ０３９５６

递推广义最

小二乘法

１００ －０８１７６ ０１２３７ ０３９９６ ０４１１１ ０５６４６ １８９８０４

２００ －０８１８９ ０１２６８ ０３７６８ ０４１３１ ０７２８７ １０４７１７

１０００ －０８７２８ ０１７４９ ０４０６９ ０３７４９ ０７３７７ ４６８４９

２０００ －０８７２２ ０１７７３ ０４０５０ ０３６６９ ０７５６５ ３５１０９

３０００ －０８７４８ ０１７９５ ０４０３８ ０３６１６ ０７６５４ ２８４９４

４０００ －０８７８１ ０１８００ ０４０１３ ０３６１９ ０７７４４ ２４５７３

５０００ －０８８３２ ０１８４１ ０４００２ ０３５９１ ０７８３０ １８９８８

真值 －０９０００ ０２０００ ０４０００ ０３５００ ０７８００

４　结论

本文针对动态调节模型，提出了一种三阶段最

小二乘辨识方法．所提出的算法原理简单，算法的计
算量适中、辨识精度高，有效可行．从仿真实验可看
出，本文所提出的三阶段最小二乘辨识算法与递推

广义最小二乘法辨识算法相比，辨识精度有所提高．
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